Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 





^^^ 



Die 



Theorie der Beobachtungsfehler 



und die 



Methode der kleinsten Quadrate 



mit ihrer 



Anw endong auf die Geodäsie und die f asseraessongeo. 










Die 



Theorie der Beobachtungsfehler 



und die 



Methode der kleinsten Quadrate 



mit ihrer 



ÄDwendoDg aof die Geodäsie ond die WassermessoDgen. 



Von 



Otto KoU, 



Professor, Geheimer Finanzrath und vortragender Rath 
im Kgl. Preuss. Finanzministerium. 



Mit in den Text gedruckten Figuren, 



Zweite Auflage. 




• « 



Berlin. 

Verlag von Julius Springer. 

1901. 



d»>^ e 



K^ 




l_- 



Alle Rechte, insbesondere das 
der Übersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten. 



• « 



Vorwort zur ersten Auflage. 



Das vorliegende Werk ist verfafst worden zur Benutzung beim 
Studium und in der Praxis. Es soll den Studirenden die theoretischen 
Entwickelungen in klarer übersichtlicher Fassung übermitteln und ihnen 
an zahlreichen Beispielen zeigen, wie das durch die theoretischen Ent- 
wickelungen gewonnene praktisch anzuwenden ist und zwar in gröfserem 
Umfange, als dies allein durch Vorlesungen geschehen kann. Es soll 
aber auch als Führer in der Praxis dienen, und deshalb ist das Ver- 
fahren, wo es nur möglich und nützlich war, bis zur Aufstellung mecha- 
nischer Rechenregeln und einfacher Formulare entwickelt. Die Fassung des 
Werkes ist so einfach gehalten, dafs es jedem Fachmanne ohne weitere 
Anleitung gelingen dürfte, daraus das für ihn brauchbare zu gewinnen. 

Das Werk enthält, neben manchem anderen, die theoretischen 
Grundlagen der weit verbreiteten Preufsischen Anweisung IX vom 
25. Oktober 1881 für die trigonometrischen und polygonometrischen 
Arbeiten bei Erneuerung der Karten und Bücher des Grundsteuer- 
katasters und ähnlicher Anweisungen, sowie der bei Landestriangulationen 
und Landes-Nivellements vorkommenden wichtigsten Ausgleichungsrech- 
nungen, Es sind deshalb auch in den Formeln Bezeichnungen gewählt, 
die sich an die in der Anweisung IX und in den Veröffentlichungen 
über Landesaufnahmen vorkommenden anschliefsen, soweit es bei einer 
einheitlichen Durchführung der Bezeichnungen in dem ganzen Werke 
möglich war. 

Die Entwickelung des Verfahrens bis zur Aufstellung mechanischer 
•dn und einfacher Formulare und die dadurch in vielen Fällen erzielte 



a' 



VI Vorwort. 

bedeutende Vereinfachung der gesamten Rechnungen wird es ermög- 
lichen, auch oft nach der Methode der kleinsten Quadrate zu rechnen, 
wo dies bisher nicht geschah. Es wird dadurch die Anwendung von 
Näherungsverfahren weiter beschränkt werden können, die meistens 
ebenso viel Rechenarbeit erfordert, wie das zweckmäfsig geordnete Ver- 
fahren nach der Methode der kleinsten Quadrate und wobei überdies 
nur dann unter allen Umständen brauchbare Ergebnisse gewonnen 
w-erden, wenn der Rechner weit mehr Erfahrung und Geschick hat, als 
die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate erfordert. 

Dafs durch die Aufstellung mechanischer Regeln und von For- 
mularen das verständnislose Arbeiten auch bei solchen befördert werde, 
bei denen die Kenntnis des theoretischen Zusammenhanges des Verfahrens 
erwartet werden mufs, ist nicht zu befürchten ; denn man kann in der 
Praxis sehr oft die Erfahrung machen, dafs gerade die, die zunächst nur 
die mechanische Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kennen 
lernen, nachher das regste Interesse zeigen, sie eingehend zu studiren. 
Auch wird es nur vortheilhaft sein, dafs der in der Praxis stehende 
Geodät nach den mechanischen Regeln und Formularen in vereinzelt 
vorkommenden Fällen arbeiten kann, ohne erst alle zu benutzenden 
Formeln zu entwickeln, und dafs er bei umfangreichen Arbeiten leicht 
Gehülfen nach dem angegebenen Verfahren zur mechanischen Ausführung 
mancher Rechnungen ausbilden kann. 

Für die Wassermessungen ist in den Beispielen des I. Teiles eine 
Berechnung der mittleren Fehler durchgeführt, um zu zeigen, wie bei diesen 
Messungen ein Anhalt für die Genauigkeit der Ergebnisse gewonnen werden 
kann. Wenn in der Praxis häufiger die mittleren Fehler der einzelnen 
Messungen festgestellt und danach die mittleren Fehler der Endergeb- 
nisse berechnet würden, würde sehr oft ein ganz anderes Urteil über 
die Zuverlässigkeit der berechneten Geschwindigkeiten und Wassermengen 
erlangt werden, als es jetzt geschieht. Die im übrigen bei den Wasser- 
messungen vorkommenden und zur Behandlung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate geeigneten Rechnungen werden nach ähnlichen im 
II. Teile behandelten Beispielen ohne weiteres durchgeführt werden 
können. 

Für das Studium der geschichtlichen Entwickelung der Theorie der 
Beobachtungsfehler und der Methode der kleinsten Quadrate, sowie der 
vielen zu ihrer tiefergehenden Begründung gemachten Versuche , die 
nicht aufgenommen werden konnten, sei auf die Theorie der Beobach- 



Vorwort. VII 

tungsfehler von Emanuel Czuber und die in diesem Werke nachgewiesene 
umfangreiche Original-Litteratur verwiesen. 

Die Hauptformeln sind in den Druckbogen a und b übersichtlich 
zusammengestellt. Beim Binden des Werkes werden diese beiden Bogen 
zweckmäfsig für sich geheftet. 

Bonn, Februar 1893. 

Otto KolL 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Nachdem die i. Auflage dieses Werkes in 7 Jahren vergriffen ist, 
kann die 2. Auflage im wesentlichen unverändert erscheinen, da sich 
die I. Auflage beim praktischen Gebrauch gut bewährt hat. Die 
Beispiele zum I. Teil (sj 11) sind den gemachten Erfahrungen ent- 
sprechend erheblich vermehrt worden. Bei den direkten Beobachtungen 
(§ 16 und § 17) ist nicht, wie in der i. Auflage, vom arithmetischen 
Mittel als gegebenen Satz ausgegangen, sondern die Formeln sind nach 
der Methode der kleinsten Quadrate wie in allen anderen Fällen ent- 
wickelt. Die Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen (§ 32) 
und die Berechnung von Liniennetzen (§ 58)*) sind wesentlich vereinfacht. 
Endlich ist in den geeigneten Fällen (bei dem Beispiel im i. Kapitel und 
in den §§ 31, 36 bis 38 des IV. Abschnittes) das Rechnungsverfahren für 
die Anwendung der Rechenmaschinen eingerichtet, da das Rechnen mit 
Logarithmen auch bei den geodätischen Rechnungen zweifellos in grofsem 
Umfange durch das Maschinenrechnen verdrängt werden wird. Hierbei 
wird ganz erheblich an Zeitaufwand gespart, und namentlich die am 
meisten vorkommenden Rechnungen können einfacher und eleganter 
gestaltet werden. Die Verfolgung der Rechnungen ist durch die Ein- 
stellung der für das Maschinenrechnen geeigneten Formeln nicht wesent- 



*) Nach Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen in der Feldmefskunst. 2. Aufl. 
I. TciL S. 538 u. f. 



VIII Vorwort. 

lieh erschwert, da nach diesen Formeln auch sehr gut logarithmisch 
gerechnet werden kann und in den gegebenen Rechnungen noch manche 
Zwischenzahlen aufgeschrieben sind, die bei der praktischen Durchführung 
der Rechnungen weggelassen werden können. 

Auf die Korrektur des Satzes ist alle mögliche Sorgfalt verwendet 
worden, wobei mein Kollege H i 1 1 m e r mir wertvolle Hülfe geleistet hat. 
Ich danke ihm auch hier dafür und danke ferner der Druckerei für die 
aufserordentlich sorgfältige Ausführung des schwierigen Satzes, wodurch 
die Korrektur sehr erleichtert worden ist. 

Endlich danke ich auch dem Herrn Verleger dafür, dafs er die 
2. Auflage ebenso wie die i. Auflage vorzüglich ausgestattet hat. 

Berlin, Juni 1901. 

Otto Koll. 
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Theorie der Beobachtungsfehler. 



§ 1. Einleitung. 

1. Die Ergebnisse aller unserer Messungen sind, wenn wir die Messungen 
auch mit aller erforderlichen Sorgfalt ausführen, stets mit Messungs- oder 
Beobachtungs fehlem behaftet. Diese Fehler sind im allgemeinen mehr oder 
minder grofs, je nachdem bei der Messung gröbere oder feinere Instrumente 
verwendet werden und je nachdem dies oder jenes Messungsverfahren ein- 
geschlagen wird. 

Die Messungs- oder Beobachtungsfehler gehen über auf alle Gröfsen, die aus 
den Messungsergebnissen abgeleitet werden; demnach sind auch diese Gröfsen inf 
allgemeinen mit mehr oder minder gröfsen Fehlem behaftet. Damit die aus den 
Messungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen aber dennoch fiir einen bestimmten Zweck 
verwendet werden können, müssen die Fehler innerhalb gewisser Grenzen liegen, 
die für verschiedene Zwecke in der Regel verschieden sein werden. 

Soll beispielsweise die Karte eines hochwertigen städtischen Grundstückes 
benutzt werden, um danach die Pläne für die Bebauung des Grundstückes zu fertigen 
und soll die Flächengröfse des Grundstückes benutzt werden, um danach und nach 
dem Vereinbalten Preise fiir die Flächeneinheit den Kaufpreis zu bestimmen, so 
müssen die Grenzen, zwischen denen die Fehler aller Mafse liegen müssen, weit 
enger sein, als wenn die Karte von einem Wiesengrundstücke und dessen Flächen- 
gröfse lediglich benutzt werden soll, um einen Plan für die Bewässerung des Grund- 
stückes zu entwerfen und den Preis für die Ausführung der geplanten Anlage zu 
ermitteln. 

Deshalb ist nach dem Zweck, der durch die Messungen erreicht werden soll, 
zu bestimmen, wie grofs die Fehler sein dürfen, womit die zu bestimmenden Gröfsen 
behaftet sein können und wie grofs dementsprechend auch die Beobachtungsfehler 
sein dürfen, oder kürzer ausgedrückt, welcher Grad von Genauigkeit erreicht 
werden mufs. 

2* Von dem Grade der Genauigkeit ist weiter auch der zu dessen Erreichung 
erforderliche Arbeits- und Kostenaufwand abhängig. Je genauer die Arbeiten aus- 

KolL 2. Aufl. 1 
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geführt werden, desto gröfser wird im allgemeinen auch der Arbeits- und Kosten- 
aufwand sein. Nun wird aber stets verlangt, diesen Aufwand auf ein Minimum zu 
beschränken; und somit ist in jedem Falle die Aufgabe zu lösen, für die aus- 
zuführende Messung die Instrumente und dasVerfahren so zu wählen, 
dafs mit einem möglichst geringen Arbeits- und Kostenaufwande der 
Genauigkeitsgrad erreicht wird, der für den Zweck der Arbeit 
erforderlich ist. 

Um diese Aufgabe lösen zu können, müssen wir uns eingehend mit den Be- 
obachtungsfehlern beschäftigen und Regeln zu gewinnen suchen, denen diese schein- 
bar ganz regellos auftretenden Fehler folgen. 



§ 2. Verschiedene Arten der Beobachtungsfehler. 

1. Wir unterscheiden drei verschiedene Arten der Beobachtungsfehler, nämlich 
grobe Fehler, konstante Fehler und zufällige Fehler. 

Als grobe Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die in Folge eines groben 
Versehens auftreten, also, beispielsweise bei Längenmessungen, Fehler von 1 «» , 
2"^, 5™, 10 »n, 20"» u. s. w., die durch unrichtige Ablesung oder in Folge unrichtigen 
Zählen s der ganzen Latten- oder Mefsbandlängen entstehen. 

Unsere Messungen müssen stets so angeordnet werden, dafs die auftretenden 
groben Fehler als solche erkannt werden können; die mit groben Fehlern be- 
hafteten Messungsergebnisse müssen verworfen und durch andere, durch Nach- 
messung gewonnene, nicht mit groben Fehlem behaftete Messungsergebnisse ersetzt 
werden. Die Erörterung darüber, wie die Messungen zweckmäfsig anzuordnen sind, 
damit die auftretenden groben Fehler als solche erkannt werden können, und wie 
die Messungsergebnisse herausgefunden werden können, die mit groben Fehlem 
behaftet sind, gehört in das Gebiet der Landmefskunde und bleibt im folgenden 
unberücksichtigt. 

2. Als konstante Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die die Messungs- 
ergebnisse stets in demselben Sinne beeinflussen oder durch die die Messungs- 
ergebnisse entweder stets zu grofs oder stets zu klein werden. Die konstanten 
Fehler entstehen meistens durch Unvollkommenheiten der von uns bei den Messungen 
benutzten Instrumente und dadurch, dafs wir einzelne Messungsoperationen regel- 
mäfsig in gleicher Weise unvollkommen ausflihren. Beispielsweise entstehen bei 
Längen messungen konstante Fehler dadurch, dafs die benutzten Mefslatten u. s. w. 
nicht genau ihre richtige Länge haben, dafs sie nicht genau in die zu messende 
Linie gelegt werden u. s. w. . Je nachdem die Latten zu lang oder zu kurz sind, 
wird sich ein zu kleines oder ein zu grofses Längenmafs ergeben, und in Folge 
des Ausweichens aus der zu messenden Linie wird das Längenmafs jedesmal 
zu grofs. 

Die konstanten Messungsfehler müssen in ihrer Gröfse durch möglichst ge- 
naue Berichtigung der Instrumente beschränkt werden. Ferner müssen die Messungen, 
wenn irgend thunlich, so angeordnet werden, dafs die konstanten Fehler unschäd- 
lich gemacht werden, indem solche Messungsergebnisse, die die konstanten Messungs- 
fehler im entgegengesetzten Sinne enthalten, zu einem von den konstanten Fehlem 
freien Endergebnis vereinigt werden. Endlich müssen solche Messungsergebnisse, 
die nicht von konstanten Fehlern befreit werden können, bei der Berechnung der 
daraus abzuleitenden Gröfsen thunlichst derart verwertet werden, dafs diese Grölsen 
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SO wenig wie möglich dadurch beeinflufst werden. Wie dies alles auszuführen ist, 
ist ebenfalls nicht im folgenden, sondern in der Landmefskunde zu erörtern. 

3* Die zufälligen Fehler sind die unvermeidlichen, das Messungsergebnis 
rein zufällig bald im positiven, bald im negativen Sinne beeinflussenden, nach Aus- 
scheidung der groben und konstanten Fehler übrigbleibenden Beobachtungsfehler. 
Die zufälligen Fehler setzen sich zusammen aus sehr vielen Einzel fehlem. 
Wenn wir beispielsweise mit einem Theodoliten einen Winkel messen, so setzt sich 
der zufällige Beobachtungsfehler zusammen aus den kleinen Fehlern, die bei der 
Aufstellung des Instrumentes über dem Winkelpunkte, bei der Centrirung der anzu- 
visirenden Signale, bei der Horizontalstellung des Teilkreises, bei der Einstellung 
der Signale zwischen den Fäden des Fadenkreuzes, bei der Ablesung am Teil- 
kreise u. s. w. entstehen. Alle' die angeführten Fehler sind wieder zusammengesetzt 
aus sehr vielen kleineren Fehlern; und wenn uns unsere Sinne erlaubten, auch die 
kleinsten Fehler wahrzunehmen und festzustellen, so würden wir erkennen, dafs 
der bei einer Winkelmessung vorkommende und auch jeder andere vorkommende 
Beobachtungsfehler zusammengesetzt ist aus sehr vielen sehr kleinen Einzelfehlem. 

Da nun, wie wir bereits besprochen haben, unsere Messungen so angeordnet 
werden müssen, dafs etwa auftretende konstante oder einseitig wirkende Fehler 
nicht in das Endergebnis der Messung übergehen, der hier allein zu betrachtende 
zufällige Beobachtungsfehler des Endergebnisses also nur die zufälligen Einzel- 
fehler umfafst, die bald positiv, bald negativ sind, so können wir, wenn wir noch 
die Annahme machen, dafs alle sehr kleinen Einzelfehler gleich grofs sind, die 
Hypothese aufstellen: 

Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses 
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Zahl auf- 
tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen 
zufälligen Einzelfehler.*) 

Um, von dieser Hypothese ausgehend, weitere Regeln zu gewinnen, müssen 
wir zunächst einige allgemeine Sätze über zufällige Ereignisse entwickeln. 



§ B. Wahrscheinlichkeit zufälliger Ereignisse. 

1. Als zufällige Ereignisse bezeichnen wir solche, die durch Ursachen 
herbeigeführt werden, deren Zusammenhang oder deren Wirkung wir nicht in 
solcher Weise zu erkennen vermögen, dafs wir das durch sie bedingte Ereignis 
voraus bestimmen können. 

Werfen wir z. B. einen richtig konstruirten Würfel auf eine Platte, so sagen 
wir, dafs es zufällig ist, welche Seite des Würfels oben erscheint. Die Ursachen, 
die es bedingen, dafs eine bestimmte Seite des Würfels nach oben kommt, sind: 
die Lage des Würfels in unserer Hand, die Kraft, mit der wir den Würfel werfen, 
die Entfernung der Hand von der Platte, die Richtung des Würfels gegen die 
Platte, die Beschaffenheit der Platte u. s. w. . Die Wirkung aller dieser Ursachen 
ist aber so wenig sicher voraus bestimmbar, dafs wir nicht sagen können, welches 
das durch sie bedingte Ereignis sein wird, welche Seite nach oben kommen wird. 
Ebenso werden wir es als zufällig gelten lassen müssen, welche Karte gezogen wird, 
wenn wir jemand aus einer Reihe von Karten eine ziehen lassen. 



*) Vergleiche die Gnindzüge der Wahrscheinüchkeits-Rechnung von G. Hagen, Berlin, 
£nut & Kom* 
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2. Wenn wir nun eine Reihe gleichartiger zufälliger Ereignisse und das Vor- 
kommen eines der zufälligen Ereignisse aus dieser Reihe ins Auge fassen, so 
werden wir weiter sagen können, dafs es gleich wahrscheinlich ist, ob dies oder 
jenes Ereignis vorkommt 

Wenn wir also einen Wtirfel einmal aufwerfen, dessen Seiten 1, 2, 3, 4, 5^ 
6 Augen aufweisen, so werden wir sagen können, dafs es gleich wahrscheinlich ist^ 
ob wir 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 werfen. 

Werfen wir zwei solcher Würfel zusammen auf, so können die folgenden 
Würfe vorkommen: 





Es zeigt: 1 


Würfel I Würfel II 


W.I 


W.ll 


W. 1 W. 11 


W. I W. II 


W.I W. II 


W.I W.II 


1 

' 1 Auge 1 Auge 


2 A. 


1 A. 


3 A. 1 A. 


4 A. 1 A. 


5 A. 1 A. 


6 A. 1 A. 


i 1 „ 2 Augen 


2 , 


2 , 


8 , 2 „ 


4 „ 2 , 


5.2. 


6.2, 


' 1 i<^ 


2 „ 


3 n 


3 » 3 „ 


4,3, 


5 » 3 . 


6 n 3 , ' 


'1.4, 


2 , 


4 . 


3 » 4 „ 


4,4, 


5.4, 


6.4, 


'1 , 5 , 


2 , 


5 , 


3 it 5 „ 


4 , 5 „ 


^ n ^ n 


6.5, 


1 » 6 „ 


2 . 


6 „ 


3 » 6 „ 


4.6, 


5 w ß » 


6 . 6 , 1 



Auch in diesem Falle werden wir sagen können, dafs das Vorkommen eines 
jeden dieser Würfe beim einmaligen Aufwerfen der beiden Würfel gleich wahr- 
scheinlich ist. 



:\. Betrachten wir aber weiter das Ergebnis, das aus dem Zusammentreffen 
mehrerer zufälligen und gleich wahrscheinlichen Ereignisse folgt, so erkennen wir 
leicht, dafs das Vorkommen der verschiedenen möglichen Ergebnisse nicht gleich 
wahrscheinlich ist, weil unter den überhaupt möglichen Ergebnissen die verschiedenen 
Ergebnisse nicht in gleicher Anzahl vorkommen. 

Betrachten wir beispielsweise die vorstehend aufgeführten Würfe, die aus 
dem Zusammentreffen aller mit zwei einzelnen Würfeln möglichen Würfe folgen 
und stellen die Augenzahlen fest, die diese Würfe ergeben, so finden wir, dafs 
unter den überhaupt möglichen 36 Würfen sich 

1 Wurf befindet, der die Augenzahl 2, 

2 Würfe befinden, die die Augenzahl 3, 



3 






>» 






4, 


4 






»» 






5, 


5 






tf 






6, 


6 






•f 






7, 


5 






*t 






8, 


4 






M 






9, 


3 






»» 






10, 


2 






tf 






11, 



1 Wurf befindet, der die Augenzahl 12 
ergiebt. 

Hiemach sehen wir, dafs unter den überhaupt möglichen die die verschiedenen^ 
Augcnzahlen ergebenden Würfe nicht gleich of\ vorkommen und wir können 
daraus schliefscn, dafs es nicht gleich wahrscheinlich ist, beim Werfen mit zwei 
Würfeln diese oder jene Augenzahl zu erhalten. Wir finden, dafs es am wahr- 



e der Wahrsehpinlichkcilarechnung. 

I Kheinlichaten ist, die Augenzahl T zu werfen, schon weniger wahrscheinlich, die 
T Augenzahlen 6 und 8, noch weniger wahrscheinlich, die Augenzahlen 5 und 9, 
4 und 10, 3 und 1 1 zu werfen, und dafs es am unwahrscheinlichsten ist, die Augenzahlen 
" 2 und 12 zu werfen. Wir erinnern uns auch daran, dafs bei den kindlichen Würfel- 
I spielen diesem Verhältnis Rechnung getragen wird, indem die Gewinne für die 
. verschiedenen Würfe abgestuft und namentlich auf die Würfe 2 und 12 immer die 
[ höchsten Gewinne gesetzt werden. 

Wenn wir in ähnlicher Weise die Ergebnbse betrachten, die wir beim Werfen 

i oder mehr Würfeln erhalten, so finden wir, dafs sich bei Hinzunahme eines 

I Würfels die Zahl der möglichen Würfe jedesmal auf die 6 fache Zahl 

erhöht, so dafs für n Würfel die Zahl der möglichen Würfe gleich 6" ist. 

Femer finden wir, dafs in jedem Falle die am meisten vorkommende Augen- 

I zahl gleich 3' i n ist, wenn die durchschnittliche Zahl der Augen eines Würfeb 

} l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6_g,,^^ ^^j _^ ^^ Anzahl der Würfel bt. Beachten wir dann 

noch, dafs es für die Erlangung einer bestirnroten Adgenzahl ganz gleich ist, ob 
1 Würfel einmal, oder ob 1 Würfel n mal aufgeworfen wird, so können wir weiter 
schliefsen, dafs es am wahrscheinlichsten ist, bei n raaligeni Aufwerfen eines Würfeb 
» Augen zu werfen. 
In ähnlicher Weise, wie wir hier für das Würfelspiel schon einigen Anhalt 

r flir das Vorkommen bestimmier zufälliger Ereignisse gewonnen haben, können wir 
auch für andere Fälle solchen Anhalt gewinnen. Wir erkennen also schon, dafs 
sich in der Thai für das Vorkommen zufälliger Ereignisse gewisse Regeln auf- 

' stellen lassen. Damit wir diese aber in bestimmtere Form fassen können, müssen 
wir uns zunächst einige Hauptsalze der Wahrscheinlichkeitsrechnung aneignen. 



§ 4. Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Hauptsatz I; Die Wahrscheinlichkeit IC für das Ein treffen eines 
\ Ereignisses ist, wenn alle in Betracht kommenden Fälle gleichwahr- 

leinlich sind, das Verhältnis der Anzahl« derjenigen Fälle, die 
l'für das Ereignis günstig sind, zur Anzahl N aller möglichen Fälle; 

ist also. 



I (I) W = y ■ 

Die Wahrscheinlichkeit B',. dafür, dafs da 
I trifft, ist: 



y — n 

y~' 



Wn = 

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten W und W« is 

W+W« ^ ". -|-''^':^'' = ^ = 1 = der Gewifsheit. 

Wenn ein Würfel aufgeworfen wird, so sind die G Fälle möglich, I, 2, 3, i, 
I oder 6 Augen zu werfen, und alle diese Fälle sind gleich wahrscheinlich. Für 
US, mit dem Würfel z. B. 2 Augen zu werfen, ist einer dieser ü Fälle 
Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, mit einem Würfel 2 Augen 

= . , ferner die Wahrscheinlichkeit dalür, nicht 2 Augen zu werfen: 
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W^n = — ^--= ^ und endlich die Wahrscheinlichkeit daftir, entweder 2 oder nicht 
2 zu werfen: 

\V+Wn=^l + 1 = 1=1= der Gewifeheit. 

o o 

Hauptsatz II: Die Wahrscheinlichkeil 11' für das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn die in Betracht kommenden Fälle nicht gleich 
wahrscheinlich sind, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
w,, »2, tTg, der ftir das Ereignis günstigen Fälle; es ist also: 

(4) W = w, + w, + ^z + 



Sind in einem Haufen Karten 5 Treffs, 4 Piques, 8 Coeurs und 7 Carreaus, 

also zusammen 24 Karten gemischt, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

5 
dafür, aus diesem Haufen Treff zu ziehen: u?, = , die Wahrscheinlichkeit daftlr, 

4 
Pique zu ziehen : w« — ^j^ und demnach die WahrscheinlichTceit dafür, aus dem 

Haufen eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (4): 

^ = •"'+•"» = £ + 24= "8 • 

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch nach dem Hauptsatz I; denn unter 
den 24 Karten sind im ganzen 9 schwarze Karten und demnach ist die Wahrschein- 
lichkeit dafür, eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (1): 

W= ^ = ^ . 
24 8 

Hauptsatz III: Die Wahrscheinlichkeit Wz für das Zusammen- 
treffen mehrerer von einander unabhängigen Ereignisse ist gleich 
dem Produkte der Wahrscheinlichkeiten tp,, w^, its, für das Ein- 
treffen dieser Ereignisse; es ist also: 

Sind in einer Urne 13 weifse und 3 schwarze Kugeln, in einer zweiten Urne 
7 weifse und 5 schwarze Kugeln, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

dafür, aus der ersten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen : tr , = , und die Wahr- 

5 

scheinlichkeit dafür, aus der zweiten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: w^= ^- . 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, bei je einem Zuge aus beiden Urnen 
nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (5): 

3 5 15 5 

Denken wir uns die Kugeln in der Urne I mit den Nummern 1, 2, 3, ... 16, 
in der Urne II mit den Nummern 1, 2, 3, ... 12 so bezeichnet, dafs die schwarzen 
Kugeln in beiden Urnen die ersten Nummern haben, so sind folgende Fälle mög- 
lich, worin aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln gezogen werden: 
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1 

Urne I 


Urne II 


Es 
U. I 


wird 
U. II 


gezogen aus: 
U. I U. II U. I 


U. II 


U. I 


U. II 


Kugel 1 
. 2 
« 3 


Kugel 1 

« 1 


K. 1 
« 2 

n 3 


K. 2 
. 2 
. 2 


K. 1 K. 3 
»2 „3 
»3 „3 


K. 1 
. 2 

n 3 


K. 4 

n 4 

„ 4 


K. 1 

n 2 
n 3 


K. 5 



Die Anzahl dieser fiir das Ereignis, nur schwarze Kugeln zu ziehen, günstigen 
Fälle ist: n = 3-5 = 15, und die Anzahl aller überhaupt möglichen Züge ist, wie 
leicht zu übersehen ist, : N=lß- 12 = 192. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
bei je einem Zuge aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (1) : 

15 5 
\V=z^=- übereinstimmend mit der oben nach Formel (5) erhaltenen Wahr- 
scheinlichkeit Wz . 

Hauptsatz IV: Die Wahrscheinlichkeit Ws für das Zusammen- 
treffen zweier von einander abhängigen Ereignisse ist gleich der 
Wahrscheinlichkeit w für das Eintreffen des ersten Ereignisses mal 
der Wahrscheinlichkeit w dafür, dafs nach dem Eintreffen des ersten 
Ereignisses das zweite Ereignis eintreffen wird, es ist also: 

Liegen in 2 von 3 Urnen nur weifse Kugeln, in der dritten Urne nur schwarze 

Kugeln, und ist es unbekannt, in welchen von den drei Urnen die weifsen oder 

schwarzen Kugeln liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafllr, aus Urne I eine weifse 

2 
Kugel zu ziehen, nach Formel (1): w = - . Ist dies Ereignis eingetreten, ist also 

ö 

thatsächlich aus Urne I eine weifse Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit 
dafür, nun ebenfalls aus Urne II eine weifse Kugel zu ziehen, nach Formel (1): 

<o = ^ . Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die Urnen I und II die 

weifsen Kugeln enthalten, nach Formel (6): 



W, = w- 



O) 



2 1 
3*2 



1 
3 



Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch direkt nach Formel (1); denn es 
sind überhaupt nur die 3 Fälle möglich, dafs Urne I und II, dafs Urne I und III 
oder dafs Urne II und III die weifsen Kugeln enthalten, und unter diesen 3 Fällen 
ist nur der erste Fall für das von uns ins Auge gefafste Ereignis, dafs die Urnen 1 

und II die weifsen Kugeln enthalten, günstig; somit ist nach Formel (1): ir= . 



§ 6. Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler 
und der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens. 

1. Kehren wir nun zur Betrachtung der Beobachtungsfehler zurück, so können 
wir die am Schlüsse des § 2 aufgestellte Hypothese noch durch den Zusatz er- 
weitem, dafs die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen positiver und negativer 
Einzelfehler gleich ist, was unmittelbar aus dem Charakter der zufälligen Einzel - 
fehler folgt Hiernach lautet die Hypothese: 

(7) Der zufflllifEC P "**»ler eines Messungsergebnisses 

ist gleich de sehr grofser Anzahl auf- 



8 



Theorie der Beobachtungsfehler. 



I. T. 



tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen zu- 
fälligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen 
positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

2. Verfolgen wir nun die Bildung eines Beobachtungsfehlers aus positiven 
und negativen zufälligen Einzelfehlem, die mit + e und — e bezeichnet werden 
mögen, so ergiebt sich folgendes: 
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§ 5. Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler und ihrer Wahrscheinlichkeit. 9 

Die Zahlen, die angeben, in wie vielen Fällen der Beobachtungsfehler auf 
e, 2e, Scf anwächst, sind BinomialkoefHzienten, also ist: 

(2 v\ _ 2y(2y-~l ) (2 v\ _ 2 y (2 y — 1) (2 y — 2) . . . . ( v +_l) 

\2/"" 1-2 '••••' \v)~ 1.2.3-....y 

Die Gesamtzahl aller möglichen Fälle ist allgemein 2^**; denn beim Auf- 
treten eines Einzelfehlers sind 2 Fälle möglich und mit jedem neu auftretenden 
Einzelfehler ergeben sich aus jedem möglichen Falle immer zwei neue mögliche Fälle. 

3. Die Wahrscheinlichkeit daflir, dafs sich aus einer Reihe von zufälligen 
Einzelfehlem ein bestimmter Beobachtungsfehler bildet, ist nach dem Hauptsatz I 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich der Anzahl der fldr dies Ereignis günstigen 
Fälle dividirt durch die Anzahl aller möglichen Fälle. 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit T^o, W^e, W^e dafür, dafs sich beim 
Aufbreten von 4 zufälligen Einzelfehlern die Beobachtungsfehler 0, ± 2 e, ± 4 e bilden, 
nach der vorstehenden Tabelle: 

'^«=iV "'^'=iV «'*^=-iV 

Ferner ist allgemein die Wahrscheinlichkeit WofW2t,W4st W2Qi, W 2(9-^1)1, 

W2 (v - 2) e , ^^2 (»» - 1) e , W2ve dafÜr, dafs sich beim Auftreten von 2 v zufälligen Einzel- 
fehlem die Beobachtungsfehler 0, ±2e, ±4£,.... ±2^£, ±2 ((> + l)f, .... ± 2(y— 2)f, 
2(v — \)e, 2ve bilden: 



(!•) 



Wo 



-p-y-. .r..=e>-, r.,=c!:j 



2v 
f 



-2v 



W2(v-2)B = i^^)2-^\ W2(v-l)t = 2v2-^\ TF2va = 2-2^ 

Der Zahlenwerth von 2"^" nimmt sehr rasch ab mit zunehmendem v. Frist 
.- für v=l, ,--^. für v = 5, ;i-^.^ .-^ für y = 10 U.S.W. . Somit wird beim Auflreten 

4 lüi24 1 U4oo/d 

einer grölseren Zahl zufälliger Einzelfehler auch die Wahrscheinlichkeit W^ve^ 
ff2(v— i)e, W2{v—2)B, für das Vorkommen der sehr grofsen Beobachtungs- 
fehler ±2ve, ± 2(v—l) €, ± 2(v— 2)e, sehr gering, wodurch es zu erklären 

ist, dafs bei Beobachtungen, wo sehr viele Einzelfehler auflreten, doch sehr grofse, 
aus der Anhäufung sehr vieler positiver oder sehr vieler negativer Einzelfehler 
entstehende Beobachtungsfehler nicht vorkommen, obwohl ihr Vorkommen denk- 
bar ist. 

4. Aus der Betrachtung der unter Nr. 2 und 3 gewonnenen Ergebnisse können 
wir bereits folgendes entnehmen: 

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler 
Null vorkommt. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen der verschiedenen 
Beobachtungsfehler ist verhältnismäfsig sehr viel kleiner für 
gröfsere als für kleinere Beobachtungsfehler, sie ist verschwindend 
klein für sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Be- 
obachtungsfehler ist gleich wahrscheinlich. 

5. Aus den in (1*) gewonnenen Ausdrücken für die Wahrscheinlichkeit Tl'o 
und W2q» dafür, dafs der Beobachtungsfehler oder 2 q e vorkommt, können wir 
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eine einfache allgemeine Gleichung entwickeln, die die Beziehung darstellt zwischen 
der Gröfee eines Beobachtungsfehlers und der Wahrscheinlichkeit seines Vor- 
kommens. 

Wir benutzen hierbei die folgenden Formeln: 

(2') x! = 1.2.3 (x-l).x = |/2';..x'^2., ' + i2x scox."^ fafiOx» '"^ 

T T T. T 

(3-) ''=l + ri + 21 + 3!+41 + -"- 

(4*) ig(l + ') = \-'2+'s -'4 +■■■■' 

worin ;r = 3,141 592 der halbe Umfang des Kreises für den Radius r = 1 und e 

die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist. 
Nun ist nach (1*): 

(5') Wo = [^j) 2 - 2 »' , und darin : 

/ß.x /2y\_2 i..(2a;^ l) (r + 2 )-{v +l) 

^^ \v) 1 -2 (v — 1). v 

= 2 *Ll( 2y— 1 ).j.... {v + 2)'( y+l).y (v— 1 ) 21 

~ 1 . 2- .....( v—1). " v .p.\p — i) 21 

2v+ —2v-i + 

(2y)! y2ji'{2v) 2.« ^12.21' 3ö0(2p)»^ 

2jv'v^ ''>^c ^^ '"^^^ 

o2v _ L^. J._+ o2i^ 



fv'^ ~yv':^'\ 8i."^128i.«'^1024f;» **7' 



danach ist: 



oder, wenn v sehr grofs ist,: 

(8*) W, = - \- . 

y V 71 

Sodann ist nach (1*) : 
(9') W2QB = (^^^_^ )2-^^ und darin: 

no-) ( ^*' \_2i^(2y-l) (,. + ^ + 2).(v + g+l) 

^ Mv-(,/ 1 . 2- (v_(^ — 1)) . (^_-^) 

^ 2 f^. (2 y — 1 ) .^.^. (y+(> 4-2)(y +()+l) . (y+g)(y+() — 1) 2 1 

"1 -2- (^-(^ + 1)). (^_^) .(^4.^).(^ + ^_l).::~2".l 

(2 1^)1 

Während nach (5') und (6') Wo^^^''^} 2-"*^ ist, ist nach (9^) und (lO*) 

vi vi 

B'2e. = 7 ?tV'^ > f2-^% also: 
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(11') 



Woqe v\ v\ 



W^o (v-q)\(p + q)\ 



2 n • V 



1 .. . ^ . 1 o.. . »' r 3 -t- 3 y e » 

a—ntVi'^'" 






1 



\v — qI \v-\- qI 

Ferner ist nach (4*) : 

<-) '4.:,)=-'«('-:)=+:+i('j+^e)'+;(:r+ 

»•■. '4r;e)=-'4'+j)":+Mj)*-5(jr+i(:r- 

wonach 

(14-) (v - . + 1) lg (, ::--) + (^ + . + ^) lg (4--^) 

= _2,^ + (2.+ l)-J(j)^-2,J(^)V(2. + l)l(jr-... 

■ =4-i)(:)^-a^-i)(:r-(i^-j)(^r-(4^-i)(jr- 

oder da ^, ^ , g , g , gegenüber «^ > g *' > J5 »^ > 28 ^ * verschwindend 

klein ist^ 

__(»'_ 1 (»*__ 1 (»•_ L?*__ 

~ V 6 V« 15 v* 28 v' 

wird, und somit 

_ 1 -1. 4. ^ _^'_ ^ e*_ 1 P_*_ ^ P'_ 

wird. Endlich ist: 

l»o; "^'6\v v' — q'/~ 6v» V 6».'..» ev*.-» i8v»v' ' 

Demnach wird nach (11*) und (15') bis (17*): 
J^®^ _eJ(i + _L_ ' )__'<''(i+'_ !_....) -»«••(1+ ^- l-....)-VP'(i+ » -.1....) 

oder es wird, da die Potenzen von gegenüber 1 verschwindend klein sind, : 

e« 1 e* i p« i e» 



1^2 ()t_ ,, e ,.» 15 v» 28»'' 



• • • • 



(19-) ^^ = c 

Wird nun für TTo der in (8*) erhaltene Ausdruck eingesetzt und die Potenz 
von c nach (3*) in eine Reihe verwandelt, so ergiebt sich: 

'»•' '-=^'„ (■-v^.M?)'f'-/j-e',(?)'('-;+5t.) 

1 IqqYI,2_ 29 _ 6 _ 
oder wenn wieder beachtet wird, dafs - sehr klein ist: 
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Wie eine Vergleichung dieser Reihe mit (3*) zeigt, ist hiemach auch: 

(22') W2qb= .^ -e •'. 

Bezeichnen wir nun den Beobachtungsfehler 2q b mit x, die Wahrscheinlichkeit 
WiQs dafür, dafs dieser Beobachtungsfehler vorkommt mit y und setzen v (2 e)^ = N 
so wird 

(23') y = -%' c~'-^. 

Da die Werte von y Verhältniszahlen sind, wofür eine bestimmte Einheit 
noch nicht festgesetzt worden ist, so können wir den Ausdruck für y durch 2 e divi- 
diren und erhalten: 

(10) y= .\~e~ '^\ 

y N 71 

oder nach (3*) : 

6. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der 
zwischen x und x-^-dx liegt, ist nach unserm Hauptsatz II gleich der Summe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen x und z + d x liegenden 
Beobachtungsfehler. Wenn dx eine sehr kleine Gröfse vorstellt, so können wir 
annehmen, dafs diese Wahrscheinlichkeiten sämtlich gleich sind der Wahrschein- 
lichkeit y für das Vorkommen des Fehlers x und können die Summe der Wahr- 
scheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen x und x -\- dx liegenden Beobacht- 
ungsfehler darstellen durch das Produkt y - dx. Dies Produkt wird veranschaulicht 
durch einen Flächenstreifen von der Höhe y und der Breite dx. 

Weiter ist auch die Wahrscheinlichkeit W ^^ dafür, dafs ein Beobachtungs- 
fehler vorkommt, der zwischen x — a und x = 6 liegt, nach unserm Hauptsatz II gleich 
der Summe der Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen a und h 
liegenden Beobachtungsfehler, und diese können wir darstellen durch die Summe 
der Produkte y - dx , die sich mit den Werten von y ergeben, die zu allen zwischen 
a und 6 liegenden Werten von z gehören, so dafs 

(24') W^^= fydx für x = a bis x = b 

wird. 

Wird die Beziehung zwischen den Beobachtungsfehlern und der Wahrschein- 
lichkeit ihres Vorkommens veranschaulicht durch eine Kurve, deren Abscissen 
gleich X und deren Ordinaten gleich y sind, so wird die Wahrscheinlichkeit fT'j 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der zwischen a und 6 liegt, veran- 
schaulicht durch die Fläche, die zwischen der Kurve, der Abscissenaxe und den 
beiden zu z = a und z = 6 gehörigen Ordinaten liegt. 

§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler. 

1. Wir haben bisher als Einheitsmafs für die Beobachtungsfehler den zu- 
fälligen Einzelfehler genommen, wir können aber die Gröfse der zufälligen Einzel- 
fehler nicht bestimmen und deshalb auch die bei den Beobachtungen auftretenden 
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Fehler praktisch nicht nach diesem Einheitsmafs messen. Wir können aber wohl 
für die verschiedenen Beobachtungsarten und für die verschiedenen Instrumente 
aus Beobachtungsergebnissen Mittelwerte der Beobachtungsfehler ableiten und 
dann diese Mittelwerte auch als Einheitsmafs für die Beobachtungsfehler benutzen. 
Denn wenn wir eine Gröfse, deren wahren Wert (x) wir kennen, wiederholt 
in gleicher Weise beobachten und dadurch die Beobachtungsergebnisse Jii, Xt, 

^8, ' ' ' ^n erlangen, so liefern uns die Unterschiede (x) — >lj , (x) — X^, (z) — yl», , 

(z)— X^ die wahren Beobachtungsfehler (v,), (r,), (r,), (»„). Bilden wir nun 

beispielsweise aus diesen einen Mittelwert d, indem wir die absolute Summe 
[±(p)] der Fehler durch ihre Anzahl n dividiren, so können wir diesen Mittel- 
wert d als Einheitsmafs für die Fehler gleichartiger Beobachtungen benutzen und 
feststellen, dem wievielten Betrage des Mittelwertes sie gleichkommen. 

1U Die als Einheitsmafse der Beobachtungsfehler gebräuchlichen Mittelwerte 
sind der durchschnittliche, der mittlere und der wahrscheinliche Fehler. 

Der durchschnittliche Fehler d ergiebt sich, indem die absolute, d. h. 
die ohne Berücksichtigung der Vorzeichen gebildete Summe [± (v)] der wahren 
Beobachtungsfehler (t,), (r,), (r,), . . . (»„) durch ihre Anzahl n dividirt wird^ 
also nach: 

(12) d^f.tc:!]. 

n 

Der mittlere Fehler m ergiebt sich, indem die Summe [(»)(»)] der 
Quadrate der wahren Beobachfungsfehler (r,), (rj), (vg), . . . (r„) gebildet, diese 
durch ihre Anzahl n dividirt und aus dem so erhaltenen Mittelwerte der Quadrate 
die Wurzel gezogen wird, also nach: 



(13) m -/- --)J 



=.i/n" 



Der wahrscheinliche Fehler ist der Fehler, der in einer Reihe absolut 
genommener wahrer Beobachtungsfehler ebenso oft überschritten, wie nicht er- 
reicht wird. Er kann bestimmt werden, indem die Fehler ihrer Gröfse nach ge- 
ordnet werden, und dann ermittelt wird, welcher Fehler in der Mitte der Fehler- 
reihe liegt. Zweck mäfsiger ist es indefs, zunächst den mittleren Fehler zu bilden, 
und den wahrscheinlichen Fehler nach einer später zu bildenden Formel aus dem 
mittleren Fehler zu berechnen , weil hierbei sämtliche Fehler ihrer Gröfse 
nach zur Anrechnung kommen, während bei dem zuerst erwähnten Verfahren 
hauptsächlich die Gröfse der in der Mitte der Reihe stehenden Fehler bestim- 
mend ist. 

S. Die vorbezeichneten Mittelwerte der Beobachtungsfehler sind abhängig 
von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten un4 der Beobachtungsart; 
denn je nachdem ein mehr oder minder feines Instrument, oder je nachdem ein 
mehr oder minder gut durchgebildetes Beobachtungsverfahren eingeschlagen wird^ 
werden sich auch kleinere oder gröfsere Beobachtungsfehler und dementsprechend 
auch kleinere oder gröfsere Mittelwerte der Beobachtungsfehler ergeben. 

Femer ist auch die in den Formeln (10) und (11) vorkommende noch un- 
bestimmte Gröfse N abhängig von den bei den Beobachtungen benutzten Instru- 
menten und der Beobachtungsart. Denn wenn wir beispielsweise Winkel be- 
obachten mit einem feinen Mikroskoptheodoliten, so wird die Wahrscheinlichkeit 

y = —^'e~"N, einen Fehler x von bestimmter Gröfse zu machen, eine ganz 
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andere sein, als wenn wir den Winkel mit einem einfachen Nonientheodoliten be- 
obachten. Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit y, einen bestimmten Fehler x zu 
machen, verschieden sein, je nachdem dies oder jenes Eeobachtungs verfahren ein- 
geschlagen wird. Diese verschiedenen Werte der Wahrscheinlichkeit y werden 
sich nach Formel (10) oder (11) aber nur dann ergeben, wenn die Gröfee N den 
verschiedenen Instrumenten und Beobachtungsarten entsprechend verschieden be- 
stimmt wird. 

4. Weil nun sowohl die Mittelwerte der Beobachtungsfehler, als auch die 
Gröfse A von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beob- 
achtungsart abhängig sind, so werden diese Gröfsen auch unter sich in bestimmter 
Beziehung stehen. Diese Beziehung wollen wir jetzt durch einfache Formeln aus- 
zudrücken suchen und dann in die Formeln (10) und (11) statt der Gröfse X die 
Mittelwerte einführen, die aus den Beobachtungsfehlern immer einfach abgeleitet 
werden können. 

Bei der Entwicklung dieser Formeln setzen wir voraus, dafs die Mittelwerte 
der Beobachtungsfehler aus unendlich vielen Beobachtungsergebnissen abgeleitet 
werden. Letzteres trifft zwar in praktischen Fällen nicht zu, wo immer nur Be- 
obachtungsergebnisse in endlicher Anzahl vorliegen; wir werden aber die unter 
Voraussetzung des idealen Falles gewonnenen theoretisch richtigen Formeln auch 
praktisch anwenden können, da sie das Verhältnis der betreffenden Gröfsen zu 
einander so gut wie möglich darstellen werden. 

Im § 5 , Nr. 5 hatten wir bereits angeführt, dafs die Werte von y Verhältnis- 
zahlen sind, für die eine bestimmte Einheit noch nicht festgesetzt ist. Da nun 

nach § 5 , Nr. 6 ydx für x — — oc bis r = -^ x die Wahrscheinlichkeit dafür dar- 



stellt, dafs ein Fehler vorkommt, der zwischen — x und + ^^ liegt, und es gewifs 
ist, dafs bei einer Beobachtung ein Fehler vorkommt, der in diesen Grenzen liegt, 
so setzen wir nach Formel (3): 



/ 



(1*) ydx^-l für x = —x bisa:= + oo. 

5. Wenn Beobachtungsergebnisse in unendlich grofser Anzahl vorliegen, so 
kommen bei diesen auch alle Beobachtungsfehler von x = — x bis x = + x: vor 
und die Fehlerreihe enthält die einzelnen Fehler in einer Anzahl, die proportional 
ist der Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die betreffenden Fehler bei den Beobachtungen 
auftreten. Wenn demnach y dx die Wahrscheinlichkeit dafür ist, dafs ein Be- 
obachtungsfehler vorkommt, der zwischen x und x -f c/x liegt, und k eine Konstante 
ist, so stellt kydx die Anzahl der in der Fehlerreihe vorkommenden Fehler, die 
zwischen x und x -\- dx liegen, dar und 

(2*) n ---- k y d x -- k y d X für x -- — x bis x - : -j- x 

die Anzahl der überhaupt vorkommenden Fehler. 

0. W^eiter erhalten wir dann die Summe aller Fehler, indem wir die Anzahl 
k ijdx, in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit den betreffenden Fehlem multi- 
pliziren, und alles addiren, indem wir also in der berechtigten Annahme, dafs alle 
Fehler zwischen x und x -f c/x gleich x sind, 

(3') [±{v)]z-- kyxdx — k yxdx für x =: — -x bis x = -f- x 

bilden. 



§ 6. Der durchschnittliche, mittlere u|id wahrscheinliche Fehler. 15 

Demnach wird nach Formel (12) der durchschnittliche Fehler: 

(4') d = ^^"^ = -J-^ für X = - ex. bis X = + cx^, 

** kjydx 

oder, da nach (1*) : ydx = l für x = — oo bis x = -j- oo ist , : 
(5*) d= yxdx für x = — oo bisx = + cx). 

Führen wir hier für y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein' und 
integriren, so erhalten wir: 

1 f -'i y^' -" 

(6*)- d = —\ e .x.dx = ~-r. • e * für x = — oc^ bis x = + oo . 

}/Nn J 2}/7i 

Der Wert dieses Integrals ist 

für X = gleich ;- , 

2y2T 

für X = X gleich , 

also für x = bis x = oo gleich — ;=, 

2y7r 

und für x = — oc bis x = -|-*^ gleich - — . 

yn 

Somit ist der durchschnittliche Fehler: 

(14) d = --^_ = 0,564 190 j/iV . 

y TT 

7* Die Quadratsumme alier Fehler erhalten wir, indem wir die Anzahl k y dx, 
in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit dem Quadrat der betreffenden Fehler 
multipliziren, und alles addiren, indem wir also 

(?•) [{v){v)]= kyx^dx=k yx^dx für x = — oo bis x = -f- oo 

bilden. 

Demnach wird nach Formel (13) das Quadrat des mittleren Fehlers: 

(8.) „. = [H(^ = *y^ll_' ftrx = -c„bisx = + oo 

« kfydx 

oder, da nach (1*) : ydx=l für x = — oc bis x = -f" ^ ist , : 



= /vx. 



(9*) m*= yx^dx für x= — oo bis x = -|-oo. 



Setzen wir hier für y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein und 
integriren partiel, so erhalten wir: 



/xx 
e ^"^'.xMx 



— — \ e 'X-\- I e • dx) für x = — oo bis x = -|- oo . 



;r 



( e '^-\- I « • dx\ 
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Das erste Glied in der Klammer wird für x==0 und flkr x=3c gleich Null, 
fallt also fittrx = — X bisx = -)-^ fort, während das zweite Glied gleich j/^jr / y</i, 

oder da nach (1*) das Integral I ydx=\ für x = — oc bis z = -j- oc ist, gleich ^^n^ 
womit: 

und'der mittlere Fehler: 

wird. 

K Der wahrscheinliche Fehler w ist der Fehler, der in einer Reihe von Be- 
obachtungsfehlem ebenso oft überschritten, wie nicht erreicht wird. Eis liegen also 
ebenso viele Beobachtungsfehler innerhalb der Grenzen x •= — w bis x = -f w, wie 
aufserhalb dieser Grenzen; demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Be- 
obachtungsfehler vorkommt, der zwischen x = — ir und x = + to liegt, gleich -^^ , 
oder es ist: 

woraus nach Formel (11) folgt: 

^"Y'itnj^ A'"'"2!.V« 3!JN''"'"4"!.V / 

^ ^~n \^N~ 3 {^) + 5.2"! (y^yr) ~ 7 • 3 ! {-^s) + 9 • 4"! [^^ ~ ) 

für z = — w bis z = + tt'. 

Der Wert dieses Integrals ist 

für z = gleich 0, 

für. -Kl-ch^^(^^-3y +,.2,(^^^) -7.3!^ +9-4-10)— •) 

also für 2^ = — to bis z = + w gleich dem zweifachen Betrage dieses Ausdrucks, 
so dafs: 

"^*' 2' V.T (yAr~ 3 (y^) +5.2l(y,v) ~V"-3l(^.v) +9^4!(^1^) -••••)' 
oder 

"•'•' i^' ■«■«"» -;v-5(;i+=.^.(;Är-7-s,(^v)'+».«(v¥- 

ist. 

Durch, Auswertung dieser Gleichung ergiebt sich: 

(16') "" 0,476 9363 ---- w , w == 0,476 9363 ^N = oi ^N 

yN 

und somit für den wahrscheinlichen Fehler: 

(16) w .-.- 0,476 9363 ^N= m ^N. 

Aus den Formeln (14), (15), (16) folgt weiter: 

(17) d = 0,797 885 m, 

(18) w = 0,674 490 m , 




wahrscheinliche Fehler 
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Wonach der durchschnittliche Fehler d und der wahrscheinliche Fehler 
\ mittleren Fehler m berechnet werden können.') 

9. Sobald für ein Instrument und eine Beobachtungsart ein Mittelwert der 

Beobachtungsfehler bestimmt worden bt, kann jeder Bcobachtungsfehler x als ein 
L Vielfaches von einem der Mittelwerte d, m, oder w dargestellt werden, indem rd, 



I 




^1 

H^ 

^^K« oder r w für z gesetzt wird, wo r erhalten wird nach ; -^ ^ r , 

^^petsen wir dementsprechend in den Formeln (10) und (11) rd, 

nach dcnFomeln (14), (15) und (16): d^/f, mfz, " filr i/.V, ; 

Wahrscheinlichkeit W,a, ll'r«, W,» dafür, dafs ein Bcobachtungsfehler vorkommt, 
• gleich dem r fachen Betrage des durchschnittlichen, des mittleren oder des 
mhrschdnlichen Fehlers bt, ; 






I und 



o erhalten w 



(18-) 



»-,.— '=. 



— ■— dividiren: 



n Beispiel siehe Seite a 



1« 
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(19) Wrä = C 



1 — 



(20) 

m) 



Wr 



2 



m' 



= 1 — 



TT 



2 



1 (ry _ 1 /rns 1 /rn4 

"^2!\2/ 3!\2/ ~^4l\2/ 



-(wr)« 



{a>r)^+^^(a>r)*-^^{<or)^ + -^-^{a,r)^-- 



Für r = werden Wrd, Wrm, Wrv gleich Eins, wonach durch die letzte 
Division den Werten der Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Fehler rcf, rm, r« 
vorkommt, als Einheit die Wahrscheinlichkeit Wq daflkr zu Grunde gelegt ist, dafs 
der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 

Die sich nach Formel (20) ergebenden Zahlenwerte von Wr w filr r = 0,00 
bis r -- 4,00 können aus der vorstehenden graphischen Tabelle (Fig. 1) entnommen 
werden und zwar als Ordinaten der vier Kurvenstücke für die Abscissen r von 
0.00 bis 1,00, von 1,00 bis 2,00, von 2,00 bis 3,00, und von 3,00 bis 4,00. 

10. Die Wahrscheinlichkeit irJ!« dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vor- 
kommt, der zwischen i = — a und x = -{-a liegt, ist nach (24*) im § 5 : 



(.0') 



\V 



t:-=fyd 



für X---- — a bis x = -\-a. 



Den Wert dieses Integrals erhalten wir, indem wir in dem in (14*) rechts 
stehenden Ausdruck a ihr w setzen. Damit wird: 

«■•"'^-;.U--»(;v)'+5.V,(;'^)*-,.'.:(;v)'+»-fl(;i)'--) 
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Fig. 
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n 



1.0 



*• c 

,0) .c 

.£•§ 

ü tu 

Qa -3 3 






Setzen wir nun, wie oben, rrf, rm, rw an Stelle von a, und rf"|/;r, m|/2, - an 

Stelle von y.V, so erhalten wir als Wahrscheinlichkeit W-^//j, "'"^rnl; ^t'«, da- 
für, dafs ein Beobachtungsfehler den r fachen Betrag des durchschnittlichen, mittieren 



oder wahrscheinlichen Fehlers nicht überschreitet: 
2 / r 



m) ^^trä 



1 /r x3 ^ 1 /r X5_ 1 /r x7 1 /r x9_ \ 

]/.T\y.T 3\yJ 5.2!lyJ 7.3!\yJ ^9.4!lyJ ••••;' 

«:» Tr+;;;;.-^^^^^^^-3(^J ^...^»(^/J "T-aify^s) '^^-M^k) ~"")' 

worin ,t 3,141 502 . . . , (o 0.470 930 . . . ist. 



(24) w^_::-- J (ojr 

y TT ^ 



§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen. 19 

Die in den Formeln (19) bis (24) vorkommenden Reihen konvergiren 

On 

sämtlich. Sie haben wechselndes Vorzeichen und der Quotient ,, der beiden 

vn — 1 

aufeinanderfolgenden Glieder mit ( n— 1 ) ! und n ! , der für die ersten 3 Reihen 

= -(ar)^, für die letzten 3 Reihen = ^^ — j-i («»*)' ist, wird ftir endliche 

Werte vom r jedenfalls < I , wenn die Reihen genügend weit fortgesetzt werden. 
In der nebenstehenden Figur 2 stellen die zu den Abscissen r = Ofi bis r = 4,0 
gehörigen Ordinalen der Kurve, wenn sie von der unteren Abscissenlinie gezählt 
werden, die Wahrscheinlichkeit H^ijiJI dafür dar, dafs der r fache mittlere Fehler 
nicht überschritten wird, dagegen, wenn sie von der oberen Abscissenlinie gezählt 
werden, die Wahrscheinlichkeit dafür dar, dafs der r fache mittlere Fehler über- 
schritten wird. 

§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen. 

Nach dem bisher Gewonnenen können wir vorliegende Beobachtungsergeb- 
nisse prüfen, indem wir die Beobachtungsfehler bilden und untersuchen, ob sie in 
genügender Weise den Regeln für das Auftreten der Beobachtungsfehler folgen. 

Aus dem Satze, dafs gleich grofse positive und negative Beobachtungsfehler 
gleich wahrscheinlich sind, folgt erstens, dafs in einer Reihe zufälliger Beobachtungs- 
fehler gleich viel positive und negative Fehler vorkommen müssen, und dafs die 
Summe der positiven Fehler gleich der Summe der negativen Fehler sein mufs. 
Wenn diese Gleichheit der Anzahl und der Summen der positiven und negativen Fehler 
in einer Fehlerreihe nicht genügend ist, die Ungleichheiten also nicht als zufällige 
angesehen werden können, so kann darauf geschlossen werden, dafs die vorliegenden 
Beobachtungsfehler nicht frei von konstanten Fehlem sind. 

Alsdann ist nachzuforschen, aus welchen Fehlerquellen die konstanten Fehler 
herrühren und auf Grund des Ergebnisses der Nachforschung ist durch Aenderung 
der Beobachtungsart, Berichtigung der verwendeten Instrumente u. s. w. das fernere 
Auftreten der konstanten Fehler in den Beobachtungsergebnissen wenn möglich zu 
verhindern. 

In manchen Fällen wird auch die Gröfse der konstanten Fehler ermittelt 
werden können, und dann werden die Beobachtungsergebnisse davon durch An- 
bringung entsprechender Verbesserungen befreit werden können, wonach die übrig- 
bleibenden Fehler sich als zufällige Beobachtungsfehler kennzeichnen müssen. 

Femer kann untersucht werden, ob in einer Fehlerreihe die einzelnen Be- 
obachtungsfehler auch wirklich in einer der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens 
entsprechenden Anzahl auftreten. Wird für alle Fehler, deren Wahrscheinlichkeit 
nicht verschwindend klein ist, die Wahrscheinlichkeit ITrm nach dem im § 6, Nr. 9 
angegebenen Verfahren ermittelt, so wird aus [U'rm] und der Anzahl n der vor- 
liegenden Fehler nach: fi:=-,^ — ^ ein Faktor erhalten, womit die einzelnen Wrm 

[ rr r IM J 

2u multipliziren sind, um die Zahlen zu erhalten, die angeben, wie ofl die Fehler 
in der vorliegenden Reihe nach dem Fehlergesetze vorkommen sollen. 

Beispiel: Bei der Haupttriangulation des Königreichs Sachsen sind nach 
Seite 484 und 485 des ihre Ergebnisse enthaltenden Druckwerkes die in der nach- 
folgenden Tabelle in Spalte 1 und 3 angegebenen Dreiecksschlufsfehler so ofl vor- 
gekommen, wie in Spalte 2 und 4 angegeben ist. 

Der Fehler 0,0 ist 13 mal vorgekommen, aufserdem sind 86 positive und 98 
negative Fehler vorgekommen. Die Gesamtzahl der Fehler ist also n = 13 + 86 
-[-98=197. Nach Spalte 5 und 6 ist die Summe der positiven Fehler: +45,9 und 

2* 
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die Summe der negativen Fehler: — 46,2; denmach ist die Anzahl und die Summe 
der positiven Fehler nahezu gleich der Anzahl und der Summe der negativen 
Fehier, wie es sein mufs.*) 



Es kommt vor der 








ta*\ 






2 k Wrm 

-(«1 + 9«) 


1. 


Fehler 
91 mal! (r) 7, mal 


+ 9.(») 


-?.('')^9. +9.) (»)(•) 




Wrm 


kWrm 


2. 


8. 1 4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


10. 


11. 1 


0,0 
+ 0,1 


13 

"Tö"- 


-0.1 


16 


0,0 
1,0 


1,6 


0,00 
0,26 


0,00 
0,16 


1.000 


12,9 


-0.1 
""~Ö,6 


+ 0,2 


18 


-0,2 


14 


8,6 


2,8 


1,28 


0,33 


0,946 


12,2 


-7,6 


+ 0,3 
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— 0,8 


17 


2,7 


5,1 


2,34 


0,49 


0,886 


11.4 


-8,2 


+ 0,4 
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-0,4 
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8,2 


3,6 


2,72 


0,66 


0,804 


10,4 


+ 8,8 


+ 0,5 
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— 0,5 
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4,5 


4,5 


4,50 


0,82 


0,715 
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-0,6 
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5,40 


0,98 
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8,0 


+ 1.0 
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-0,7 
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5.88 


1,15 


0.515 
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+ 1.2 


+ 0,8 
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— 0,8 
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4,0 


8,2 


5,76 


1,31 


0,422 


6,4 


+ 1.8 


+ 0,9 
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— 0,9 
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1,8 


5,4 


6,48 


1,48 


0,334 


4,8 


+ 0,6 


+ 1.0 
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-1,0 


3 


3,0 


3,0 


6,00 
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0,262 


8,4 


+ 0,8 


+ 1.1 


2 


-1,1 
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2,2 
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2,42 


1,80 


0,198 
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+ 8.2 


+ 1.2 
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-1,2 
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1,2 
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1,44 


1,97 


0,141 


1.8 


+ 2,6 


+ 1,8 
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-1,8 
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2.6 
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3,38 


2,13 


0,102 


1.8 


+ 0.6 


+ 1.4 
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-1.4 
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1.4 


1.4 


3,92 


2,30 


0,071 


0,9 


-0,2 


+ 1,5 
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- 1,5 1 . 


4.5 
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6,75 


2,46 


0,048 


0,6 


-1.8 
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-1.6 
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8,2 
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• 


1,9 
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. 1 
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3,28 


0,004 . 
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3.44 


0.003 ! 
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+ 2,2 
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• 


-2,2 

1 


• 


• 


• 
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3,61 

[Wrn] = 


0,001 


0,0 


0,0 


86 


98 


4.'..« 


4H,2 


72,71 
m» 0,869 


7,131 
= 15,262 


91,9 
196,7= 

[kWrm] 


— 0.8 


ii 1 
18 } 8«-f-98 197 




t 92,1 










d 


t 0,47 

1 
1 


m i 0,61 


k — : 


12,9 





Die alwilute Surnrnr «Irr Frhlcr int : | ! ( t> ) | 45,9 + 46,2 = ± 92,1 , womit sich 

nach Formel (18) dir (\urrh%*\mm\li Ur Frlilrr d ' * jj'^^ ~^^»^ = ± 0,47" ergiebt. 

In Spnltc 7 i%l lUf (Jumhuimiuiwr t\rr Fc-hirr f ( r ) ( t ) ] ~ 72,71 gebildet und 

nach Formel (IS) tUr mitfl-n- Milr» m ( ^I^"*J">1 i l/^f^^^ = ± 0,61 ^' be- 
rechnet. 



*) Dir Drrkr kdwhik't n)nt\ Nim #1mi WmI'm i\rr Kirlitiinicrn abfccicitet, die sich nach 
der StationiiAiiHKtf')« hiiriK ttni\t»ti )imI«mi. ttf-nUnWt k* Initist In ihrrr nli^rbraischcn Sumine + 45,9 
46,2 0,f) nur *Uf h\k* ht ti)ni U*- ^iuniuif- *Ui t'ilitn i\rr AnlNcnwinkcl des Dreiecksnetze& 

zum Autdnirk. 
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Nach Spalte 1 bis 4 der Tabelle kommen 97 Fehler vor, die kleiner als 
± 0,35" und 100 Fehler, die gröfser als ± 0,35" sind, wonach w=± 0,35" als wahr- 
scheinlicher Fehler angenommen werden kann. 

Nach den Formeln (11) und (18) ergiebt sich für den durchschnittlichen 
Fehler: d = 0,8m = 0,8 (± 0,61 )= ± 0,49" und für den wahrscheinlichen Fehler: 
w = 0,67 m = 0,67 ( ± 0,61 ) = ± 0,41 " , gegenüber den vorher gewonnenen Werten 
d = ± 0,47 " und w = ± 0,85" . 

(V) 



In Spalte 8 sind die Verhältniszahlen r 



m 



nachgewiesen, denen in Spalte 9 



die aus der graphischen Tabelle im § 6, Nr. 9 entnommenen Zahlen für die Wahr- 
scheinlichkeit Wrm dafür beigefügt sind, dafs die in Spalte 1 und 3 aufgeführten 
Fehler {v)=rm vorkommen. Die Zahlenwerte von Wr m für Fehler, die gröfser 
sind als ± 2,2", sind bereits so klein, dafs sie hier nicht mehr in Betracht kommen. 
Die Summe [PTrm] für alle Fehler zwischen +2,2" und —2,2" ergiebt sich aus 
der Wahrscheinlichkeit 1,000 für (r) =0,0 und der doppelten Summe 2-7,131 aller 
Werte von Wrm für (r) = 0,l bis (t;) = 2,2, sie ist also [Trrm] = 1,0004-2-7,131 

n 1Q7 

= 15,262, wonach Ä? = p^— = -^ ^ = 12,9 wird. 

Die Produkte kWrm in Spalte 10 der Tabelle sind dann die Zahlen, die an- 
zeigen, wie oft die in Spalte 1 und 3 nachgewiesenen Fehler nach dem Fehlergesetze 
vorkommen sollen. Die in ähnlicher Weise wie [TTr«] gebildete Summe [^PTrin] 
mufs mit n übereinstimmen, was auch der Fall ist. Die Vergleichung der Zahlenwerte 
in den Spalten 2, 4 und 10 und die Betrachtung der in Spalte 11 aufgeführten 
Summen der Differenzen (kWrm — qi)-\-(kWrm — qi) = 2kWrm — (qi-\-qi) giebt 
einen Anhalt dafür, inwieweit die thatsächlich aufgetretenen Fehler dem Fehlergesetze 
entsprechen. Wie ersichtlich, kommt nur die eine gröfsere Abweichung vor, dafs die 
Fehler -|- 0,2 und — 0,2 8 mal mehr vorkommen, als nach der Wahrscheinlichkeit für ihr 
Vorkommen zu erwarten ist; im ganzen entspricht aber das Auftreten der verschie- 
denen Fehler in der vorliegenden Fehlerreihe ganz gut den dafür gewonnenen Regeln. 

§ 8. Fehlergrenzen.*) 

1, Nach den Formeln (22) , (2S) oder (Zk) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durch- 
schnittlichen, des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers nicht überschreitet. 
Indem wir die erhaltenen Zahlenwerte subtrahiren von der Wahrscheinlichkeit W=l 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der diesen Betrag entweder über- 
schreitet oder nicht überschreitet, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit dafür , dafs 
ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durchschnittlichen, 
des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers überschreitet 



(85) 



Danach ist die 


Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein 1 


Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen mitt- | 




leren Fehler 


1 




nicht überschreitet 


überschreitet 


für r — 1,0 : 


0,682 7 , 


0,317 3, 


„ r_2,0: 


0,954 5 , 


0.045 5 , 


„ r_3,0: 


0,997 278 , 


0,002 722 , 


n r 3,5: 


0,999 533 8 , 


0,000 466 2 , 


„ r 4,0: 


0,999 936 62 , 


0,000 063 38 , 


„ r-5,0: 


0,999 999 427 , 


0,000 000 573 . 



*) Vergleiche: Ueber den Maximalfehler einer Beobachtung von Helmert in der Zeit- 
schrift für Vennessungswesen, 1877, Seite 131 u. f. 
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t. Moldpliziren wir die Wahrscheinlichkeit W, dafs der r fache mittlere Fehler 
äberschntten wird, mit n, so geben uns die Produkte » TT an, in wie vielen Fällen 
anter »FäUen der r fache mittlere Fehler wahrscheinlich überschritten wird oder 
wie viele Fehler in einer Reihe von n Fehlem gröfeer sein werden, als der r fache 
mittlere Fehler. 

Dividiren wir femer die Anzahl n aller Fälle durch die Anzahl nW der Fälle, 

in denen der r fache mittlere Fehler Oberschritten wird, bilden wir also -^ = ^^ , 

nW W 

so erhalten wir die Anzahl der Fälle, unter denen der Fall, dafs der r fache mittlere 

Fehler überschritten wird, wahrscheinlich einmal vorkommt Dies ergiebt folgendes: 



(20) 



Unter n = 1000 Fehlem wird 
der r fache mittlere Fehler wahr- 
scheinlich überschritten 



für r 

r 



n 
n 
» 
n 
n 



r 
r 
r 

r 



1,0 
2,0 
3.0 
3,5 
4,0 
5,0 



Dafs der r fache mittlere Fehler 

überschritten wird, kommt wahr- 

scheinlich einmal vor 



bei 317,3 Fehlem, 
45,5 
2,7 
0,47 
0,063 
0,0006 „ 



n 
n 
n 
n 
n 



n 
n 
n 
n 



für r=l,0 
-2,0 
= 3,0 
= 3,5 
= 4,0 
= 5.0 



n 

n 
n 
n 
n 



r 
r 
r 

r 
r 



bei je 



3,1 Fehlem, 
22,0 , 



n 

t 

n 

n 
n 



n 
n 
n 



368 

2150 

15 800 

1 750 000 



n 

n 
n 



8. Die vorstehend angeführten Zahlen geben einen genügenden Anhalt fbr 
die Festsetzung von Fehlergrenzen, die die Beobachtungsfehler nicht überschreiten 
dürfen, wenn die Beobachtungsergebnisse weiter verwendet werden sollen. 

Nach dem Vorangegangenen müssen wir zwar zugeben, dafs sehr grofse 
Beobachtungsfehler entstehen können durch eine ungünstige Anhäufung einer grofeen 
Ueberzahl positiver oder negativer Einzelfehler, und dafs wir dem Beobachter ftlr 
das Eintreffen dieser ungünstigen Fälle kein Verschulden zur Last legen können. 
Dennoch ist es aber berechtigt, die Beobachtungsergebnisse, bei denen die hervor- 
tretenden Fehler eine gewisse Grenze überschreiten, von der weiteren Verwendung 
auszuschliefsen und durch andere, durch Nachmessung zu gewinnende Beobachtungs- 
ergebnisse zu ersetzen ; denn das Auftreten der sehr grofsen Fehler ist sehr wenig 
wahrscheinlich, und es kann mit grofser Wahrscheinlichkeit erwartet werden, dafs 
das Nachmessungsergebnis nur mit einem innerhalb der bestimmten Grenzen liegenden 
Fehler behaftet sein werde, falls diese Grenzen zweckentsprechend gewählt sind. 

Wir entnehmen nun aus Tabelle (26), dafs der 3 fache mittlere Fehler 
wahrscheinlich in 1000 Fällen nur 2,7 mal oder in 368 Fällen einmal überschritten 
wird. Wenn wir demnach festsetzen, dafs nur solche Beobachtungsergebnisse weiter 
verwendet werden sollen, deren Fehler höchstens gleich dem 3 fachen mittleren 
Fehler ist, so werden wir zwar wahrscheinlich in 368 Fällen einmal von dem Be- 
obachter eine von ihm nicht direkt verschuldete Nachmessung fordern müssen; wir 
werden die Berechtigung für diese Forderung aber aus dem Umstände entnehmen, 
dafs die Wahrscheinlichkeit für die Eriangung eines Beobachtungsergebnisses, dessen 
Fehler ^ 3 m ist, sehr grofs, nämlich nach Tabelle (25) gleich 0,9973 'ist. Das 
Gleiche trifft nach Tabelle (20) einmal zu in 2150 Fällen, wenn wir den 3,5 fachen 
mittleren Fehler, und einmal in 15 800 Fällen, wenn wir den 4 fachen mittleren 
Fehler als höchstens zulässigen Fehler festsetzen. 



§ 9. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 23 

(27) Demnach kann als Regel gelten, dafs nur solche Beob- 
achtungsergebnisse weiter verwendet werden dürfen, deren Be- 
obachtungsfehler, je nachdem mehr oder minder strenge Anforde- 
rungen gestellt werden, den 3 bis 3,5fachen mittleren Fehler nicht 
überschreiten und dafs nur dann, wenn besondere Umstände dies 
bedingen, noch solche Beobachtungsergebnisse angenommen zu 
werden brauchen, deren Fehler den 3,5 bis 4fachen mittleren Fehler 
erreichen. 

§ 9. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 

1. Die Beobachtungsfehler gehen, wie bereits im § 1 erwähnt ist, über auf 
alle Gröfsen, die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Wir müssen 
deshalb auch feststellen, wie dieser Uebergang erfolgt, oder wie sich die Be- 
obachtungsfehler fortpflanzen, damit wir in der Lage sind, anzugeben, mit welchen 
Fehlern die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen wahrscheinlich 
behaftet sein werden. 

Wenn solche Angaben aber genügend zuverlässig sein sollen, werden wir 
ihnen in der Regel nicht die zufällig bei den grade vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen hervortretenden einzelnen Fehler zu Grunde legen können. Vielmehr 
Averden wir hierfür Mittelwerte der Beobachtungsfehler benutzen müssen, die für 
die betreffenden Beobachtungsarten und Instrumente aus einer gröfseren Reihe von 
Beobachtungsergebnissen abgeleitet sind. 

Wenn beispielsweise in einem Dreieck die drei Winkel und eine Seite ge- 
messen sind und verlangt wird, dafs hiernach nicht nur die Längen der beiden 
andern Seiten, sondern auch die Fehler angegeben werden, womit diese Längen 
wahrscheinlich behaftet sein werden, so könnten wir zwar für die Fehler der 
Winkel einen Wert aus dem zufälligen Widerspruche der Summe der drei Winkel 
gegen den Sollbetrag von 180° ableiten; es wäre aber völlig verfehlt, den aus dieser 
Ableitung folgenden Fehler den Fehlerangaben für die berechneten Seiten zu 
Grunde zu legen. Denn, wie wir gesehen haben, ist es am wahrscheinlichsten, dafs 
die kleinen Beobachtungsfehler vorkommen und ist es somit auch am wahrschein- 
lichsten, dafs in dem einzelnen Dreiecksschlufsfehler nur ein kleiner Teil der 
wirklich vorhandenen Winkelfehler zum Ausdruck gelangt. Für den Fehler der 
gemessenen Dreiecksseite fehlte es, wenn diese nur einmal gemessen wäre, vollends 
an jedem Anhalte für die Gröfse des Beobachtungsfehlers; und selbst wenn die 
Seite etwa 2 - oder 3 mal gemessen wäre, gäben die hervortretenden Unterschiede 
der Messungsergebnisse nur einen wenig zuverlässigen Anhalt für die Feststellung 
der wahrscheinlich vorliegenden Fehler. Wenn dagegen aus einer gröfseren Zahl 
anderweiter Beobachtungsergebnisse Mittelwerte der Beobachtungsfehler für die in 
gleicher Art ausgeführte Dreieckswinkel- und Seitenmessung abgeleitet sind, so 
wird mit Benutzung dieser Mittelwerte auch eine zuverlässige Angabe der Fehler 
gemacht werden können, womit die berechneten Dreiecksseiten wahrscheinlich be- 
haftet sein werden. 

2. Als Mittelwerte von Beobachtungsfehlern haben wir bereits den durch- 
schnittlichen, den mittleren und den wahrscheinlichen Fehler kennen gelernt. Von 
diesen drei Mittelwerten eignet sich der mittlere Fehler am besten zur Angabe 
der den Beobachtungsergebnissen wahrscheinlich anhaftenden Fehler, weil darin die 
Beubachtungsfehler, woraus der Mittelwert gebildet wird, mit ihrem quadratischen 
Betrage, also sehr scharf zum Ausdruck gelangen, während in dem durchschnitt- 
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liehen und wahrscheinlichen Fehler nur die einfachen Beträge der Beobachtungs- 
fehler zum Ausdruck kommen. Femer fällt für die Wahl des mittleren Fehlers 
noch ins Gewicht, dafs er bereits in sehr grofsem Umfange als Genauigkeitsmals 
benutzt wird und bei seiner Annahme alle theoretischen Entwickelungen und alle 
praktischen Rechnungen in einfacher Weise erledigt werden können. 

Die selbstverständliche Folge hiervon ist, dafs wir auch für alle aus den Be- 
obachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen den mittleren Fehler angeben, womit 
sie wahrscheinlich behaftet sind. Um dies ausführen zu können, entwickeln wir im 
folgenden Formeln, wonach der mittlere Fehler einer solchen Gröfse berechnet 
werden kann, die aus anderen Gröfsen abgeleitet ist, deren mittlerer Fehler be- 
kannt ist 

3. Der mittlere Fehler mx einer Gröfse x kann gefunden werden, indem 
diese Gröfse wiederholt beobachtet wird, indem sodann aus den Beobachtungs- 
ergebnissen Äi, Äif Äs, ,,. , An und dem wahren Werte ( x ) der Gröfse die 
wahren Beobachtungsfehler (vi), (t?a), (^s), (vn) nach 



(!•) 



{vi) = {x) — Äi, 

( t 2 ) = ( I ) — >l , , 

f 

(V„)r=r (l) An 



gebildet werden und der mittlere Fehler mx berechnet wird nach: 

(13) .. = ±]/tMpiJ. 

Multipliziren wir nun die Gleichungen (1*) mit einer Konstanten a und setzen 
(X) für a(z) f womit 

a(vi) = (X)-'aÄi, 
a{Vi) = {X) — a>lj, 
a(Vi) = (X) — aÄn, 



(2') 



f 

a(vn)=^(X)^a An 



erhalten wird, so können wir a Ä^ , a A,^ , a Ag, ....a^inals Beobachtungsergeb- 
nisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer Gröfse X=ax und a ( v , ) , 

o ( t? 2 ) , a ( V 3 ) , a{vn) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen folgenden 

wahren Beobachtungsfehler ansehen, womit wir nach Formel (13) für M erhalten: 



(3-) M=±]/^ Ml)_a (.^i.] ^ ^ , l/[(t- Hl)] ^ 

oder day^'^^^J^m. ist,: 

(28) 2M= ± amx, 

Ist demnach eine Gröfse X aus einer andern Gröfse x durch 
Multiplikation mit einer Konstanten a abgeleitet, so wird der mitt- 
lere Fehler M von X erhalten, indem der mittlere Fehler mx von x 
ebenfalls mit der Konstanten a multiplizirt wird. 

Beispiel 1: Behufs Bestimmung der Entfernung E zweier Punkte P undPi 
wird mit einem auf /* befindlichen Distanzmesser an einer auf Pi stehenden Latte 
die Ablesung / = 0,642 m gemacht. 
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Die Entfernung E wird aus der Lattenablesung / gewonnen durch Multi- 
plikation mit einer Konstanten * = 99,5, so dafs wir 

E = kl = 99,b ■ 0,642m = 63,9 m 

erhalten. Der mittlere Fehler m^ von l ist nach den Ergebnissen wiederholter 
Beobachtungen bekannter Lattenstücke bestimmt zu: m^= ± 1,0 mm*). Hiemach 
ist der mittlere Fehler M der Entfernung E nach Formel (2<S) : 

M= ± kmi= ± 99,5 . 1,0 mm = -f 100 mm = + 0,1 m . 

4. Für die zwei Gröfsen x und y ergeben sich die mittleren Fehler wix und 
m y aus den zu ihrer Bestimmung erlangten Beobachtungsergebnissen x i , x 2 , 

X 8 , .... X n imd Ai , Ai, Äsf An und den wahren Werten ( x ) und ( y ) der 

Gröfsen x und y nach: 



(4*) 



(tt J = (x) — Xi, 

(tt2) = (x) — xa, 

(W8) = (a:) — X3, 

•••••* r 

. {»n) = {x)—xn, 



(6*) 



(5*) 



m 



^^^y[iu)Cu)] 



{V2) = {y) — Ai, 
> 

{Vn) = (y)-'Än, 



D m,=±yii^y^^-n. 



Addiren wir die Gleichungen (4*) und (6*) imd setzen wir ( -X") für ( x ) -f- ( y ) , 
womit wir 

{Wi) = {Ui) + (Vi) = (X) — {ili + A2), 
(t^3) = (t*,) + (r8) = (^)-(K3 + >i3), 



(8*) 



(fß„) = (Un) + (Vn) = {X) — (ün+Än) 

erhalten, so können wir (xi+-^i), (xg + '^a)» {*z-\- A») , ... (nn-^ An) als Be- 
obachtimgsergebnisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer Gröfse X=x-\-y 
und ( w 1 ) , ( w 8 ) , ( w 8 ) > . . . • ( w n ) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen fol- 
genden wahren Beobachtungsfehler ansehen. Danach erhalten wir nach Formel (13) 
und nach (8*) : 



(9') 

oder 
(10') 



J/=± 



, /[T» ) (>i] _ ^ y [ ( ( «o+M) ( ( » ) +11) ) 1 ^ 



n n n ~^ n 



Nun ist nach (5-) und (7«) i^^tli^U^^l „„dfi^)_(«)] = „2 ^^f^^^^^ g IMlll] 

gleich Null gesetzt werden kann; denn das Auftreten gleich grofser positiver und 
negativer Beobachtungsfehler imd demnach auch das Auftreten gleich grofser posi- 



•) Die Konstante k wird hier als fehlerfrei eingeführt in der Voraussetzung, dafs ihr 
Fehler verhältnismäfsig sehr klein ist, imd keinen in Betracht kommenden Beitrag zu dem 
mittleren Fehler M der Entfernung E liefert. (Vergl. § "40, Nr. 5, wonach der mit Berück- 
sichtigung des mittleren Fehlers m ^ von k berechnete Wert des mittleren Fehlers der Entfernung 

sich zu dem ohne Berücksichtigung von m^ berechneten Werte verhält, wie 1/ 1 H — : 1 , 

worin n die Anzahl der Bestimmungen ist, die bei Berechnung von k benutzt sind.) 

Ganz ebenso sind auch in den folgenden Beispielen Konstanten oder Mafse als feiilerfrei 
worden, deren Fehler nach vorheriger Feststellung im vorliegenden Falle ohne 
•— hois sind. 
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tiver und negativer Produkte {u){v) ist gleich wahrscheinlich, und deshalb ist die 
algebraische Summe [ ( t* ) ( v ) ] dieser Produkte immer nahezu gleich Null, also im 
Verhältnis zu [(w)(w)] und [(t?)(r)] um so weniger bedeutend, je gröfeer die 
Anzahl n der Summanden oder der Fehler (u) und (») ist. Hiemach wird: 



(IT) M^ = ml + ml, oder: 3/=±-/m| + m2. 

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir für X = z — y . Auch können wir 
unsere Formel erweitem für den Fall, dafs X aus mehr als zwei Gröfsen zusammen- 
gesetzt ist, so dafs allgemein für -X* = x ± y ± 2 ± . . . . ist : 



(2») M= ± l/ml + m^ + mf + . . . . 

Ist demnach eine Gröfse Xdie Summe oder Differenz der Gröfsen 
r, y, a, , so ist der mittlere Fehler 3/ von X gleich der Quadrat- 
wurzel aus der Summe der Quadrate der mittleren Fehler mx, «ly, 
wi I , .... von x,t/,z,.... 

Ist X=Xi ixa ±X8± xn und sind die mittleren Fehler »1 1 , m , , «13, 

nin von X,, Xa, Xg, xn sämmtlich gleich wi , so wird aus Formel (29) einfach : 

(30) M=±m^n. 

Ist demnach eine Gröfse X die Summe oder ^Differenz von n 
gleich genauen Gröfsen x, so erhalten wir den mittleren Fehler M 
von -X, indem wir den mittleren Fehler m der Gröfsen x mit der 
Quadratwurzel aus der Anzahl n der Gröfsen multipliziren. 

Beispiel 2: In einem Nivellementszuge mit den Fixpunkten P, , Pt, P^, 
P4 sind die Höhenunterschiede 

zwischen I\ und /% : Ah^-^ 2,857m, 

f\ n J\ : JA|-X6,214, 

P, „ /\ : JAj= 0,580 

und die mittleren Fehler der Höhenunterschiede JAj, Ah 2, J Ag : mj = ± 4,2™» 

m 2 -- ± 2,8 mm , m 3 - - 1 5,7 mm . 

Hiernach ist der Gesamthöhenunterschied zwischen P, und P4: 
J A I - J A j I- J Ä i] f J A J 2,807 + x6,2U + 0,580 = x9,651 m , 
und nach Formel (20) dessen mittlerer Fehler: 

M |/mj' I mi^ t r/irj - |/4,2 - -}- 2,8 ^ + 5,7 ^ -= ^ 7,6 mm . 

Beispiel 15: In einem Dreieck sind die beiden Winkel a und ß durch Messung 
gefunden zu: a 59 :M'25", // Ol 07 '00". Hiermit ist der dritte Winkel y be- 
rechnet zu: y \Hi) (« I //) ISO — 120 41'25" — 59 18'3o". Die Winkel 
o und (i sind gleirh f^cnau K<'"H*sscn worden und ihr mittlerer Fehler ist: m= ± 8,0". 
Dann ist nach F'jrincl (:(0) der mittlere Fehler my des Winkels y: 

viy ■ m 1/7* ■ H,() j/2 I 11,3". 

5. Wrnn A' a / h 1/ . r x ^ ist, worin a , 6 , c , Konstanten sind, so 

erhalten wir dm niiltN-M-n Iwlilir ^1/ von .V aus den mittleren Fehlern mr,mf,, 
m,, von /, '/, X, .... na'li dm Fornic-ln CiS) und C^) aus: 

(SD ''/ j/(/<wi,)' ! (hmy)' \ (rm,)« + 77T.. 
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Ist femer X = alx,±Xi±x,+ i«), worin a wieder eine Konstante ist, 

so erhalten wir den mittleren Fehler M von X aus dem für alle n Gröfsen Xi , x,, 
Ig, In gleichen mittleren Fehler m nach den Formeln (38) und (30) aus: 



<S3) 



.^fn. 



Beispiel 4: Zur Bestimmung der Querprofilfläche 
nebenstehender Tabelle nachgewiesenen 
Mafse aufgenommen. Die Abscissen i und 
die daraus als Unterschiede je zweier 
aufeinanderfolgenden Abscissen erhaltenen 
Breiten 6 sind so genau bestimmt wor- 
den, dafs sie als fehlerfrei gelten können, 
wahrend der mittlere Fehler der Tiefen 

Die Flache F wird mit i , = 3.6 , 6 = 2,5 , 



5 Flusses ^nd die in 



Ub, + b)t,-\-h{t 



+ '8 + ....',o) 
5.7-0,26 



= '-6,1 -0,40 + 2,5 -6,26 + 

= 17,61 q". 
Hiemach erftiebt sich der mittlere Fehler 
M der Querprofilfläche F nach Formel <S1) und (33) 



', "■•• 
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Breite 
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2,5 
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0.8Ö 
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-23,6 
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2,5 
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0,5.i 


10 


26, 1 


0,45 


11 


28.6 


0,26 


12 


31,8 


0.00 


31,8 



"=±y(i 



(fci + fc)-; +(*-'nv'9j 



t 0,05]/].6,l'+92,5'+ ' 



5,7': 



+ 0.43 11 



. . . sind. 



6. Die Gröfsen r, y, t, , deren mittlere Fehler mr, tn 

können wir zerlegen in bestimmte genau bekannte Gröfsen E , 5 , i , und in 

die verhältnismäfsig sehr kleinen Gröfsen df, di), df, , denen dieselben 

mittleren Fehler zukommen , wie den Gröfsen x, y , i , Dementsprechend 

können wir X =/ (i, j, », ) zerlegen in / { j , ij , j , ) und in die kleinen 

Gröfsen, um die sich /(j, ^, j, ) ändert, wenn sich s, 9, i, um die 

kleinen Gröfsen dj, di), rfj, andern und zwar nach: 



^=fU,V,i, )4 



l'^ 



d, + .. 



Und wenn wir nun auf diesen Ausdruck die Formel (31) anwenden, 
wir fOr den mittleren Fehler M von X=f(z, y, t. ): 



Beispiel 5: Zur Bestimmung des Höhenunterschiedes JJi zweier Punkte 
und des mittleren Fehlers M dieses Höhenunterschiedes sind die folgenden Messungs- 
ergebnisse und deren mittlere Fehler gegeben: 
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Entfernung der beiden 

Punkte e = 225,85 , m ^ = ± 4 «n ^ 

Höhenwinkel a = + 1 ° 16' 25", m„" = ± 6", m„ = - m„" = ± 0,000 029 , 

Instrumentenhöhe i = 0,875 m , m ,. = ± 0,5 «» , 

Zielhöhe « = 1,480 «» , tn ^ = ± 0,8 «m . 

Hiernach ist der Höhenunterschied der beiden Punkte: 
JA=zc(^a4-t — 2 = 226,85. <i7( + l° 16' 25") 4-0,875 — 1,480 = +4,416 m, 

und der mittlere Fehler des Höhenunterschiedes nach Formel (33): 






2 



= ± ]/( 0,0223 . 0,04 ) « + {^^^ . 0,000 029) ^ + 0,005 « + 0,008 • 

= ± vTPüÖÖOl + 0,000 043 + 0,000 Ö25+Ö.000Ö64 
= ± 0,012 in=± 1,2 cm. 

§ 10. Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte. 

1. Der Genauigkeitswert der Beobachtungsergebnisse und der aus den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen wird vielfach auch dadurch aus- 
gedrückt, dafs angegeben wird, welches Gewicht den Beobachtungsergebnissen 
und den daraus abgeleiteten Gröfsen zukommt. Das Gewicht p einer Gröfse steht 
zu ihrem mittleren Fehler m in der Beziehung, dafs 

(1*) P ^ 



tn tn 



ist, worin k eine Konstante ist, die Gewichtskonstante genannt wird. 

Die Gewichte sind Verhältniszahlen, die angeben, wie oft die 
betreffenden Gröfsen in Rechnungen anzusetzen sind, um die Ge- 
nauigkeit der Gröfsen richtig zu berücksichtigen. 

Wie dies aufzufassen ist, wollen wir uns durch ein einfaches Beispiel klarlegen. 

Ein Winkel sei dreimal mit demselben Theodoliten gleich genau beob- 
achtet worden und es seien dabei die Beobachtungsergebnisse «i = 16° 27' 86", 
a , = 16 ^ 27 ' 24 ", a 3 -U6 ' 27 ' 12 " gewonnen. 

Dann werden wir das arithmetische Mittel dieser drei Beobachtungsergebnisse 

^_ai + aH-a3 iß 27' ^^" + ^^-+ ^^"= 16^27'24" 
8 3 

als den wahrscheinlichsten Wert des Winkels annehmen. 

Wenn uns aber nicht die drei einzelnen Beobachtungsergebnisse, sondern 
die Angaben vorlägen, dafs der Winkel zuerst einmal gemessen worden sei und 
dabei /,=«, = 16 27 ' 36 " erhalten sei, dafs der Winkel dann noch zweimal mit 
gleicher Genauigkeit gemessen worden sei und sich als arithmetisches Mittel der 

Ergebnisse dieser beiden Messungen /^ " \l " ' -"- 16^ 27' 18 " ergeben habe, so 
hätten wir mit 

r ''' t^' 16 27''^^'" .^■^^"-.. 16 =^27 '27" 



von 1 1 = a 1 und nach Formel (S2) : ^i=2^^^~-f^^ ^^^ mittlere Fehler von 
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nicht den wahrscheinlichsten Wert des Winkels und zwar deshalb nicht, weil wir 
die verschiedene Genauigkeit der Werte x , und x 2 nicht berücksichtigt hätten. 
Den hierin liegenden Fehler vermeiden wir aber, indem wir aus den mittleren 
Fehlem m j und m , der Werte x j und x , ihre Gewichte ableiten, und dann x i und 
zi so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen anzeigen. Wenn m der mittlere Fehler 
einer einmaligen Beobachtimg des Winkels list , so ist m , = m der mittlere Fehler 

1 /^ 1 

Xi = -ä{ai-\-ai) . Dementsprechend sind die Gewichte von Xj und xj nach (1*): 

k k k 2k 
p 1 = = — und Pi = = oder, wenn die Gewichtskonstante k = mm 

genommen wird , p 1 = 1 und p , = 2 . Somit ist der wahrscheinlichste Wert des 
Winkels 

was auch genau übereinstimmt mit dem Werte, den wir oben aus den einzelnen 
Beobachtimgsergebnissen 01,0% und a s erhalten haben. 

S. Die Gewichtskonstante k kann im allgemeinen beliebig angenommen 

werden, da, wie bereits gesagt ist, die Gewichte Verhältniszahlen sind. 

k 
Wir hätten in unserem Beispiele auch p 1 = = 24 , also 1; = 24 m m setzen 

ffl fH 

2k 
können, womit p, = — ^=48 geworden, x aber unverändert geblieben wäre. 

In der Praxis ist aber meistens die Wahl einer bestimmten Gewichtskonstanten 
durch besondere Umstände bedingt. 

Erstens kann für die Wahl der Gewichtskonstanten k entscheidend sein, für 
die Gewichte p möglichst einfache, die Rechnungen erleichternde Zahlen zu erhalten. 

Wir hatten in unserm Beispiele k = mm gesetzt und damit p 1 ^ 1 , p 1 = 2 
erhalten, also Gewichtszahlen, womit wir die Berechnung von x einfach durchftdiren 
konnten. Hätten wir k = 2imm gesetzt und damit pi = 2i, p j = 48 , so wäre 
dadurch die Rechnung unnötig erschwert worden. 

Aehnllch kann auch in verwickeiteren praktischen Fällen die Rechnung ein- 
facher und übersichtlicher gestaltet werden, indem für die Gewichtskonstante k 
passende Werte gewählt werden. 

Wichtiger ist sodann aber noch folgendes: Es ist allgemeiner Brauch, die 
Genauigkeit von verschiedenen Beobachtungen durch Angabe des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit zu bezeichnen, wobei unter dem mittleren Fehler der 
Gewichtseinheit der mittlere Fehler einer Beobachtung verstanden wird, deren 
Gewicht gleich Eins ist. Femer wird auch vielfach der Genauigkeitswert der 
Beobachtungsergebnisse oder der daraus abgeleiteten Gröfsen einfach durch Angabe 
ihres Gewichtes bezeichnet. Alle solche Angaben haben aber nur dann einen 
allgemeineren Wert, wenn sie sich auf eine allgemein gebräuchliche Gewichts- 
einheit beziehen. 

Wenn beispielsweise von einem Theodoliten gesagt wird, sein mittlerer 
Fehler sei ±4", so hat diese Angabe nur dann allgemeinen Wert, wenn sie sich 
auf die gebräuchliche Gewichtseinheit bezieht , wenn also ± 4 " der mittlere Fehler 
einer einmal in beiden Femrohrlagen beobachteten Richtung ist, deren Gewicht 
gewöhnlich als Gewichtseinheit genommen wird. 

Wenn femer gesagt wird, die in einem bestimmten Falle ausgeführten Beob- 
acfatuDgen seien noch nicht genügend, weil dadurch erst das Gewicht 5 erreicht 
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sei, während bei solchen Arbeiten das Gewicht 8 erreicht werden mOsse, so hat 
diese Anftlhrung auch nur dann eine bestimmte Bedeutung, wenn den Gewichts- 
angaben eine allgemein gebräuchliche Gewichtseinheit zu Grunde liegt 
Allgemein gebräuchliche Gewichtseinheiten sind beispielsweise: 

flttr Längenmessungen das Gewicht einer einmaligen Messung einer 

Linie von 100 n» Länge, 
für Richtungsmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

einer Richtung in beiden Lagen des Femrohrs, 
Hlr Winkelmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

eines Winkels in beiden Lagen des Femrohrs, 
für Nivellements das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer 

Strecke von 1 Kilometer Länge. 
Durch Festsetzung der Gewichtseinheit wird auch die Gewichtskonstante k 
bestimmt, denn wenn mit p^=l das Gewicht, mit m der mittlere Fehler der Gewichts- 
einheit bezeichnet wird, so ist nach (1*): 

jt 

(2*) p — = 1 und A: — mm, 

^ ' ^ mm ' 

mithin die Gewichtskonstante k gleich dem Quadrate des mittleren Fehlers m der 
Gewichtseinheit. 

3. Sind die mittleren Fehler mj, «»„, wig, win der Grössen x i , x 2 , x , , 

....In bekannt, so ergeben sich die Gewichte Pi , Pt, Ps, Pn von x , , x ^ , x s , 

xn, nach (1*) wie folgt: 

^ _ rC hf hl hf 

(34) P 1 = ;" — y P ^^^ ^ "4^ > P 3 = ^~\^~ f P n^^ Z,~^ ' 

m i m i m 2^ i «131713 ^ n n 

Umgekehrt ergeben sich die mittleren Fehler m^ , m^, nia, mn aus dem 

mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten Pi , P2f P») P«» 

weil nach (2*j ä — m m ist, wie folgt : 

(;J5) m,= ±my- , m.,= ±my^ , «13= ±m]/, m„=±m]/-- 

Bilden wir nach (2*) und den Formeln (34) und (35) Proportionen, so er- 
halten wir: 

(36) (P = l) • Pi : Pa : P8 : ...p„--^ - : ^ -- : ^-- : -- : •••~-^--, 

und 

<3T) m : m ^ : m 2 : rn ji : . . . m — y : 1/ : 1/— : 1/ - : . . . 1/ — • 

Die Gewichte verhalten sich also zu einander wie die Quadrate der reziproken 
Werte der mittleren Fehler, während sich die mittleren Fehler zu einander ver- 
halten wie die Quadratwurzeln aus den reziproken Werten der Gewichte. 

Beispiel 1: Es sind die Streckenlängen «1 =85,6, «2 = 115,7, »8 = 97,0 ge- 
messen worden. Der mittlere Fehler dieser Längen kann berechnet werden nach 
m = 4: 0,006 y« . Nehmen wir nun das Gewicht einer Messung einer Strecke von 
100 ni Länge als Gewichtseinheit, so ist der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 
m = ± 0,006 |/1Ö0 und die Gewichtskonstante k = 0,006 ^ . 100. Somit sind die Ge- 
wichte /> 1 , P2, p 3 der Streckenlängen « 1 , » 2 , » s nach Formel (34) : 

_ 0,006 ^.100 100 I _100 ' 100 

^»-'07006«"«; = 85,6 = ^^^^' ^^-116-"^'®^' I P8 = -97- = l,03. 
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Beispiel 2: Die Winkel a, ß, y eines Dreiecks sind derart beobachtet 
worden, dafe ihre Gewichte p„ = 4,5, p^ = 3,0, Py =6,0 sind. Der mittlere Fehler 
der Gewichtseinheit ist m = ± 8,0 ". Dann sind die mittleren Fehler m^ , w ^ , m der 
Winkel o, /?, y nach Formel (35): 



m^ 



= ±m}/A = 4:8,0]/^^ = ±3,8", ^ m^ = ±8,0]/3|^=±4,6", 



my=±8,0]/g^^=±3,3". 

4* In manchen Fällen ist es einfacher oder allein ausführbar, die Gewichte 
nach gegebenen Verhältniszahlen zu berechnen, anstatt sie aus den mittleren 
Fehlem abzuleiten. Bezeichnen wir diese Verhältniszahlen für die Gewichtseinheit 
mit i , für die Grössen Xi, ij, Xg, x^ mit «i, «2, «3> «„> ^^ haben wir : 

(p=l):pi:p2:ps:....p„ = 3:ai:«,:«8:....2„ 
und daraus: 

VW Pi = "-, Pi = 7» P3= , Vn = -.-' 

9 9 9 9 

Beispiel 3: Behufs Bestimmung der Höhe eines Punktes P sind mit einem 
Barometer die Höhenunterschiede JAi=20,8m, zlÄj = 35,0°», JA8 = 28,0ni zwischen 
dem Punkte P und den Punkten Pi , P« , Ps , deren Höhen gegeben sind, beobachtet 
worden. Die Zeitunterschiede zwischen den Beobachtungen der Höhen auf dem 
Punkte P und den Punkten Pi , P, , P g sind < , = 38 ', < j = 16 ', < 3 = 50 '. Die Gewichte 
P I > P « I P 8 der Höhenunterschiede 4A,, Ak^, Ah^ sollen proportional den reziproken 
Werten der Zeitunterschiede genommen werden und dabei soll als Gewichts- 
einheit das Gewicht einer Beobachtung eines Höhenunterschiedes in einer Zeit 
t = 1* = 60' gelten. Dann ist nach Formel (38): 

1_ ! 

« -^»- ^>- * -^^-iß « t_60 Oft „ t 60 -^ 

t 

5. Die Verhältniszahlen a 1 , « 2 , « 3 , « « können auch ohne weiteres als 

Gewichte genommen werden. Es wird damit nur vorläufig eine andere Gewichts- 
einheit zu Grunde gelegt und an dem ganzen Rechnungsergebnis nur insoweit etwas 
geändert, als der sich ergebende mittlere Fehler der Gewichtseinheit der mittlere 
Fehler nio der vorläufig angenommenen Gewichtseinheit ist. Aus trto und dem zu 

den Gewichten Pi = «i,P2 = «s,P8-28, /)n = a« gehörigen Gewichte p = 3 

der Gewichtseinheit, folgt dann der mittlere Fehler m der letzteren nach: 

<S9) m = ± m V— - - • 

' Po = a 

Beispiel 3: Wenn in dem unter Nr. 4 behandelten Beispiele die Verhältnis- 
zahlen x ^ =--= 1 = 0,026 , «2 = ^ = ^^^ = 0,062, ^z = ] =:^^Q -=0,020 ohne wei- 
teres als Gewichte genommen wären und sich damit ein mittlerer Fehler der vorläu- 
figen Gewichtseinheit m = ± 0,12 m ergeben hätte, so wäre der mittlere Fehler der 

in dem Beispiele festgesetzten Gewichtseinheit, wofür j = - =^^ = 0,017 ist, nach 
Formel (39): 



= ± mo]/ — ^ = ±0,12y60= ± 0,93ni. 



Po=S 
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6. Die Formeln flttr die Fortpflanzung der Gewichte erhalten wir aus den 
Formeln (28) bis (33) für die Fortpflanzung der mittleren Fehler, indem wir die 

in diesen Formeln vorkommenden Ausdrücke quadriren, dann nach (1*): — für mi» 

setzen und auf beiden Seiten der sich damit ergebenden Gleichungen durch k 
dividiren. 

Hierdurch erhalten wir ftlr das Gewicht P einer Gröfse X, die aus einer 
andern Grölse x vom Gewichte p^ durch Multiplikation mit einer Konstanten a ab- 
geleitet ist, wo also X=dx ist: 

(40) i = a^^^. 

Beispiel 4: Ein Winkel ist mit einem Repetitionstheodoliten beobachtet 
worden und nach 5 maliger Repetition ist dafür der Wert w 6 = 435 ° 18 ' 25 " er- 
halten. Hieraus ergiebt sich für den Winkel: 

Tr=J«;B = |(435°18'25") = 87^03' 41". 
o o 

Das Gewicht des beobachteten Wertes w^ ist festgestellt zu p6 = 0,24, woraus 
nach Formel (40) für das Gewicht P des Winkels W folgt: 



i = » "pi = (ö) ' • öi = 6" ""** ^= ^ • 



7. Für das Gewicht P einer Gröfse X, die die Summe oder Differenz der 

Gröfsen x, y , a , vom Gewichte p x p Pyt P»» ist, die also gebildet bt nach 

X= X ± y ± g ± , folgt aus Formel (29): 

(41) !.=-+ ^-+-+.... 

^ Px Py P. 

Ebenso folgt für das Gewicht P einer Gröfse X, wenn X=3 z i±xi±x»±...«n 

ist, und die Gewichte P\ , Pi, p», pn von Xi, x,, xg, xn sämtlich gleich 

p sind, aus Formel (30): 

(42) i = ^i- 

^ P 

Beispiel 5: Eine Messungslinie durchschneidet drei verschiedenartige Ge- 
ändeabschnitte. Die Verhältnisse, unter denen die Messung der Linie ausgeführt 
ist, sind im ersten Abschnitte, worin eine Strecke von /i = 120,52»» Länge liegt, 
ungünstige, im zweiten Teile, worin eine Strecke von /« = 247,80°» Länge liegt, 
günstige und im dritten Teile, worin eine Strecke von / s = 84,75 n» Länge liegt, mittlere. 
Die Gewichte der Streckenlängen / 1 , / 2 , l» sind p 1 = 0,62, p 2 = 0,60, p s = ^*18*). 
Dann erhalten wir für die ganze Länge L der Linie zu: 

I, = / j -f / j -f /, = 120,52 + 247,80 + 84,75 = 453,07 , 

und nach Formel (41) für das Gewicht P der ganzen Länge L: 

Beispiel 6: Das Gewicht der mit einem Nivellirinstrumente ausgeführten 
Bestimmung des Höhenunterschiedes A h zwischen zwei je 50 »» von dem Instrumente 
entfernten Punkten sei p = 10 . Dann ergiebt sich für das Gewicht P des Höhen- 



*) Die Gewichte entsprechen den zufälligen Fehlem der Längenmessung, die regelmälsigea 
Fehler sind hier nicht berücksichtigt. 



§10. 



Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte. 
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Unterschiedes Jä = J^i4-^§« + «««^^io einer mit Zielweiten von 50 ^ nivellirten 
Strecke von 1 Kilometer Länge nach Formel (42): 

~ = n- = lO'^ = l oder P=l. 
F p 10 

8. Wenn X=ax ± hy ± et ± ist, worin a, b, e, Konstanten sind, 

so erhalten wir das Gewicht P von X aus den Gewichten Px, Py, p^, .... von 
X , y , a , .... nach der aus Formel (81) folgenden Formel : 



(48) 



4=<»'--i-*'— +«'— + 

P X P y P B 



Ist femer X=a{zi ± x^ ± i, ± ....xn), worin a wieder eine Konstante ist, 
so erhalten wir das Gewicht P von X aus dem für alle n Gröfsen Xj, xj, X8,...xn 
gleichen Gewichte p nach der aus Formel (82) folgenden Formel: 



(44) 



P p 



Beispiel 7: In einer Rechnung wird die halbe Summe zweier Winkel 
<T = V« ( o + /? ) gebraucht. Das Gewicht der beiden Winkel werte ist p = b. Dann 
ergiebt sich fllr das Gewicht P der halben Winkelsumme a nach Formel (44) : 



1 , 1 
P P 



(I) 



2 1 

2 — 

5 



10 



oder P=10. 



9. Für X=f(z, y , », ) folgt aus Formel (88) für die Berechnung des 

Gewichtes P von X aus den Gewichten Pg, Py, p^, .... von x , y , z , . . . . : 



(45) 



1 _/?/\2J^ , /Ö/\2J_ /e/\2J^ 
P~\dxl Px'^\dy) p„'^\dz) p^~^ 



Beispiel 8: Die drei Seiten eines Dreiecks sind gemessen zu a = 123,62»», 
6 = 86,80m, c = 108,05m. Die Gewichte Pa,Pbt P<, 
dieser Seitenlängen sind proportional den reziproken 
Werten der Seitenlängen und als Gewichtseinheit ist 
das Gewicht einer Seitenlänge von 100 *» zu nehmen. 



so dafs {p = l):Pa'Pb'Pe = Ti 



1 2. 
lÖÖ • o 



6 



1^ 
c 



und 



r, = i^ = '''''i; = i5ö = °'8''^ = T^=^'0«'-'- 




Fig. 3. 



Hiemach ergiebt sich für die Höhe und den Höhenfufspunkt : 



P = 



9 = 



2a 
a«_ 6 « + c» _ 
2a — 



= 45,06 m , 
78,56 m , 



Ä = y6* — p« = yc2_5 2 = 74,19m. 

Die zur Berechnung der (jewichte Pp, Pq, p^ der Stücke p, q , h zu bildenden 
DifTerenzialquotienten sind: 

^-i *• I «• - I l/ a'-ft' + «' \_ I g_ I 78,6_ 






db 

da 
dq 
db 



2^2a* 
a 



124 

e 



ep_ e_ 108_ 
F"c-~ä-~i24-~°'^^' 



2a 
0,70, 



r'-öl — 2i — >'-+ö-+i24-+"'^^' 

+ 0,87 , 

8 






e 

a 
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db -+h- h bb ~ h ä ^ 74.2 O-'*^ - + O-'^ ' 



i- = -T¥— * ' = + 0,61 • 0,87 = + 0,53 



Hiermit ergeben sich die reziproken Werte der Gewichte p^,, p^, pj^ nach 
Formel (45) zu: 



Pp \c>a/ p^ ~^\db) p^ '^\cc) p^ 



p 
= 0,63 « • 1,24 + 0,70 * • 0,87 + 0,87 » • 1,08 = 1,75 , 

P,~V^"«/ Pa "^^^^Z Pö "^Väc; p^ 

= 0,36 « • 1,24 + 0,70 « . 0,87 + 0,87 « • 1,08 = 1,41 , 

l_ = (t^Yl_ if^^Yl. A.(^!^Y1. 
Ph ^^«/ Pa \^6/ p^ "•"laJ p, 

= 0,38 * • 1,24 + 0,74 « • 0,87 + 0,53 » • 1,08 = 0,95 , 
und die Gewichte zu: 

i>p = 0,57, p^ = 0,71, p^ = l,05. 
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Bei der Bestimmung der Genauigkeitsmafse ftlr die Beobachtungsergebnisse 
und für die aus diesen abgeleiteten Gröfsen wird namentlich von Anf^gem sehr 
viel gefehlt und zwar meistens, weil nicht beachtet wird, dais diese Bestimmung in 
der Regel auf mathematischer Gr u n d 1 a ge nach gegebenen Formeln und nicht 
nach allgemeinen, häufig nicht zutreffenden Erwägungen auszuführen ist Die Folge 
hiervon ist, dafs nicht nur ganz unrichtige Genauigkeitsangaben gemacht werden 
und dafs die Beobachtungen unzweckmäfsig angeordnet werden, sondern dais auch 
aus richtigen Beobachtungsergebnissen ganz unrichtige Gröfsen abgeleitet werden. 

Deshalb soll hier noch eine Reihe von Beispielen folgen zur Erläuterung des 
einzuschlagenden Verfahrens und wird als die wichtigste zu beachtende Regel voran- 
gestellt: 

Wenn nach bekannten Genauigkeitsmafsen von Gröfsenx^y,« ... 
die Genauigkeitsmafse einer anderen Gröfse X bestimmt werden 
sollen, so ist in erster Linie festzustellen, in welcher Beziehung 

die Gröfsen x, y, z , zu der Gröfse X stehen, und diese Beziehung 

durch mathematische Formeln auszudrücken. Nach diesen grund- 
legenden mathematischen Formeln ist weiter za rechnen nach den in 
der Theorie der Beobachtungsfehler gegebenen Formeln. 

Nur in solchen Ausnahmefällen, wo eine zutreffende mathematische Grundlage 
für die Bestimmung der Genauigkeitsmafse nicht gewonnen werden kann, dürfen 
Genauigkeitsmafse nach allgemeinen sachverständigen EIrwägungen ang^eben werden. 

Beispiel 1 : Der mittlere Fehler einer Lattenablesung an einer in Centimeter 
geteilten Nivellirlatte sei bei Ziel weiten von 50 m »2= db 0,85niii. Wie grofs ist 
hiemach der mittlere Fehler m^^ eines einzehien mit solchen Latten und derselben 
Zielweite bestimmten Höhenunterschiedes J^? 

Der Höhenunterschied J ^ ergiebt sich aus zwei LattenaUesungen 1 1 und / 1 nach 

Af^ = l^ — l,. 
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Somit ist nach Formel (30): 

m^^ = ± m^ y2 = ± 0,85 }/ 2 = ± 1.2 mm . 

Beispiel 2: Der Höhenunterschied Ah zwischen zwei X = 1600m von 
einander entfernten Punkten Pi und P2 ist durch geometrisches Nivellement mit 

T 1A00 

gleichmäßigen Zielweiten von t = 50 m bei n = ^- = -^^^ = 16 Aufstellungen des 

Js iUU 

Instrumentes bestimmt. Der mittlere Fehler eines einzelnen Höhenunterschiedes sei 

a) Wie grofs ist hiemach der mittlere Fehler m des Höhenunterschiedes Ah 
zwischen den beiden Punkten Pi und Pj? 

Der durch geometrisches Nivellement bestimmte Gesamthöhenunterschied Ah 
zwischen zwei Punkten Pi und P, wird aus den n Einzelhöhenunterschieden A^i, 
J ^ 2 1 . . . ^ ^ „ gewonnen nach : 

<n Ah=A^, + Af^, + '"^^K' 

Demnach ist der mittlere Fehler m dieses Höhenunterschiedes nach Formel (30): 

<2') m=±fn^^^n 

und in unserem Beispiele: 

m = ± 1,2 y I6 = ± 4,8 mm . 

b) Welcher Fehler F ist höchstens zulässig ftlr den durch einmaliges Nivellement 
einer Strecke von L = 1600 m Länge bei Zielweiten von ar = 50 m gewonnenen Höhen- 
unterschied Ah, dessen mittlerer Fehler m = + 4,8mm ist? 

Nach Regel (27) ist der zulässige Fehler: 

(3') F=±Sm bis ±3,5m, 

also hier P= ± 3 • 4,8 bis 3,5 • 4,8 = 14,4 bis 16,8 oder rund ± 16 mm . 

c) Wie grofs ist hiemach die höchstens zulässige Differenz D zweier solcher 
Höhenunterschiede ? 

Die Differenz d zweier Höhenunterschiede Ah^, und Ah^ ergiebt sich nach : 

d= Ahi — A hf , 
somit ihr mittlerer Fehler m^ nach Formel (30): 

111^ = ± m-^2 

und der höchstens zulässige Fehler oder die höchstens zulässige Differenz D nach 
Regel (37) : 

(4*) D = ±3m^ bis 3,5m^= + 3iny2 bis 3,5my2 = ±Py2, 

also hier 2> = ± 16 y 2 = ± 23 mm . 

d) Wie grofs ist das Gewicht p des Höhenunterschiedes Ah, wenn das 
Gewicht der Einzelhöhenunterschiede =l>^^ ist? 

Nach (!•) und Formel (43) ist: 

<5.) i = n^ ^ ^ 



P" P^fi 2 2 p^^ 

und in unserem Beispiele: 

- = 16--— oder p = ;^ P^f., 
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e) Wie grofs wird dies Gewicht, wenn als Gewichtseinheit das Gewicht eines 
einmaligen Nivellements eine Strecke von 1/ = 1 Kilometer Länge bei Zielweiten von 
2 = 50m genommen wird? 

Wird dieser Festsetzung der Gewichtseinheit entsprechend in (5*) p = 1 , 
L = lOOOm, a = 50 m eingesetzt, so folgt: 

1 1000 1 , -. 

womit (5*) Obergeht in: 

1 L 1 L 



p 100 10 1000' 
oder wenn L in Kilometern genommen wird : 

(6-) l = ik,„oderp = A., 

wonach in unserem Beispiele ist: 

p = jL = o,62. 

f) Welcher mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmaligen 
Nivellements einer Strecke von 1 J^ Länge bei Zielweiten von a = 50 m ergiebt sich 
aus dem mittleren Fehler m = ± 4,8 mm und dem Gewichte p = 0,62 eines ebensolchen 
Nivellements der Strecke von 1/^1,6 km Länge? 

Aus Formel (35) folgt: 

(7*) m = ± m y p , 

wonach 



m = ± 4,8 yö,62 = ± 8,8 mm 
wird. 

g) Die Strecke von L = l,6km Länge zwischen den Punkten Pi und P, ist 
dreimal gleich genau mit Zielweiten von 50 m nivellirt worden , so dafs flu* jedes 
dieser Nivellements der mittlere Fehler m ^ ± 4,8 mm und das Gewicht p = 0,62 ist 
Die erhaltenen Höhenunterschiede sind JA i = 5,632, 4^8 = 5,625, 4*8 = 5,627. 
Wie grofs sind der mittlere Fehler M und das Gewicht P des sich hiemach ergebenden 
endgültigen Wertes AH des Höhenunterschiedes? 

Aus n gleich genauen Höhenunterschieden 4Äi, Ah^, ,., Ah^ mit dem mitt- 
leren Fehler m und dem Gewichte p ergiebt sich der endgültige Wert AH des 
Höhenunterschiedes nach: 

JA, 4- JÄa-f-.. . JÄ^ 1 
AH= ! '^:=±(^h, + Ah^ + ,..AhJ, 

dementsprechend der mittlere Fehler 3/ von AH nach Formel (82): 

und das Gewicht P nach Formel (44): 

(9*) Fi — (-) 'n- — = - oder P = np, 

^ P \n/ p np '^ ' 

wonach in unserm Beispiel wird: 

j 7/ _ ¥??_Ti'^±_¥?7 ^ . ^2g ^ 3^ _ ^ 4.8 _ ^ 2,8 mm , p = 3 • 0,62 = 1,86 . 

^ ys 
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■»■ Der Fehler, womit der Höhenunterschied AH = 5,628 höchstens behaftet sein 

r wird, ist nach Regel (•») gleich ± 3 If bis ± 3,5 if , also gleich ± 8,4 bis ± 9,8 oder 

rund + 10 nun. 
c- Beispiel 3: Die 670»» lange Strecke zwischen zwei Punkten Pi und P« ist 

iQit 12 Instrumentenaufstellungen nivellirt worden und zwar die Einzelhöhenunter- 
schiede ^ ^ i , Af^^, ^ § m ^ 6 12 bei Zielweiten von 50°^, ^^3, Af^^, A^^ bei Ziel- 
weiten von 25 ^ und Af)^, A^i , .... J ^ 10 bei Zielweiten von 12 m. Der mittlere 
Fdiler eines Einzelhöhenunterschiedes sei bei 50 "^ Zielweite m^Q= ± 1,2 nun ^ bei 
25 m Zielweite «»25= ± 0,9 mm ^ bei 12 m Zielweite m 12 = ± 0,6 mm. Wie grofs sind 
hiemach der mittlere Fehler und das Gewicht des Gesamthöhenunterschiedes A h , 
wenn als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmal bei Zielweiten von 50 m nivellirten 
Strecke von 1 km Länge genommen wird ? 
Der Gesamthöhenunterschied ist: 

Ah=Ai, + Afi, + Afis + Af^, + ^i5 + ^i, + ^^10 + ^^11 + 4^12, 

und somit nach Formel (29): 

= ± yTO60* + *»6o'* + '»j,5* + »»26* + »»25* + W*12' + »»,a* + mia* + mij* + llll,'-fm5o' + tll6o' 

= ± y4in6o* + 3m25* + 5m„* 

=a ± y4 • 1,44 + 3 . 0,81 + 5 . 0,36 = ± 3,2 mm . 

Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird nach (2*): 

m = ±m«>yrr=±m5o|A^-=± 1,2 y^^i 3,8mm 

und somit das Gewicht p des Gesamthöhenunterschiedes nach Formel (34) : 

k in tti 3,8 * - . 

^ mm mm 3,2 * * 

Dasselbe Gewicht ergiebt sich auch nach den Formeln (34) und (41) wie folgt : 

P50 mm 3,8* Pis 3,8' P12 3,8' ' 

l = 4.-L + 3-L + 5-^ = 0,71, i> = l,4. 
P Pbo P25 P12 

Beispiel 4: Die Strecken zwischen den Punkten Pi , Pa, P^, P4, deren 
Längen 1/1 = 1,2km, L^—lflkm^ 1/8 = 1,4 km sind, sind mit gleichen Zielweiten 
nivellirt worden, wobei sich die Höhenunterschiede Ahi = 3,723 , zl A j = x4,505 , 
Ahi = x2,072 ergeben haben. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit sei ± 3,8 mm . 
Wie grofe ist hiemach das Gewicht P und der mittlere Fehler M des Gesamthöhen- 
unterschiedes AH zwischen den Punkten Pi und P*? 

AH= Ah, + Ah^ + Ahi = 3,723 + x4,505 + x2,072 = X0,300m, 
femer nach (6*): 

^ -T ^ -L ^ -L 



Pl Pi Pi 

und nach Formel (41): 

-p = ^ + ^ + ^ = I^i + L. + L, = Sß, P=0,26, 
^ Pi Pi Pz 

endlich nach Formel (35): 

M=±xa l/-^ = ± 3,8 yp = ± 7,2 mm . 
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Beispiel 5: Die Städte Bonn und Godesberg werden durch ein gemein- 
schaftliches Pumpwerk mit Wasser versehen. Zu dem in Bonn vorhandenen 
Hochreservoir der Wasserleitung soll ein zweites Hochreservoir in Godesberg 
möglichst genau in gleicher Höhe erbaut werden. Es soll angegeben werden, wie 
grofs der Fehler des durch geometrisches Nivellement zu bestimmenden Höhen- 
unterschiedes zwischen dem an dem Bonner Hochreservoir angebrachten Nivelle- 
mentsbolzen und dem auf dem Grundstücke für das Godesberger Hochreservoir 
gesetzten Bolzenstein voraussichtlich höchstens sein wird. 



1. Der Bolzen @ 1 an dem Bonner Hochreservoir ist durch zwei Nivellements 
an die beiden 1 km von einander entfernten Bolzensteine 5477 und 5478 der Landes- 
aufnahme angeschlossen worden. 

Der Höhenunterschied zwischen @ 5478 und @ 1 ist bei dem ersten Nivelle- 
ment erhalten aus 55 Einzelhöhenunterschieden, die bei verschiedenen Zielweiten 
beobachtet worden sind. Die durchschnittlichen Zielweiten z und die aus ander- 
weitigen umfangreichen Ermittlungen bekannten mittleren Fehler m eines Einzel- 
höhenunterschiedes bei den betreffenden Zielweiten sind 

für 29 Unterschiede : » = 50n»,m=±l,2nun^ 
„ 9 „ :2 = 25m,m=±0,9n"n, 

„17 „ : 2 = 12 m , m = ± 0,6 mm . 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler mj des aus dem ersten Nivellement 
folgenden Höhenunterschiedes 4 h i zwischen @ 5478 und © 1 nach den Formeln (29) 
und (30) wie im Beispiele 3 zu: 



*^i=±]/(l»2y29)2+(0,9y9)2+(0,6yi7) «= ± 7,4min. 

Bei dem zweiten Nivellement ist der Höhenunterschied zwischen ©5478 und 
1 erhalten aus dem Höhenunterschied der 1 ^^ langen Strecke zwischen @ 5478 
und @5477, dessen mittlerer Fehler nach der Veröffentlichung der Landesaufiiahme 
zu ±2,0 mm angenommen werden kann, und 46 Einzelhöhenunterschieden, deren 
Ziel weiten » und mittlere Fehler m sind 

für 22 Unterschiede : « = 50 m , m = ± 1,2 mm ^ 
„5 „ : « = 25m, m=±0,9mm^ 

„19 „ : 2 = 12m, m=±0,6mm. 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m « des aus dem zweiten Nivellement 
folgenden Höhenunterschiedes 4 Ä a zwischen @ 5478 und @ 1 wie oben : 



mm 



mj = ±l/2,0«+ ( 1.2 y22)«+(0.9y5)»+ (0.61/19) " = ±6,8 
Der endgültige Höhenunterschied ti H ist aus A h , und i A i gerechnet nach 

SO dafs sich der mittlere Fehler Af 1 dieses Höhenunterschiedes nach Formel ($1) 
ergiebt zu: 



2. Der Bolzen @ 5478 ist mit der Höhenmarke O G. B. der EUiropäischen 
Gradmessung auf dem Godesberger Bahnhofe, wovon bei der Eixinivellinmg des 
Bolzens ©2 beim Godesberger Hochreservoir am zweckmfl&igsten aiii^iegangeii 
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wird, durch eine X = 6,5km lange Strecke des mit gleichmäfsigen Zielweiten von 
2 = 50 m durchgeftihrten Nivellements der Landesaufnahme verbunden. 

Hiemach folgt der mittlere Fehler 3f ^ der L — 6,5 km langen Strecke zwischen 
@ 5478 und O G. B. mit dem nach den Veröffentlichungen der Landesaufnahme 
angenommenen mittleren Fehler m= ± 2fi °»m für 1 Kilometer nach (6*) und 
Formel (35) zu: 

Mi=± m-[/T= ± 2,0 ]/6^5 = ± 5,1 mm . 

3. Der Höhenunterschied zwischen C G. B. und @ 2 beim Godesberger Hoch- 
reservoir kann nach angestellten Ermittlungen nivellirt werden 

in 3 Aufstellungen mit Zielweiten von 50 m^ 

»»6 n n n »> 25 m 

und „20 „ „ „ «12m. 

Es können dasselbe Nivellirinstrument und dieselben Latten benutzt werden, 
wie bei den Nivellements zwischen @ 5478 und © 1 , so dafs dieselben mittleren 
Fehler angesetzt werden können, wie unter Nr. 1 und ein konstanter Längenfehler 
der Latten nicht berücksichtigt zu werden braucht. 

Demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m des aus einem einmaligen Nivelle- 
ment folgenden Höhenunterschiedes zwischen O G. B. und @ 2 wie unter Nr. 1 zu 



m = ± y[l,2 y 3 ) 2 + ( 0,9 1/"6 ) 2 + ( 0,6 ]/20 [^ = ± 4,0 



mm 



Das Nivellement wird, um grobe Fehler auszuschliefsen, zweimal in gleicher 
Weise durchgeführt. Das arithmetische Mittel der Ergebnisse beider Messungen 
wird als endgültiger Höhenunterschied genommen, wonach dessen mittlerer Fehler 
Mi nach Formel (32) sein wird : 

Af s = ± 2" *^ y2"= ± 1 4,0 1/2 == ± 2,8 mm . 

4. Aus den mittleren Fehlern 3f i = ± 5,0 mm ^ 3f 2 = ± 5,1 mm ^ A/ , = ± 2,8 mm 
der Höhenunterschiede zwischen @1 und @5478, ©5478 und QG.B., QG.B. 
und © 2 wird der mittlere Fehler M des Gesamthöhenunterschiedes zwischen © 1 
und ©2 nach Formel (20) erhalten zu: 



3/=±yjfi« + 3f;"« + ^8' = ±y5,Ö' + M' + 2,8* = ±7,7mm. 

Wird der voraussichtlich höchstens vorkommende Fehler nach der im § 8 
gewonnenen Regel (2T) gleich dem 4 fachen Betrage des mittleren Fehlers an- 
genommen, so ergiebt er sich zu: 4 3f = + 4-7,7= ± 30,8mm oder rund zu: 
± 3 Centimeter. 

Beispiel 6: Zur Berechnung des Höhenunterschiedes Ah zweier trigono- 
metrischen Punkte , des mittleren Fehlers m und des Gewichtes p des Höhenunter- 
schiedes sind die folgenden Bestimmungen gegeben: 

Entfernung e = 4536,5 m ^ m ^ = ± 0,1 m ^ 

Höhenwinkel a = + 0^57'35", m„"= ±4", m„ = -m„" = 0,000 019, 

Instrumentenhöhe i = 0,743 m , m • = ± 0,01 m , 

Zielhöhe z = 1,260 m , m , = ± 0,01 m . 

Als Gewichtseinheit ist das Gewicht der Bestimmung eines Höhenunterschiedes 
für eine Entfernung c = 1 km zu nehmen. 
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Wie im Beispiele 5, Seite 28 folgt 
JÄ = e/9a + i— 2 = 4536,5. «9 0^57' 35" + 0,743— 1,260 = + 75,47 m, 



und 



M 



±]/(^i^«-^e)^ + C-^-,-^a)' + m,« + m; 



= ± y (0,0168 . 0,1 ) « + ( -^ . 0,000 019) ^ + 0,01 « + 0,01 « 

= ± yo,00 00 08 + 0,00 74 30 + 0,00 Ol 00 + 0,00 Ol 00 
= ± yö;0Ö"76 33"= ± 0,087 m . 

Nach den Zahlenwerten liefern die mittleren Fehler m^, m^, m, , obgleich 
sie hier aufsergewöhnlich hoch angesetzt sind, so geringe Beiträge zu 3f ', dafs sie 
vernachlässigt oder gleich Null gesetzt werden können. Femer kann cosa für die 
im trigonometrischen Netze in der Regel nur vorkommenden kleinen Höhenwinkel 
gleich 1,0 gesetzt und demnach 



if=iy(em„j«=^ ± « w„ = + 4536 • 0,000 019 = + 0,086« 

genommen werden. Hiemach ergiebt sich für das Gewicht P nach Formel (S4), 
wenn die Entfernungen in Kilometern genommen werden: 



(1-"»«) 



4,54 



, = 0,049 . 



Ah= - 



Beispiel 7: Für den Höhenunterschied Ah zweier Punkte P undPi ergiebt 

sich aus dem Höhenwinkel a = +2°16'30" der 
Ziellinie nach dem Nullpunkte einer auf Pi stehen- 
den Latte und dem Höhenwinkel o i = + 8 ° 35 ' 15 " 
der Ziellinie nach einer im Abstände / = 4,000 ™ 
vom Nullpunkte an der Latte angebrachten Ziel- 
scheibe : 

Ah = Dtga, \ A h-{-l = Dtg Oi , 

^j^_^^ = t9acotga,, 
4,000 




/ 



= + 6,919 m . 



cotgatgat — l co/^ ( + 2 M6' 30") /fir ( + 3^" 35' 15" ) — 1 

Aus dem mittleren Fehler wi^" — ±8" oder to„ = — m^" = ± 0,000039 der 

beiden Höhenwinkel a und dem mittleren Fehler m^= ± 0,2 »"»= ± 0,0002 m des 
Lattenstücks / ergiebt sich dann der mittlere Fehler M des Höhenunterschiedes Ah 
mit den partiellen Differenzialquotienten des Ausdruckes für Ah nach o, Oi und /: 



SA^ — j _!__ — 4_ ^^ —-l-'i 7^ 



cAh 



l 



tga 



tga 



Ca ' ( cotg atg Ui — l) ' sin^ a Ism^ a 

cAh / cotg a . .^ cotg a 



( cotg atg a i — 1 ) ^ cos ^ a 1 
nach Formel (33) zu : 



jA2./^'^-- = -302,4, 
t cos * a 1 



-W = ± ]/{ 1,73 • 0,0002 )•-* + ( 476 • 0,000 039 ) « + ( 302 • 0,000 039 ) « = ± 0,022 m . 
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Beispiel 8: Bei einer Dreieckswinkelmessung werden zwei verschiedene 
Theodolite I und II verwendet. Der mittlere Fehler einer einmal in beiden Lagen 
des Fernrohrs beobachteten Richtung ist für den Theodoliten I: mj=± 1,5", für 
den Theodoliten II: m^^ = i2,4". Es soll angegeben werden, wie oft die Beob- 
achtungen der Winkel mit dem Theodoliten II wiederholt werden müssen, damit 
die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen Beob- 
achtung der Winkel mit dem Theodoliten I, und wie grofs das Gewicht und der 
mittlere Fehler der als arithmetisches Mittel aus sämtlichen Beobachtungsergebnissen 
gebildeten endgültigen Winkelwerte sind. Hierbei ist das Ge^^acht einer einmaligen, 
in beiden Lagen des Fernrohrs ausgeführten Beobachtung eines Winkels mit dem 
Theodoliten I als Gewichtseinheit zu nehmen. 

J. Ein Winkel w wird aus den beobachteten Richtungen r^ und r,. für den 
linken und den rechten Winkelschenkel erhalten nach: 

Somit wird der mittlere Fehler m^ eines Winkels aus dem mittleren Fehler 
m^ einer Richtung nach Formel (80) erhalten zu: 

Hiernach finden wir als mittleren Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmal 
mit dem Theodoliten I in beiden Femrohrlagen beobachteten Winkels: 



m=^±TO^y2=± l,5y2=±2,l 



u 



und als mittleren Fehler m^ ^ eines einmal mit dem Theodoliten II in beiden 

«'7/ 

Femrohrlagen beobachteten Winkels: 

^u,jj= ± «»//y2= ± 2,4 y2 = ± 3,4". 

Die Gewichtskonstante A: = mm ist: 

j[; = mm = l,5*-2 = 4,5 

und das Gewicht pjj eines mit dem Theodoliten II beobachteten Winkels nach 
Formel (34): 

__ _fc _1^J^2_2,25_^^Q 

P^i- m^ m^ ~2,4*-2~5,76~"»'^^- 

2. Der endgültige Wert W eines Winkels ergiebt sich als arithmetisches 
Mittel aus n Beobachtungsergebnissen t^j, wj, Wg, ....»» 2"* 



w 



n 



und das Gewicht P des endgültigen Wertes W aus dem Gewichte p der Beob- 
achtungsergebnisse nach Formel (44) zu : 



-^ = 1--) -n- — = — oder P=n». 
F \nj p np 



Hiemach wird das Gewicht Pj der endgültigen Werte Wj, die aus n^=8 
mit dem Theodoliten I gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte p = 1 

abgeleitet werden: 

P;^ = n^p = 8*l = 8 
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und das Gewicht Pjj der endgültigen Werte Wjj, die aus Ujj mit dem Theodo- 
liten II gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte pjj = 0,89 abgeleitet 
werden : 

Soll nun, wie verlangt, die Genauigkeit der mit dem Theodoliten I und II 
gewonnenen Endergebnisse Wj und Wjj gleich sein, so müssen auch die Gewichte 
P^ = 8 und Pjj = Ujj • 0,39 gleich sein, oder es mufs sein : 

o 
n^^. 0,39 = 8 und n^^=:^^ = 20,5 oder rund =21, 

wonach die Winkel 21 mal mit dem Theodoliten II beobachtet werden müssen, 
damit die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen 
Beobachtung der Winkel mit dem Theodoliten I. 

Der mittlere Fehler M der endgültigen Werte Wj und Wjj ergiebt sich aus 
dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten Pj=Pjj = nj^=S 
nach Formel (35) zu : 



^r=±m-^l-=±2,iyy^±oji 



II 



oder aus dem mittleren Fehler m^ =±3,4", wenn wir den Beobachtungen mit 

dem Theodoliten II das Gewicht = 1 beilegen und demnach das Gewicht von 
Wjj mit n^^ = 21 einsetzen, zu: 



^11 



l/»lr-'''l/2i=±<''^*"- 




Beispiel 9: Die Entfernung 6 eines auf dem rechten Rheinufer liegenden 

Punktes P^ von einem auf dem linken Rheinufer liegenden 
' Punkte P^ soll durch Messungen am linken Rheinufer derart 
bestimmt werden, dafs der mittlere Fehler m ^ nicht gröfeer 
als ± 0,04 m wird. 

Der Punkt P^ kann von dem Punkte P^ und von einem 
rund 350 m von P^ entfernten Punkte P^ anvisiert werden. 
Zur Messung der Entfernung a zwischen P^ und P^ stehen 
Latten zur Verfügung, deren Länge nach Normalmafsstäben 
geprüft ist und mit denen die Entfernung o auf dem 
nahezu horizontalen Leinpfad so genau gemessen werden 
kann, dafs der mittlere Fehler einer einmaligen Messung 
m^ = ± 0,004 ^ä= ± 0,004 y 35ü = ± 0,075 m sein wird. Zur Messung der Winkel 
ß und / auf P. und Pf, steht ein Theodolit zur Verfügung, für den der mittlere 
Fehler einer einmaligen Messung eines Winkels in beiden Femrohrlagen festgesteUt 

ist zu : w" = ± 8 " oder »» = - m " = + 0,000 039. Die Winkel ß und y sind ungefähr 

bestimmt zu: /3 = 52^20', 7 = 83^00'. 

Es soll angegeben werden, wie oft die Messung der Entfernung und der 
Winkel zu wiederholen ist, damit die verlangte Genauigkeit erreicht wird. 

Die Entfernung h wird erhalten zu: 

- sinß ._ »in 52^" 20' ^^^ 0,792 ^^^ , ,^ ^^^ 

^ = \Tn r^T;, ) = ^'^^ • ..ri35^ 20 ' = ^^^ • 0,703 = ^^^ • ^»^^ = ^^^ " • 

Die zur Anwendung der Formel (33) für die Berechnung des mittleren 
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Fehlers «i^ der Entfernung h erforderlichen Zahlenwerte der Differenzialquotienten 
ergeben sich wie folgt: 

e6 _ sinß _ nn52^2 0* _ 0.792 _ 

da~nn(ß-{-Y)~8tnlSb''20'~ 0,703 ~~ ' ' 

c? 6 _ 8in{ß-\-y)co8 ß — sin ß cos (ß -\-y) 

_^ ««LT ^ji^»^^oo^ _ o,m _ 

- ** «in » ( ^+ y J ~ " *in« 135^ 20' "~ ^ 0,703 *-'"*> 

= — 396 • eotg 135° 20 ' = + 396 • 1,012 = 401 . 

Wird die Messung der Entfernung a n^ mal ausgeführt und wird das arithme- 
tische Mittel der n^ Messungsergebnisse als endgültiger Wert von o angenommen, 
so wird der mittlere Fehler dieses Wertes nach Formel (32): 



±^'»ay^=±'».]/~ = ±0.075|/X 



sein. Ebenso wird, wenn die Winkel ß und y nmal gemessen werden und die 
arithmetischen Mittel der n Messungsergebnisse als endgültige Werte der Winkel 

angenommen werden, der mittlere Fehler dieser Werte ±mT/— = ±0,000 0391/— 

sein. Danach ergiebt sich der mittlere Fehler m^ der Entfernung 6 nach Formel 
(*S) wie folgt: 

»»6 = ±T/( 1,13- 0,075 T/-^-] +( 704- 0,000 039 y^j +( 401 0,000 039 l/ij 



= ± T/ö»Ö07 18 — + 0,001 00 ^ 



Der mittlere Fehler m^ soll nicht gröfser als ±0,04"™ sein. Setzen wir den 
Wert 0,04 für m ^ in die obige Gleichung ein und quadriren, so erhalten wir : 

0,0016 = 0,007 18 — + 0,001 00 - • 

*»« *» 

Nach dieser Gleichung können n^ und n festgesetzt werden. Wird bestimmt, 

dafs die Entfernung a und die Winkel ß und y gleich oft gemessen werden sollen, 

dafs also »a = »* sein soll, so folgt aus obiger Gleichung, dafs die Messungen 

0,007 18 + 0,00100 ^ , .^, . , 

n^ = n = oonifi =5 mal auszuführen smd. 

Würde bestimmt, dafs die Entfernung a n^ = 4mal gemessen werden solle, 
so würde der aus dem mittleren Fehler des endgültigen Wertes von a herrührende 

Teilbetrag 0,007 18 — des Quadrates des mittleren Fehlers m ^ der Entfernung b 

a 

gleich 0,00718-^ = 0,0018, also bereits gröfser als der für mf festgesetzte. Betrag 

0,0016. Demnach wird also w^ nur dann nicht gröfser als ± 0,04 m, wenn die Ent- 
fernung a mindestens 5 mal gemessen wird. 

Beispiel 10: 1. Die Geschwindigkeit v des Wassers in einer Sekunde wird 
aus der Anzahl t der Touren, die ein Woltmannscher Flügel in der Zeit z macht 
und aus den Konstanten a und ß des Flügels erhalten nach: 

t 

V = a-f- ß — ' 
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Hieraus folgt für den mittleren Fehler m „ der Geschwindigkeit v nach Formel (3$) : 



m 



.=±-|/»<.'+({«.^)'+(f-.) +(/äf.«».) 



Ista = + 0,025, /? = + 0,278, « = 100, 2 = 22,2", also 

V = + 0,025 + 0,278 Jg = 1,277 m . 
und m^= ± 0,0047, m^= ± 0,00108, m, = 0, m,= ± 1,3", so wird: 



m 




. = ± yo.»>«. + g,.,.».0.)' + (''g.. ,.) • + (0,«8 ™ 1,8) ' 

= ± yO,00 00 22 4- 0,00 00 24 + 0,0 + 0,00 53 73 = ± 0,074 m . 

2. Werden die in einer Vertikalen bei den Tiefen Tq = , Tj , T, , T^, T, 

ermittelten Wassergeschwindigkeiten vo^^i» ^«i 

r^ , r, als Ordinalen zu den als Abscissen genom- 
menen Tiefen T aufgetragen, so stellt die durch die 
Abscissenlinie, durch die Ordinalen Vq der Oberfläche 
und V, der Sohle sowie durch die Verbindungslinien 

der Endpunkte der Ordinalen vo>«i> «'«, ^nt^t 

begrenzte Fläche die Vertikalgeschwindigkeitsfläche 
dar. Der Inhalt F dieser Fläche wird erhalten nach : 

+-«(r.-r„_,)+.,(r,-r„)). 

Die Tiefen T können so genau ermittelt werden, 
dafs deren Fehler hier nicht berücksichtigt zu werden 
Fig. 6- brauchen. Wird dann als mittlerer Fehler m« der 

Geschwindigkeiten ein den Geschwindigkeiten vo, fi, v^, 1'^, », entsprechender 

Mittelwert genommen, so ergiebt sich für den mittleren Fehler m^ der Vertikal- 
geschwindigkeit nach Formel (31): 

Die Vertikalgeschwindigkeitsfläche F ergiebt sich für: 

«0 = 0,786, !ri = 0,10, «1 = 0,781, 2^2 = 0,20, «2 = 0,739, r8 = 0,30, «3 = 0,719, 

* T^ = 0,45, «4 = 0,581, «, = 0,305, r, = 0,63 zu: 

F = ^( 0,786 . 0,1 4- 0,781 • 0,2 + 0,739 • 0,2 + 0,719 • 0,25 + 0,581 • 0,33 + 0,305 • 0,18 ) 

= 0,405 qm 
und ihr mittlerer Fehler m^ mit m^ = ± 0,066 m zu : 

m^, = ±l 0,066 yO,l « + 0,2 « + ÖJ~^ü:ö^5-2ZföfiS 2 + 0,18 * = ± 0,018 qm . 

3. Aus der Vertikalgeschwindigkeitsfläche F und der Sohlentiefe T^ ergiebt 

sich die mittlere Vertikalgeschwindigkeit V nach: 

F 
F= - 

und somit der mittlere Fehler m y der mittleren Vertikalgeschwindigkeit nach 
Formel (28) : 

1 

s 
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Für obiges Beispiel wird: 

7=^^^| = 0,643m und m ^. = ± ^|^ 0,018 = ± 0,029 «n . 

4. Der Flächeninhalt/^ eines einzeben Streifens des Querprofils, in dessen 
vertikaler Mittellinie die Geschwindigkeitsmessung ausgeföhrt wird, ergiebt sich aus 
der Breite b ^ des Streifens und aus den Tiefen T^_^ und T^ an den Grenzen des 
Streifens nach: 

Die Breite b ^ des Streifens kann so genau ermittelt werden, dafs ihr mittlerer 
Fehler m j = genommen werden kann. Dann ergiebt sich flXr den mittleren Fehler 
nty der Fläche aus dem mittleren Fehler m j, der Tiefen T nach Formel (82) : 

y2 

Femer wird die Wassermenge y „ , die in der Sekunde durch einen einzelnen 
Querprofilstreifen fliefst, aus der Fläche /^ des Streifens und aus der mittleren 
Vertikalgeschwindigkeit V^ erhalten nach : 

und der mittlere Fehler m^ der Wassermenge q^ aus dem mittleren Fehler m^ der 
Fläche /^ und dem mittleren Fehler m y der Geschwindigkeit V nach Formel (33) zu : 



tfi 



/ 



±2^*^ 



T-^2=±-7^^n^T 



m 



,-±y(r„»y)«+(/„m,.)'." 

Die Gesamtwassermenge Q, die in einer Sekunde durch das ganze Quer- 
profil fliefst, ist gleich der Summe der durch die einzelnen Querprofilstreifen 
fliefsenden Wassermengen q^ und demnach der mittlere Fehler m^ der Gesamt- 
wassermenge Q nach Formel (29) gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der mittleren Fehler m^ der einzelnen Wassermengen q^. 

Hiemach werden die Wassermenge Q, die in einer Sekunde durch das, bereits 
im § 9, Nr 5 behandelte Querprofil fliefst, und ihr mittlerer Fehler m^ wie folgt 
erhalten : 



Nr. 


Breite 
b. 


Tiefe 
T. 


Fläche 
/. 


Ge- 
schwindig- 
keit 
F. 


Wasser- 
menge 

9- 


MitU 
Feh 


erer 
iler 

ffly. 


(Fm^)'. 


(f^vY- 




1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


3,6 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
3,2 


0,00 

0,40 

0,57 

0,72 

0,82 

0,85 

0,85 

0,78 

0,67 

0,55 ! 

0,45 . 

0,26 

0,00 1 


0,72 
1,21 
1,61 
1,92 
2,09 
2,12 
2,04 
1,81 
1,52 
1,25 
0,89 
0,42 


0,182 
0,438 
0,643 
0,810 
1,036 
1,157 
1,019 
0,794 
0,779 
0,550 
0,400 
0,140 


0,131 
0,530 
1,035 
1,555 
2.165 
2,453 
2,079 
1,437 
1,184 
0,688 
0,356 
0,059 


± 
0,090 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,089 
0,080 


± 

0,040 

0,035 

0,029 

0,027 

0,024; 

0,023 

0,025 

0,028 

0,030 

0,032 

0,036 

0,045 


0,00 027 
152 
327 
520 
850 
0,01 061 
0,00 823 
500 
480 
240 
127 
012 


0,00 083 
180 
218 
268 
252 
238 
260 
257 
208 
160 
102 
036 


17,60 qm 


13,672 cbm 


m^ = 0,0 


7 381 

1,272 cbm 
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Der mittlere Fehler m j, der Sohlentiefe T ist, wie im § 9 , Nr. 5 , zu: ± 0,05 m 
genommen. Die mittleren Fehler m^ ergeben sich, wie unter Nr. 2 und 3 durch 
ein Beispiel erläutert ist 

Beispiel 11: 1. Der mittlere Profilnulius r eines Durchfluisprofils ergiebt 
sich aus der Querprofilfläche und dem benetzten Umfimge p nach: 

F 

••=7' 

woraus für die Berechnung des mittleren Fehlers m^ des Profilradius r aus dem 
mittleren Fehler m^,. der Fläche F und dem mittleren Fehler m^ des benetzten 
Umfanges p nach Formel (33) folgt : 



*^r 



= ±]/(^^/-)'+(f.«»p)'- 



In dem im § 9, Nr. 5 behandelten Bebpiele ist F= 17,61 q«, p = 313, also: 

r=^J.5 = 0.554. 
Femer ist : myz= ± 0,43 v^ , m == ± 0,05 m und somit 



m^ 



= ± yiarisH'+lsTr« H ' = ± <>'«i'5 • 



3. Nach den Formeln von CxanguiUet und Kutter wird die mittlere Wasser- 
geschwindigkeit V erhalten aus den Konstanten a und ß, dem Profilradius r und 
dem relativen Gefälle r nach: 

\ i/r+/?r 

Für o = 100 , ß = 2M, r = 0,554 , t = 0,000 231 wird: 

F = / 100 — — -^^^ ' ^'^ ^ i/0,554^;ö()Ö23T = 0,263 
\ y0,554 + 2,44 / '^ 



m. 



Differenziren wir den Ausdruck für V nach a, ß, r und r und setzen in die 
sich ergebenden Differenzialquotienten gleich die Zahlenwerte ein, so erhalten wir: 

a 

c 



a \ -^fr + ß) ' o 100 

^V ,_(i/r"+^)o — a^ orVi" 100 • 0,554 i/Ö/JOO 231 

, — = — VT — -?— r — \o — = — T—,- \-ö = — / , TOT- = 0,0880 , 

<'ß * [V^ + ßV {V^+ßV (yO,554 + 2,44)« 

,r ,-1 .-i^^^+^Vr-'^'Wr ,- 1 /, ,' X 



_ / Vr + 2/9 \ 1 , / 1/0,554 + 4,88 \ 

« y M /-/ " - N o I == o 100 y0,0Ü0 231 ( .-, — ^ r^ ) = 0,421 , 

\{Vr + ßY 2 ^ \ y 0,554 + 2,44 7 



^V_( aß\ J. _F_^.263 _ 

cz-y" yr + /sj V** 2^1 2 r "0,000 462 -^^^• 

Mit diesen Zahlenwerten der Differenzialquotienten ergiebt sich der mittlere 
Fehler m^ der mittleren Geschwindigkeit aus den mittleren Fehlem m^ = 0,0, 
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mß= ± 0,25 der Konstanten o und ß , m^= ± 0,0135 des mittleren Profilradhis r 
und m y = ± 0,000 05 des relativen Geßülea t nadi Formel (SS) zu : 

m^=±y( 0,002 63-«^)»-H(0,0830.TO^)« + (0,421-mJ« + (569. inj» 

= ± y{ 0,002 63 • 0,0 ) « + ( 0,0830 • 0,25 )* + ( 0,421 • 0,0135 ) * + ( 569 • 0,000 05) » 

= ± yO,0 + 0,00 04 31 + 0,00 00 32 + 0,00 08 09"= ± 0,036 m . 

3. Die in einer Sekunde durch das Profil fliefsende Wassermenge Q ergiebt 
sich nach: 

und der mittlere Fehler m^ nach : 

wonach sich mit den bisher erhaltenen ^ahlenwerten ergiebt: 

Q = 17,61 . 0,263 = 4,631 cbm , 



wg = ± l/( 0,263 . 0,43 ) « + ( 17,6 • 0,036 ) ' = ± 0,644 cbm . 



IL teil: 

Methode der kleinsten Quadrate. 
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§ 12. Die zu lösenden Aufgaben. 

1. Im I. Teile haben wir uns mit der Theorie der Beobachtimgsfehler be- 
schäftigt und haben auf Grund einer allgemeinen Hypothese Regeln und Formeln 
aufgestellt für die Beobachtungsfehler. Wir haben insbesondere einfache Mafse für 
die Genauigkeit unserer Beobachtungsergebnisse und der durch Rechnung ans den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen unter der Bezeichnung des wahr- 
scheinlichen, des mittleren und des durchschnittlichen Fehlers festgestellt und haben 
sodann gezeigt, wie diese Genauigkeitsmafse aus vorliegenden Beobachtungsfehlem 
abzuleiten sind. Femer haben wir noch durch EinfÜhnmg der Gewichte einen 
weiteren Ausdruck für die Wertschätzung unserer Beobachtungsergebnisse gewonnen. 
Endlich haben wir gezeigt, wie nach Bestimmung der Genauigkeit bestimmter Be- 
obachtungen für weitere unter gleichen Verhältnissen zur Ausführung gelangende 
Beobachtimgen eine Grenze festgesetzt werden kann, die die Beobachtuogsfehler 
nicht überschreiten sollen. 

2. Unsere Beobachtungen haben nun aber in der Regel nicht den Zwecke 
nur ein Mafs fUr die Genauigkeit der Beobachtungsergebnisse zu liefern oder danach 
Fehlergrenzen für weitere Beobachtungen zu bestimmen. Vielmehr haben sie meistens 
in erster Linie den Zweck, möglichst zuverlässige und genaue Werte ftlr die be- 
obachteten Gröfsen oder andere mit den beobachteten Gröfsen in bestimmter Be- 
ziehung stehende Gröfsen zu erlangen. Dementsprechend haben wir nun die Aufgabe 
zu lösen, aus den Ergebnissen unserer Beobachtungen möglichst zuverlässige und 
genaue Werte für die zu bestimmenden Gröfsen abzuleiten. 

Wie bereits besprochen, sind die Beobachtungsergebnisse immer mit unver- 
meidlichen Fehlem behaftet, auch wenn wir unsere Beobachtungen so sorgfiütig 
ausfahren wie nur möglich. Diese Fehler übertragen sich auch auf alle Werte^ 
die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Deshalb kOmien wir die 



fehlerfreien wahren Werte für die zu bestimmenden Gröfsen nicht erlangen, 
vielmehr müssen wir uns damit begnügen, aus den vorliegenden mit unvermeidlichen 
■ Fehlern behafteten Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte 
' zu bestimmenden Gröisen abzuleiten. 

Demnach ist die erste von uns zu lösende Aufgabe, nach den 
rliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
I "Werte der beobachteten Gröfsen oder anderer mit den beobachteten 
röfsen in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen zu ermitteln. 
S. Durch Vergleichung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
[Gröfsen, oder der diesen entsprechenden Werte der beobachteten Gröfsen mit 
I den vorliegenden Beobachtungsergebnissen erhalten wir dann aber auch nicht die 
Iren Werte der Beobachtungsfehler, sondern die wahrscheinlichsten 
I Werte der Beobachtungsfehler. 

Die bis jetzt aufgestellten Formeln fOr die Berechnung der als Genauigkeits- 
I mafse dienenden Gröfsen gelten aber nur (br die wahren Werte der Beob- 
L achlungsfehler. 

Daher ist die zweite von uns zu lösende Aufgabe, aus den wahr- 
[ Bcheinlichsten Werten der Beobachiungsfehler ein Mafs für die 
[ Genauigkeit der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und der aus 
I Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen zu bestimmen. 
AlsGenauigkeitsmafs nehmen wir imfolgendenausschlicfslich 
den mittleren Fehler, weil er in einfachster Beziehung zu den in den Rech- 
nungen vielfach zu benutzenden Gewichten steht und weil wir, wenn es nötig sein 
. sollte, den durchschnittlichen Fehler d un/l den wahrscheinlichen Fehler w am besten 
■.nach den Formeln (17) und (IS) aus dem mittleren Fehler berechnen können. 
I 4. Die sich durch die Lösung unserer Aufgaben ergebenden Rechnungs- 

verfahren finden nur Anwendung, wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
als zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig 
sind, wenn also überschüssige Beobachtungsergebnisse vorliegen. 

Liegen weniger Beobachtungsergebnisse vor, als zur einfachen, nicht ver- 
L »chenen Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, so ergeben sich aus den 
f Beobachtungsergebnissen überhaupt keine bestimmten Werte der gesuchten Gröfsen. 
Liegen grade so viele Beobachtungsergebnisse vor, wie zur einfachen nicht 
f versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, so ergeben sich 
t aus den Beobachtungsergebnissen zwar bestimmte Werte der gesuchten Gröfsen; 
r diese Werthe können dann aber ohne Anwendung des im folgenden entwickelten 
r Verfahrens gefunden werden. 



§ 13. Grundsätze für die LOsung der ersten Aufgabe. 

1. Bei der Lösung der im § 12 bezeichneten ersten Aufgabe, aus 
Iden vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
jSVerte der beobachteten Gröfsen oder anderer mit den beobachtet en 
irflfsen in bestimmter Beziehung stehenden Gröfsen zu ermitteln, 
n wir von den Grundsätzen aus: 

1. die gesuchten Gröfsen als einheitliches Endergebnis aus sämt- 
lichen vorliegenden Bestimmungen derart zu gewinnen, dafs jedes 
Beobachtungsergebnis seinem Gewichte entsprechend berücksichtigt 
wird, und 
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2. die gesuchten Gröfsen so zu bestimmen oder die Fehler der 
Beobachtungsergebnisse so auszugleichen, dafs die Quadratsamme 
der auf die Gewichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Be- 
obachtungsfehler ein Minimum wird. 

2. Für den ersten der beiden aufgestellten Grundsätze sei angeftlhrt: 

Wir wollen solche Werte für die zu bestimmenden Gröfsen ermitteln, die 
den wahren Werten möglichst nahe kommen; wir wollen also mit dem End- 
ergebnis unserer Arbeiten der Wahrheit so gut wie möglich entsprechen. Alle 
Beobachtungsergebnisse und alle sonstigen Bestimmungen sind nun Zeugnisse ftlr 
die Wahrheit; und deshalb werden wir der Wahrheit um so besser entsprechen, 
je mehr Zeugnisse wir einheitlich zusammenfassen und je richtiger wir ungleich 
zuverlässige Zeugnisse in dem einheitlichen Endergebnisse ihrem Gewichte nach 
berücksichtigen. 

Die Aufserachtlassüng unseres ersten Grundsatzes ist vielfach die Hauptursache 
davon, dafs aus den Beobachtungsergebnissen kein befriedigendes Endergebnis 
gewonnen wird. Besonders ist dies der Fall bei dem in der Praxis früher üblichen 
Verfahren, von einer Reihe vorliegender Beobachtungsergebnisse eine Anzahl 
möglichst gut übereinstimmender Beobachtungsergebnisse auszuwählen und nur 
diese zur Feststellung des Endergebnisses zu benutzen. Dies Verfahren beruht 
auf der Annahme, dafs die zufällige Übereinstimmung einiger Beobachtungsergebnisse 
ein so sicheres Kennzeichen für ihre Zuverlässigkeit ist, dafs demgegenüber alle 
mehr abweichenden Beobachtungsergebnisse unberücksichtigt bleiben können. Diese 
Annahme kann aber weder durch die Theorie noch durch günstigen praktischen 
Erfolg begründet werden; vielmehr haben grade die mit dieser Annahme gemachten 
schlechten Erfahrungen in erster Linie dazu geführt, das nachfolgend darzustellende 
Rechnungsverfahren immer mehr in die Praxis einzuführen. Auch das Vorgehen, 
unseren ersten Grundsatz zwar anzuerkennen, aber nach dem Erfolge diejenigen 
Beobachtungsergebnisse ganz auszuschliefsen oder mit vermindertem Gewichte an- 
zusetzen, die bei der rechnerischen Verwertung der Beobachtungsergebnisse unge- 
wöhnlich grofse Fehler aufweisen, ist in der Regel von den verderblichsten Folgen 
begleitet; denn durch die Ausschliefsung oder Gewichtsverminderung wird in der 
Regel nur eine Verschlechterung des Endergebnisses erzielt. Nur wenn bestimmte 
Thatsachen voraus bekannt sind, die einen Verdacht gegen ein Beobachtungsergebnis 
sicher begründen, oder wenn durch sorgfältige Nachmessung die Unrichtigkeit eines 
Beobachtungsergebnisses sicher erwiesen ist, darf die Ausschliefsung des Beob- 
achtungsergebnisses oder die Verminderung seines Gewichtes erfolgen. »Jede 
Beobachtung, die nicht einen protokollarischen Verdachtsgrund gegen sich hat, habe 
ich als einen Zeugen f\lr die Wahrheit zu betrachten, und ebenso wenig wie ich 
einen Zeugen torquieren darf, bis er sagt, was ich gesagt haben will, ebenso wenig 
darf ich auch ohne weiteres sein Zeugnis verwerfen, weil es von den übrigen 
bedeutend abweicht."*) 

Zur weiteren Erläuterung des vorstehenden seien noch zwei Beispiele an- 
geführt : 

Bei der Berechnung der geographischen Koordination der trigonometrischen 
Punkte III. Ordnung einer weit ausgedehnten Triangulation wurden im Anschluis 
an das Dreiecksnetz I. und II. Ordnung zunächst flir die Dreiecksseiten die Azi 
mute und Längen in der Weise bestimmt, dafs dafür zwei möglichst gut über- 
einstimmende Ergebnisse gesucht, und das arithmetische Mittel aus diesen beiden 
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sen als Endergebnis genommen wurde. Sodann wurden aus den so erlangten 
1 und Längen zwei Werte für die geographischen Koordinaten eines jeden 
Punktes berechnet. Stimmten diese beiden Werte genügend Qberein, so wurde 
das ariihmetische Mittel aus beiden Werten als Endergebnis genommen; stimmten 

^sde nicht genügend überein, so wurden weitere Werte der Koordinaten aus anderen 
Azimuten und Längen berechnet, bis sich zwei genügend übereinstimmende Werte 
fcnden, deren Mittel das Endergebnis bilden konnte. Als spater aus den geogra- 
phischen Koordinaten rechtwinklig sphärische Koordinaten abgeleitet, dann zur 
Kontrole aus diesen Koordinaten die Riehtungen und Längen der Dreiecksseiten 
berechnet und mit den direkt aus den Beobachtungsergebnissen gewonnenen Rich- 

»tungen und Längen verglichen wurden, ergaben sich viele Abweichungen, die weit 
Aber das zulässige Mafs hinausgingen. Durch eine unseren Grundsätzen entsprechende 
Neuberechnung der rechtwinkligen Koordinaten wurde ein durchaus befriedigender 
Anschlufs an die Beobachtungsergebnisse erzielt und damit zugleich erwiesen, dafs 
nur das unzweckmäfsige Verfahren bei der ersten Berechnung die Ursache der 
Unbrauchbarkeit der Endergebnisse war. 

Bei einer zweiten umfangreichen Triangulation wurden die Winkel im Drci- 
ceksnetze 1. und II. Ordnung mit einem alten, grofsen, aber wenig zuverlässigen 
Theodoliten nadi der Repetitionsmethodc beobachtet. Die jedenfalls für das be- 
nutzte Instrument nicht geeignete Winkelmessungsmethode, vielleicht auch nicht 
genügende Sorgfalt bei der filr den Erfolg einer jeden Triangulation in erster 
Linie mitbestimmenden Festlegung der Signale und Beobachtimgsstandpunkte gegen 
das Centrum der Stationen führten dazu, dafs bereits bei der Berechnung des Drei- 
ecksnetzes 1. Ordnung Fehler hervortraten, die weit Ober die bei den Dreiecksnetzcn 
IV. Ordnung zulässigen Fehler hinausgingen. Nun wurden alle die Richtungen 
ausgeschlossen, bei denen die grofsen Fehler hervortraten und es wurde eine zweite 
Berechnung durchgeführt, die ein scheinbar gutes Endergebnis lieferte. Je weiter 
aber die Rechnung durch das Dreiecksnetz IL , III. und IV. Ordnung fortgeftlhrt 
wurde, desto gröfser wurden die hervortretenden Fehler und desto mehr Richtungen 
mußten ausgeschlossen werden, um zu einem leidlichen Absclilufs zu gelangen. In 
der Revisionrnnstanz wurde darauf die ganze Rechnung verworfen und eine neue 
Berechnung mit Benutzung sämdicher Beobachtungsergebnisse angeordnet. Der 
Erfolg rechtfertigte diese Mafsregel vollständig; während in dem Dreiecksnetze 

► L Ordnung die grofsen Fehler bestehen blieben, nahmen die Fehler bei der fort- 
schreitenden Rechnung immer mehr ab, so dafs sie im Dreiecksnetze IV. Ordnung 
durchweg innerhalb der zulässigen Grenzen blieben und somit die filr die anzu- 
schliefscnden Detailmessungen in erster Linie wichtige gegenseitig richtige Lage der 
benachbarten trigonometrischen Punkte gewährleistet war. 
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Arbeitsaufwand in keinem rich- 
isezudemNutzensiehenkann,undsodannauch, weil 
achliche in der Art der vorliegenden Aufgabe liegende Bedenken 
agcgen obwalten können. 

Wenn beispielsweise ein trigonometrisches Netz niederer Ordnung von einiger 
Ausdehnung zu berechnen ist, so würde es einen ganz ungerechtfertigt hohen 
Arbeitsaufwand verursachen , wenn die zusammenhangenden Teile des Netzes in 
Birem ganzen Umfange einheitlich behandelt würden. Vielmehr ist es in diesem 
Ifalle und in ähnlichen Fallen durchaus berechtigt, unseren Grundsatz mit der Ein- 
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</r,.-5r./ .f.jc a.'.ziiv/^nd^n , dafs eine Zerlegung des Netzes in kleinere einfach zu 
'^f»fr.r^.x,A^. l^ilf, aufgeführt wird und dafs nur die zur Bestimmung dieser kleinen 
*>^*/^/.>, y^.7.'//, einzelner trigonometrischen Punkte vortiegenden Beobachtungs- 
^flC*^r/r,iV^ '/i ihr wki zu einem einheitlichen Endergebnisse zusammengefafst werden. 
*AVrin ferner beispielsweise die Beobachtungsergebnisse vorliegen zur Be- 
^f.ff.rr.rjfi^r fU-r Verfasser un gen, die den Ablesungen an einem Federbarometer bei- 
/.'tift'//:tt ^iuf\, um daraus brauchbare Werte für die Grö(se des Luftdrucks zn 
^rhklt^u, Vf wird es in der Regel sachlich nicht gerechtfertigt sein, sämtliche \'or- 
li^((^ri/kri (V;obachtungsergebnisse zusammenzufassen und sie als ein einheitliches 
^^'Att/J',^ zur Berechnung der gesuchten Verbesserungen zu benutzen; denn die 
f'/T/f l/;i/ htungen , die zur Bestimmung der einzelnen Verbesserungen vorgenommoi 
wfrtlfti, finden in der Kegel unter ganz verschiedenartigen Umstanden statt, so 
t\üfn nur die getrennte Behandlung der verschiedenen Beobachtungsreihen ein 
hrMii' hl;fire«i Kndergebnis erwarten läfst 

i« I)ie nach unserem ersten Grundsatze zu berücksichtigenden Gewichte der 
BeoliarhtungHergebnisso müssen nach den dafür im L Teile gegebenen Sätzen und 
l'oruM'in cruiittclt werden. Die Änderung der so ermittelten Gewichte behufs 
n« liAIxuuKHWoiscr Berücksichtigung aller Nebenumstände, die die Beobachtungs- 
«•rgr Im i«iHf' nllcnfalls l>ccinflufst haben könnten, ist in der Regel weit mehr schädlich 
iiU nntxlich. (icringerc Gewichtsunterschiede können bei den Aufgaben, die wir 
liirr vnrxtigHWciHc ins Auge fassen, ganz unbedenklich vernachlässigt werden. Das 
llrMirlicii, alle iinl>edcutendcn Nebenumstände in den Gewichten zum Ausdruck zu 
hriuKf'U, lülirt, wie dft beobachtet werden kann, zu einer sich mebtens sehr rasch 
«itriKfMudrn kniiikliaAcn Sucht, alles weniger gut erscheinende durch Gewichts- 
lUitiMhuirn gut zu ninohcn und zu einer durchaus nutzlosen Erschwerung aller 
Unhuiingrn. 

A. Niit'li (Irnt zweiten Grundsatze, die gesuchten Gröfsen so zu bestimmen 
iiiliT tlir lirrvortretiMulcn Fehler so auszugleichen, dafs die Quadratsumme der auf 
dir ( M*wiclitr«rinlirit zurückgeflthrten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Mini- 
iiiuni wird, Ü)hrt das narlifolgcnd darzustellende Rechnungsverfahren die Bezeichnung 
MothntI« dor kleinsten Quadrate oder Ausgleichungsrechnting nach der Me- 
thode dvr ktolntten Quadrate. 

Pi('«irr linuulsat/ ist gcwissermafsen willkürlich gew*ählt, aber er ist zweck- 
lUilUi^ );rwAhlt. Wir müssen ohne weiteres anerkennen, dals die Werte der 
);t'nurlilni ItrofMrn dio U'sttMi sind, denen solche Werte der beobachteten Gröfsen 
t'nt*>prt^'ht*n , k\\v mO>;Iiohst wenig von den thatsächlich vortiegenden Beobachtungs- 
riKt'hnwtrn abwrirhm. dir also möglichst kleine W>rte der wahrscheinlichsten 
lirohaihtuuf^Ntohlrr liofvrn. Solche Worte der gesuchten Gröfsen können wir auf 
xrinxhu'dene Wei»ie tliulen. /. H. indem wir davon ausgehen, die Summe dar ab- 
<.\«*uUMt W«'ite \ter watir^cluMnlichsten Beobaohtungsfehler möglichst klein zu 
nt.u h^u . odii du- Silin lue \ler .-weiten , vierten oder irgend einer andern Potenz 
«U I )^'x'lMil\tvin^vuItlei iuK^3;heh<t klein ru machen. Wir können auch keinen 

-lunon IVwx'»-. \\M\\\ tiilucn. vlaw w.r nicht auf eine andere Weise im gegebenen 
\ \V.s- *i\\.i'. Is s'viv. ciuiclun, aN v:avl;:tvh. dats wir die Quadratsunmie der wahr- 

.s fu -»••,:' .un l^x'tMc!u\!v»;x!v{ilei !v,vY'-^'->t klein machen. Wir können aber wohl 
*•% S ir.t'U '». j|... xx;. .».•• '.»fiv-.v Wv-.>c Krj;ebtiiii5c erhalten , die sidi den Bcob- 

uJ'irs'*v.x*»\;\''»'v .H^ •.•. <;•, .tv.\t*»xon u:x: viais \v:r vi.ese Ergebnisse in <»wiIm<^| ^^*|- uikI 
X \ li i'ix >.u'» \\ * .'H ,:■' \\w' W'iw: Nv"^:v.:e". wir v.jch lür uasera zweiten Gnmdsatz 

KM.t'Mx V «■: f.v^ x-an iv ." -/ .'c: \'.c-.*.*>:e'.^ v^;:aK:rats^rr.::*.e au^ dem ahm Gnmdsatie 
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entspricht, das einfache arithmetische Mittel der voriiegenden Beobachtungsergebnisse 
als den wahrscheinlichsten Wert der gesuchten Gröfse anzunehmen, wenn die zur 
Bestimmung der letzteren ausgeführten Beobachtungen gleich genau und unabhängig 
von einander sind. 

6. Bei Besprechung der Gewichte im § 10 haben wir klargelegt, dafs die 
Gewichtszahlen uns anzeigen, wie oft wir die Gröfsen, für die die Gewichte gelten, 
in der Rechnung zu berücksichtigen haben, um sie ihrem Genauigkeitswerte ent- 
sprechend richtig zu verwerten. Demgemäfs müssen wir bei Bildung der Quadrat- 
summe auch die Quadrate der wahrscheinlichsten Fehler vi, «j, v^, ....v„ der 
Beobachtungsergebnisse ^ i , ^ « , ^ » i .... ^ „ so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen 
P i» Pit Pif "" Pn anzeigen, wonach wir also auch die Quadratsumme p i v i « i + 
PiViV2-{-PBVtVi-{-,,.,p^v^v^ = [pvv] zu einem Minimum machen müssen. 
Diese Quadratsumme erhalten wir aber auch, indem wir die wahrscheinlichsten 

Beobachtungsfehler «j, «2,^8; «„ durch Multiplikation mit |/p i , )//> « , l/p a , 

^Pn auf die Gewichtseinheit zurückführen und danach die Quadratsumme der aut 
die Gewichtseinheit zurückgeführten Beobachtungsfehler »il/pi, ^i]/ Pi, Vs]fpsf 

^n'^Pn bilden. Für den zweiten Grundsatz haben wir demnach allgemein die 

Formel: 

(46) ;>i«i»i + P8f2»»+P8»8V8 + Vn^n^n = lP^^^ = Minimum. 



§ 14. Grundsatz für die Lösung der zweiten Aufgabe. 

1. Bei der Lösung unserer zweiten Aufgabe, aus den wahrscheinlichsten 
Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs für die Genauigkeit der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse und der daraus abgeleiteten Gröfsen zu bestimmen, gehen 
wir von dem folgenden, ebenfalls nicht streng zu beweisenden Grundsatze aus: 

Wir nehmen als Mittelwert der Quadrate der wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler, oder alsQuadrat des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit den Wert an, der sich ergiebt, wenn wir die 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch 
die Anzahl der überschüssigen Beobachtungsergebnisse dividiren. 

Hierbei gelten als überschüssige Beobachtungsergebnisse die, die übrig bleiben, 
wenn wir aus den überhaupt vorhandenen n Beobachtungsergebnissen die q Beob- 
achtungsergebnisse ausscheiden, die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 
der gesuchten Gröfsen erforderlich sind. Demnach rechnen wir den mittleren 
Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 

2. Zur Erläuterung dieses Grundsatzes diene : 

Wenn nur so viele Beobachtungsergebnisse vorliegen, wie zur einfachen 
nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen erforderlich sind, so stimmen 
die Werte der beobachteten Gröfsen, die rückwärts aus den danach gefundenen 
Gröfsen abgeleitet werden, genau überein mit den vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen und wir erhalten als Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
Null. Mithin liefern in diesem Falle die Beobachtungsergebnisse keinen Beitrag 
zu der Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler. Erst wenn ein 
oder mehrere weitere überschüssige Beobachtungsergebnisse hinzukommen, erhalten 
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wir Beiträge zur Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler und 
zwar Beiträge, worin nur die Widersprüche der neu hinzutretenden Beobachtungs- 
ergebnisse gegen die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung genügenden 
Stücke zum Ausdruck gelangen. Deshalb dividiren wir, um das Quadrat des 
mittleren Fehlers zu erhalten, die Quadratsumme auch nicht durch die Anzahl aller 
vorhandenen Beobachtungsergebnisse, sondern durch die Anzahl der überschüssigen 
Beobachtungsergebnisse. 

Wenn z. B. die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes aus den gemessenen 
Abständen dieses Punktes von gegebenen Punkten bestimmt werden sollen, so sind 
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Koordinaten zwei solche Abstände 
nötig. Leiten wir dann aus den Koordinaten, die aus diesen notwendigen zwei 
Abständen gefunden worden sind, rückwärts wieder Werte fbr diese Abstände 
ab, so stimmen sie mit den Messungsergebnissen genau Oberein. Kommt indefs 
noch ein dritter überschüssiger Abstand hinzu und bestimmen wir nun aus den drei 
Abständen die wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten, so zeigen auch die 
rückwärts aus den erhaltenen Koordinaten abgeleiteten Werte der Abstände 
Abweichungen von den Messungsergebnissen und liefern damit einen Beitrag zur 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler, der der Verschärfung 
der Bestimmung der Koordinaten durch das eine weitere Beobachtungsergebnis 
entspricht. Ganz ebenso verhält es sich mit jedem noch weiter hinzukommenden 
überschüssigen Abstände. 

3. Beziehen sich unsere Beobachtungen auf eine Gröfse, deren wahrer Wert 
uns voraus bekannt ist, so sind sämtliche vorliegenden Beobachtungsergebnisse als 
überschüssige anzusehen, womit die Formel (4'?) übergeht in: 

ni . - ' " J 



=±y-„- 



Diese Formel entspricht der Formel (13) *'*=dll/^ — — » wie es auch 
sein mufs; denn in diesem Falle erhalten wir durch Vergleichung der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse mit dem wahren Werte der beobachteten Gröfse die 
wahren Werte der Beobachtungsfehler, für die die Formel (13) gilt. 

Wenn wir also beispielsweise aus vorliegenden Dreieckswinkelbeobachtungen 
den mittleren Fehler der Dreieckswinkelsumme ermitteln wollen, so ist uns voraus 
bekannt, dafs der wahre Wert der Dreieckswinkelsumme 180° ist'). Durch Ver- 
gleichung der beobachteten Dreieckswinkelsumme mit diesem wahren Werte 
erhalten wir also die wahren Beobachtungsfehler, und jede beobachtete Dreiecks- 
winkelsumme liefert einen vollen Beitrag zur Fehlerquadratsumme; deshalb müssen 
wir letztere dann auch durch die Anzahl aller beobachteten Dreieckswinkelsummen 
dividiren, um das Quadrat des mittleren Fehlers zu erhalten. 

§ 15. Aufstellung besonderer Rechnungsverfahren für besondere 

Fälle der zu lösenden Aufgabe. 

1. Bei den vorkommenden praktischen Aufgaben können wir verschiedene 
besondere Fälle unterscheiden, für die zweckmäfsig auch besondere Rechnungs- 
verfahren aufgestellt werden, um das Endergebnis möglichst einfach gewinnen 
zu können. Zur Unterscheidung der verschiedenen Verfahren ftlhren wir kurze 
Bezeichnungen dafür ein. 



•) Abgesehen von dem event. zu berücksichtigenden sphärischen Excefs. 
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In erster Linie unterscheiden wir die beiden Fälle, wo als Endergebnis unserer 
Rechnung entweder die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen selbst 
oder aber die wahrscheinlichsten Werte anderer, mit den beobachteten Gröfsen 
in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen gewonnen werden. 

Im ersten Falle, wo sich die Beobachtungen direkt auf die gesuchten Gröfsen 
selbst beziehen, bezeichnen wir die Beobachtungen als direkte Beobachtungen, 
während wir sie als vermittelnde Beobachtungen bezeichnen, wenn, wie im 
zweiten Falle, sich die Beobachtungen auf Gröfsen beziehen, die uns die Kenntnis 
der gesuchten Gröfsen vermitteln. 

Sodann unterscheiden wir die beiden Fälle, wo entweder die beobachteten 
Gröfsen von einander unabhängig sind, oder wo sie von einander abhängig sind 
dadurch, dafs sie bestimmte Bedingungen erfüllen müssen. 

Dementsprechend bezeichnen wir die Beobachtungen im ersteren Falle als unab- 
hängige Beobachtungen, im zweiten Falle als bedingte Beobachtungen. 

Somit ergeben sich die folgenden Hauptfälle, für die wir besondere Rech- 
nungsverfahren aufstellen: 

1. direkte unabhängige Beobachtungen oder kurz direkte Beobachtungen, 

2. vermittelnde unabhängige Beobachtungen oder kurz vermittelnde 
Beobachtungen, 

3. bedingte direkte Beobachtungen oder kurz bedingte Beobachtungen, 

4. bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

Femer behandeln wir noch den Fall besonders, wo der mittlere Fehler 
aus den Differenzen zwischen den Ergebnissen ausgeführter Doppel- 
beobachtungen verschiedener Gröfsen ermittelt werden soll. 

Endlich sondern wir von den bedingten Beobachtungen noch den einfachen 
Fall ab, wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der beob- 
achteten Gröfsen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

3. Die Lösung einer vorliegenden Aufgabe kann in der Regel nicht nur nach 
einem, sondern nach mehreren der aufzustellenden Rechnungsverfahren erfolgen*). 
Die Auswahl unter den anwendbaren Verfahren kann dann lediglich nach dem 
praktischen Gesichtspunkte erfolgen, dafs das Verfahren eingeschlagen wird, das 
am einfachsten zum Ziele führt. 

3. Was wir im folgenden als Beobachtungsergebnisse in die Rechnungen 
einführen, sind in der Regel nicht die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, sondern 
Gröfsen, die aus letzteren durch mehr oder minder weitläufige Rechnungen derart 
abgeleitet worden sind, dafs die abgeleiteten Gröfsen von einander unabhängig 
geblieben sind. 

Wenn beispielsweise die Höhe eines Punktes im Anschlufs an gegebene 
Punkte nach den Ergebnissen eines geometrischen Nivellements berechnet werden 
soll, so führen wir in die Ausgleichungsrechnung nicht die unmittelbaren Latten- 
ablesungen ein; sondern wir bilden zuerst aus den Lattenablesungen die Höhen- 
unterschiede zwischen je zwei Aufstellungspunkten der Latten, addiren diese sodann 
zugweise, womit wir die Höhenunterschiede zwischen den gegebenen Punkten und 
dem neu zu bestimmenden Punkte erhalten, addiren ferner diese Höhenunterschiede 
zu den gegebenen Höhen und führen endlich erst die so erhaltenen Einzel werte 
für die Höhe des zu bestimmenden Punktes als Beobachtungsergebnisse in die Aus- 
gleichungsrechnung ein. 



•) Vergleiche z. B. die drei verschiedenen Lösungen derselben Aufgabe in den §§21, 35, 
52 und 53. 
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II. Abschnitt. 
Direkte Beobachtungen. 

§ 16. Direkte gleich genaue Beobachtungen. 

1. Ist zur Bestimmung einer Gröfse eine Reihe von n unabhängigen, gleich 
genauen Beobachtungen ausgeführt worden und haben diese die Beobachtungs- 
ergebnisse Ai, X^i ^3, X^ geliefert, so haben wir nach den im § 13 aufge- 
stellten Grundsätzen den wahrscheinlichsten Wert x der beobachteten Gröfse derart 
aus allen n Beobachtungsergebnissen zu bestimmen, dafs die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v , , r ^ , v g , . . . . r,, ein Minimum wird. Die 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ergeben sich als Abweichungen des wahr- 
scheinlichsten Wertes x von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach 

V 2 = X A 2 , 



y 

« V n = X — A /j . 

Hiernach ergiebt sich für die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beob- 
achtungsfehler [ v r ] : 

Vji'i==jj — 2i Xi-\- Xx Xiy 

ViV2 = XX — 'lxXi-\-X<iX^f 

^'zVn = xx — 2xX^-{-XzXzy 



V,iVn=^x r — 2x Xn-{- XnXnf 
[vv] = nxx — 2x[X]-[-[XX]. 

Aus diesem Ausdruck für die Quadratsumme [vv] erhalten wir den Wert 
von /, wofür [fr] ein Minimum wird, indem wir den Ausdruck nach x differen- 
ziren, den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung 
nach / auflösen. Es wird 

u r t? V 1 

—3 — ^ = 2 n X — 2 [ ^ 1 und demnach 
dx *• ■" 

2nx — 2[;i]==0 oder 

/ «m j.__L'^J X i-\- X2 -\ - x % .... An ^ 

n n 

Der wahrscheinlichste Wert x einer mehrfach gleich genau beobachteten 
Gröfse ergiebt sich also als einfaches arithmetisches Mittel der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse X^^ ^2, X^^ X^, 

Nach diesem Satze ist auch schon gerechnet worden, lange bevor theoretische 
Gesetze für die Beobachtungsfehler aufgestellt waren. 

Die Berechnung von / kann meistens vereinfacht werden, indem die Werte 

X\f Xt, Xs, X,^ in einen Näherungswert / und die kleinen GrOisen dli, dlf 

dli, ....d/^ zerlegt werden, indem also gesetzt wird: 
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Ol 



<-l9) 



A,=.l + dl,, 

; 

A,n = l-\-d In , 

Dann wird: 



x = 



n 



, oder : 



<50) 



^^ I ^^+^^ + ^^ + --»»^^n ^^ ■ [dl] 

n ' n 



<51) 



Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind: 



Die Summe dieser Fehler ist: 

[v] = nx — [X]y 
oder, da nach Formel (48) : n x = [ ^ ] , also : nx — [X] = ist, : 
(53) [f] = 0. 

Demnach ist die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler gleich 
Null, wenn das einfache arithmetische Mittel mehrerer gleichgenauen und unab- 
hängigen Beobachtungsergebnisse als wahrscheinlichster Wert der beobachteten 
Gröfse angenommen wird. Durch Benutzung dieses Satzes erhalten wir eine Probe 
für die richtige Berechnung von x aus den Beobachtungsergebnissen Xi, Xi, Xz, 

• • • • yir M • 

Beispiel: Ein Winkel ist mit demselben Instrumente unter gleichen Um- 
ständen 12 mal in beiden Lagen des Femrohrs beobachtet worden. Das Gewicht 
einer jeden Beobachtung ist p = 1. Die Beobachtungsergebnisse sind : 



>li = 289°26'19,6" 
>lj = 289 26 18,0 
;i8 = 289 26 20,3 
>l4 = 289 26 19,2 
>l5 = 289 26 18,8 
>l« = 289 26 19,7 



Xt =289°26'18,9 
X^ =289 26 18,0 
X^ =289 26 20,4 
>l ,0 = 289 26 20,0 
>l„=289 26 19,9 
yl,8 = 289 26 18,7 



// 



[d/] = 231,5". 

Aus diesen gleichgenauen Beobachtungsergebnissen ergiebt sich der wahr- 
scheinlichste Wert X des Winkels nach den Formeln (49) und (50), indem 
/ = 2^9°26' gesetzt wird, mit: 



x = i + t-^ = 289°26' + ??||^ 



= 289° 26 '19,3". 



Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach Formel (51): 



v 1 = z — ;i , = — 0,3 " 
v^ = x — >l2 = -f-1.3 

«8 = ^ Xz = —lfi 

«4 = X <^4 = + 0,l 

«8 = 35— >l5 = -f-0,5 

«e = ^— <^e = — 0,4 



V, =x-X, = + 0,4", 
v,i =x — Xs =-\-hS , 

»9 ^ J X^ = 1,1 , 

r 10 = i — ^ 10 = — 0,7 , 
Vn=x—Xn = — Oß , 
Vii = x — Xi% = -\- 0,6 . 
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Die Summe dieser Fehler ist: 

[r] = + 4,2" -4,1 "== + 0,1". 

Diese Summe soll nach Formel (52) gleich Null sein. Die kleine Abweichung 
+ 0,1" der Summe von Null erklärt sich durch die Abrundung des Wertes von 

r j 1 1 

X bezw. von - — ; sie mufs gleich sein der Abweichung des n fachen Quotienten 

*■ — ■' von [dl], oder es mufs genau sein: [v]=n-(^ — ■) — [dl], also im vor- 
liegenden FaUe : [ r ] = 12 • 19,3 — 231,5 = 231,6 — 231,5 = + 0,1 oder gleich dem Reste, 

der bei Ausführung der Division lo geblieben ist. Die Abrundung des 

Wertes von x kann höchstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes 
betragen und demnach darf auch [ v ] um höchstens 0,5 • n Einheiten der letzten 
Stelle des Wertes von x von Null abweichen, im vorliegenden Falle also höchstens 
um 12 0,05" = 0,6". 

3. Aufser dem wahrscheinlichsten Werte x der beobachteten Gröfee haben 
wir nun weiter aus den wahrscheinlichsten Werten Vj, v^, v,, v^ der Beob- 
achtungsfehler den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse, sowie den mittleren Fehler und das Gewicht von x zu bestimmen. 

Zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfse genügt 
ein Beobachtungsergebnis ; demnach sind, wenn n Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
n — 1 Beobachtungsergebnisse überschüssig. Mithin erhalten wir nach dem im § 14 
aufgestellten Grundsatze den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 



m 



±frl 



oder, da die Gewichte p der gleichgenauen Bcobachtungsergebnisse sämtlich einander 
gleich sind, nach: 



(53) -^ = ±Vp]/M 



Ferner erhalten wir für den mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse 
nach Formel (85): 

(54) -^-yj^iVi-i- 

Das Gewicht P des arithmetischen Mittels 

ergiebt sich nach Formel (44) aus: 

1 n\2 1 1 

n = [ J •»•-= zu: 
J \n/ p np 

(55) P=np, 

und damit der mittlere Fehler M von x wieder nach Formel (35) zu: 



(56) 



3r==..„]/),=..-i/J=±-l/j^iJ^,=±.-l/-; 



Beispiel: In dem von uns bereits benutzten Beispiele der Berechnung des 
wahrscheinlichsten Wertes eines Winkels ergiebt sich die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 
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V 1 r 1 = 0,09 , 
r j r 2 = 1 ,69 , 
VzVz= 1.00, 

t? 6 V 5 = 0,25 , 
»«Ve = 0,16, 



r 7 V 7 =r 0,16 , 
VfiVs= 1,69 , 

Vö «9 — 1,21 , 

V 10 « 10 = 0,49 , 
viiv,, ^0,36, 
t, ,2 1; la = 0,36 , 



[ri;] = 7,47. 

Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung des Winkels in beiden Lagen 
des Femrohrs ist p = 1 , demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichts- 
einheit zu: 



(58) "«=±Vpl/iül = ±/lYi2Z?^l = ±0.82". 

sodann der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse zu: 

(54) m = ± m T/^ = ± 0,82 T/J = ± 0,82" . 



Femer ergiebt sich das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x des 
Winkels zu: 
(55) P=np = l2l = l2, 

und endlich der mittlere Fehler M von / zu : 



(56) 



i»f = ± m ]/], = ± 0,82 ]/j2 = ± ^'24 



*t 



3. Die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [vv] kann 
in geeigneten Fällen auch direkt aus den Beobachtungsergebnissen >i i , J.^ , X^, 

X^ oder aus den Gröfsen d ^ i , d / 2 , d / j , dl^^ berechnet werden. Wird in 

den unter Nr. 1 für [vv] erhaltenen Ausdruck 

[vv] = nxx — 2x[X] + [Än 

\ X] 
nach Formel (48) - "^ für x eingesetzt, so folgt: 

[„,] = „[An.^]_2[^J[^] + [^^], oder: 



[vv] = [XA]- 



n 



und wenn hierin : >ii = /-f-d^i, >i2 = / + d/2, X^ = l-{-dl^y X ^^= l -{- d l ^^ ^ 

also: [ÄX] = nll-^2l[dl]-\-[dldl] und [X]^-nl-\-[dl] gesetzt wird, so wird: 

[..] = nll + 2l[di] + [dldl]-^±^±t^^W 
Demnach ist: 



{97) 






Beispi ei: Eine Mefslatte ist 10 mal mit Normalm afsstäben verglichen worden, 
und dabei haben sich folgende Abweichungen von der Solllänge ergeben: 

^i = 4-l,8mm, I Xf, = + 2,3nim 



>l, = + 2,0 
^13 = 4-1,5 

>l, = + l,8 

^5 = +1.9 



Äi = + 2.2 

^8 = + 1,7 
X^ = + 1,9 
>i,o = + 2,4 
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Hiemach soll der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung festgestellt 
Hierzu bilden wir die Quadrate der einzelnen >ii, X^ , Äz, ....>iio und danach [ il ] , 
sowie [X Ji]y wodurch wir erhalten : [ >i ] = -f 1^»^ * [XX] = 38,73. Dann ergiebt sich 

(5J) [„„] = [ ^ ^ ]_ LA LUJ = 38.73 - ^^4o— = 0.71 . 

imd damit der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung zu: 



(54) „ = ±y["_^]=±y_j.Li^ = ±o.28-. 

§ 17. Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 

1. Sind die unabhängigen Beobachtungsergebnisse X x , X%, X%, X^, die 

zur Bestimmung einer Gröfse vorliegen, nicht gleich genau, müssen ihnen vielmehr 

die Gewichte Pi,i>2,P8i P„ zugeschrieben werden, so müssen nach den im 

§ 13 aufgestellten Grundsätzen diese Gewichte in der Rechnung berücksichtigt 
werden, und der wahrscheinlichste Wert / der beobachteten Gröfse mufe aus allen 
n Beobachtungsergebnissen derart bestimmt werden, dafs die unter Berücksichtigung 
der Gewichte gebildete Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 

^\ i ^%f ^zt *n ^^ Minimum wird. Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 

ergeben sich auch in diesem Falle als Abweichungen des wahrscheinlichsten Wertes i 
von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach 

V i=x — Xi , 



Vn — X — An , 

und danach ergiebt sich als Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungs- 
fehler [pvv]\ 

p%v^V2 = 'p%xx — 2xp^X'i-\-piXtXif 
p 3 r , r 8 = p 8 ar X — 2 X p 8 .1 8 + p , ^ , ^ 3 , 



pnVnVn^pnXX — 2x'pn Xn-\-pn Xn X 



[pvv] = [p\xx — 2i[p X]'^[pXX]. 

Wenn wir diesen Ausdruck für die Quadratsumme [p»w J nach x di£ferenziren, 
den Diflferenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung nach 
X auflösen, so erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von x, wofür die Quadrat- 
summe [ptJt?] ein Minimum wird: 

^Ä^ = 2[p]x-2[pX]y 

2[p]x-2[pX] = 0, 

(5S) ^^P ^]_P\ ^\-\-P i^^-\-Pz^z-\- PnXn 

Diese Formel ergiebt sich auch ohne weiteres aus der Formel (48) , wenn 
wir uns dessen erinnern, dafs wir die Gewichte erklärt haben als Verhfiltniszahlen, 
die angeben, wie oft wir die betreffenden Beobachtungsergebnisse in der Rechnung 
berücksichtigen sollen. 

Wir bezeichnen den sich nach Formel (58) ergebenden Wert von x als das 
allgemeine arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse. 
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Ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel kann auch hier die Berech- 
nung von X meistens vereinfacht werden , indem die Werte ^i, k%^ Xz, ....-^„ 

in einen Näherungswert l und die kleinen Gröfsen dli , dl^, dl^, dl^ zerlegt 

werden, indem also wieder gesetzt wird: 

A, 2 = l-\-dli , 
(59) { Ai = l+dlt, 



An = l-{-d In . 



Dann wird: 
P,{i + dl,) + p,{l + dl^)+p^(l + dl^) + .,..p^(l+dlJ 



y oder: 



Pi+Pj + Pj + '-'-^n 



(60) 






oder: 



Die Abweichungen «j, «2, vj, v^ des wahrscheinlichsten Wertes x der 

beobachteten Gröfse von den einzelnen Beobachtungsergebnissen, oder die wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler sind wieder wie beim einfachen arithmetischen 
Mittel : 

Vi =x — kxt 
V 2 ^= X A 2 I 

(61) \ Vi = x — A,^, 



Vn = X — An . 



Multipüziren wir diese Gleichungen mit den Gewichten Pi , pt, Ps p^ 

und addiren die erhaltenen Gleichungen, so folgt: 

PlVi=PiX—pi Ai, 
PiV2=PiX — p, Xt, 

PiVz=Pz^ — Pz^s, 



pnVn=pnX — pn An , 



[pv] = [p]x—[pX], 
oder, da nach Formel (58) : [p]^=[p ^]y also : [p ] x — [p >i ] = ist , : 
(62) [1>H = 0. 

Demnach ist die Summe der mit den Gewichten multiplizirten wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler gleich Null, wenn das allgemeine arithmetische Mittel 
mehrerer ungleich genauen und unabhängigen Beobachtungsergebnisse als wahr- 
scheinlichster Wert der beobachteten Gröfse angenommen wird, was wir wiederum 
zur Probe für die richtige Berechnung von x benutzen. 

Beispiel 1: Bei der Triangulation eines Teiles des Regierungsbezirkes 
Düsseldorf ist auf dem Standpunkte Wermelskirchen die Richtung nach Radevorm- 
wald als einfaches arithmetisches Mittel aus 

16 Einzelbeobachtungen erhalten zu : Ax = 150° 45 ' 36,47 " , dann aus 
4 „ „ „: ^2 = 150 45 36,16 , endlich aus 

4 « .. „ : >l 8 = 150 45 86,68 . 



n 
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Um aus diesen 3 Werten den wahrscheinlichsten Wert x der Richtung zu 
finden, nehmen wir als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 
der Richtung, womit wir nach Formel (55) filr die Werte ^ i , X^, ^ « , die Gewichte 
|), = 16, Pi = 4, pz = A: erhalten. Mit dem Näherungswerthe i = 150 ° 45 ' 36,00 " 
ergiebt sich sodann: 

d/,= + 0,47", 

d/, = + 0,16 , 

d/3 = + 0,68 , 



l>i = 16, 
Pt= 4, 

P8= 4, 



[p]-24, 



p 2 d ^ j = -[- 0,64 , 
p^dl^ = + 2,72, 



und: 
(60) 



[pd/] = + 10.88, 
[PJ.Ü = + 0.453'', 



j = i + f ^,^\ ^ = 150 M5 ' 36,00 " + 0,453 " = 150 ° 45 ' 36,453 " . 
IPJ 

Femer ergiebt sich nach Formel (61): 

r,=x—>lj= — 0,017", und: /> i v ,=== — 0,272 , 
V2 = x—ye2 = -f 0,293 , p^r, = + 1,172, 

t;3=:j—>l,== — 0,227 , p g t? 3 = — 0,908 , 

[pt,] = _0,008. 

[pv] soll nach Formel (63) gleich Null sein. Die Abweichung —0,008 erklärt 

sich durch die Abrundung des Wertes von x bezw. von ^ K- ^-\ sie muls gleich 

sein der Abweichung des [jo] fachen Quotienten >— -i von [pdl], oder es mufe 

genau sein : [pv] — [p]|J^^ ^ ] —[pdl]y also im vorliegenden Falle : [pv] — 
24 • 0,453 — 10,88 = 10,872 - 10,880 = — 0,008 oder gleich dem Reste, der bei Aus- 
führung der Division ^ . V oI geblieben ist. Die Abrundung von x kann 

höchstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes betragen und demnach 
darf auch [pv] höchstens 0,5 • [p ] Einheiten der letzten Stelle des Wertes von x von 
Null abweichen, im vorliegenden Falle also höchstens um : 24 • 0,0005 " ^ 0,012 " . 

Beispiel 2: In demselben trigonometrischen Netze sind auf dem excentrischen 
Standpunkte S^ des Punktes Düsseldorf zur Bestimmung der Richtungen nach 
Metzkausen, Höhscheid und Köln folgende Winkel beobachtet: 

Metzkausen-Höhscheid 12 mal zu : 46 " 17 ' 36,70 " , 
Höhscheid-Köln 8 mal zu : 43 13 23,50 , 

Metzkausen-Hülfspunkt 22 mal zu : 57 04 44,11 , 
Hülfspunkt-Köln 22 mal zu: 32 26 11,36 . 

Aus diesen Beobachtungsergebnissen soll 
der wahrscheinlichste Wert des Winkels Metz- 
kausen-Köln abgeleitet werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels. Dann 
erhalten wir nach Formel (55) als Gewicht der vor- 
liegenden Beobachtungsergebnisse : 12 , 8 , 22 und 22. 
Aus den Beobachtungsergebnissen erhalten wir 
zwei Werte des Winkels Metzkausen-Köln und 
zwar den einen Wert als Summe der Winkel 
Metzkausen-Höhscheid und Höhscheid-Köln JL i = 
89 31 '00,20", den andern Wert als Summe der 



/ 



y 




^^^i^uüiiü 
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Winkel Metzkausen-Hülfspunkt und Hülfspunkt-Köln : yl 2 = 89° 30 '55,47". Nach 



1 1 _ 5 

12"*" 8"~24 



Formel (41) ergiebt sich das Gewicht pi des ersten Wertes Äi aus - 

Pi 

zu: p j = 4,8 und das Gewicht p 2 des zweiten Wertes J. 2 aus : — = 00 + 00 == rv 

P2 ^^ ^^ '■'■ 

zu: p2-=lh Mit dem Näherungswerte ^ = 89° 30 '55" erhalten wir dann nach 
Formel (60): 



Pi= 4,8, 
[l>] = 15,8, 



d^ = 5,20 
d/, = 0,47 



X 



Pidli= 24,96 , 
Pidl^= 5,17, 

[pd/] =30,18, 
'+ -f ^1' ■ = 89° 30' 55" + 1,91" = 89° 30' 56,91 ", 



und femer nach Formel (61) : 

v,=j — yli= — 3,29", 



u 



l>ivi = -15,79, 
i> 2 « 2 = + 15,84 , 



I [ptj] = 4- 0,05. 

[p»] soll gleich Null sein, wird aber wegen der Abrundung von x bezw. von 

f J~j^J \ii^x{pv\=^\p\(^^^^}^^ [p] darf hier 

höchstens 15,8 • 0,005 " = 0,08" sein. 

Beispiel 3: Aus den An- 
fangsneigungen und den Winkeln 
der vier in dem Knotenpunkte 172 
zusammentreffenden Polygonzüge 
ergeben sich für die Neigung der 
Polygonseite 172—194 gegen die 
Abscissenlinie 4 Werte und zwar 

aus Zug 38 mit 5 Winkeln: 

>i 88 = 92° 20' 25", 
aus Zug 39 mit 3 Winkeln: 

yi 89 = 92° 20' 11", 
aus Zug 40 mit 5 Winkeln: 

yl4o = 92^21'26", 
aus Zug 41 mit 6 Winkeln: 

;i 41 = 92° 21' 00". 

Die Polygonwinkel sind sämtlich mit gleicher Genauigkeit beobachtet worden, 
und wenn wir das Gewicht der Beobachtung eines Polygonwinkels als Gewichts- 
einheit nehmen, erhalten wir nach Formel (42) für die Gewichte der Neigungen 

— ^=5, — = 3, - =5, — = 6. Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste 

1>8« i>8» />« P41 

Wert I der Neigung 172—194 nach Formel (60), wenn wir den Näherungswert 
/ = 92°20'00" nehmen,: 




Fig. 8. 



P88 = 0,20, 

i> 8» = 0,33 , 
P 40 = 0,20 , 
P 41 =0,17, 
[P] = 0,90, 



dZ88 = 25", 

d^« = ll", 

<ii,o = 86", 
di,i = 60". 



Pi»dl^= 5,0, 

p 8» ^ ^3» ^^ "»6, 
P 40^^0=17,2, 
P 41^/^1 = 10,2, 

[pd/] = 36,0, 

f?^^l=40", 
[p] 



G4 
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[P] 
Ferner erhalten wir nach Formel (61): 

t7M = J— ^» = -[-15", 1>88»W = + 8,0, 

t?» = J^ — -^» = + 29", |)„r,9 = -f 9,6, 



40 



41 



= J— i^4n = — 46 



n 



40 



= ^-^4, = -20", 



1>40»40 = -- 9,2, 

P 41 » 41 = — 3,4 , 



[p«"] 



12,6 — 12,6 = 0,0 . 



2» Der mittlere Fehler m einer Beobachtung vom Gewichte p = 1 , oder der 
Gewichtseinheit, ergiebt sich aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlem 
r,, Vi, rj, r^ nach Formel (47) zu : 



(«) 



in 



±y^:i1' 



da hier ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel 9=1 Beobachtungser^bois 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfse genügt, mithin 
n — 1 QberschOssige Beobachtungen ausgeführt worden sind, wenn » Beobachtm^ 
ergebnisse vorliegen. 

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m,, iiis,m,,....fli, der Beob- 
achtungsergebnisse Ai , Ä^, Xt, ....ii^, deren Gewichte p i , PtfPtf p. sind» 

nach Formel ($5) zu : 



(64) 






w- = ± ml/ — 

Für das Gewicht P des allgemeinen arithmetischen Mittels 

[P] 



^ = ^i^r + F-z\^^ + F^.^n 



[p] • 



[pV ' [p] 

ergiebt sich femer nach Formel (4S): 

i'~\{pV p\~^\[pV p. Ui«]/ Vt'^ \[pV F. 

_ P .J^Pl+J» 3 + • • • P-- = 1 - und damit : 
[p] \P] 

(65) i'=[p]. 

Hiermit folgt dann endlicli für den mittleren Fehler U des allgemeiaen arith- 
metischen Mittels I nach Formel (S3): 



(««) 



.u~=»]/;.=..l/'"=±v'.-5f^L, 



Beispiel 1: In unserm Beispiele 1 ergiebt sich die Quadratsumme [pf c ] der 
auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobacfatungsfebler zn : 

p j r 1 r , = 0,005 , 

p 2 1 2 c 2 ==-- 0,343 , 

P 3 <• 3 f 8 ~ 0,206 , 

[per] =0,554, 
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und hiermit der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder einer einmaligen 
Beobachtung einer Richtung zu: 



(68) 



m 



=±yte'-±i/3»i^=*«.»-. 



Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m i , m 2 , m 3 der Beobachtungs- 
ergebnisse ^ 1 , ^ 2 , 'i s zu : 



(64) 



m 



m 



1 - ± m]/^^ = ± OfiByi^ = ± 0,13", 
. = ± m y^-^ = ± 0,53 ]/-J - ± 0,26", 
3 = ± m y ^- = ± 0,53 y I = ± 0,26", 



femer das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes / der Richtung Wermels- 

kirchen-Radevormwald zu: 

(65) P=lp] = 2i, 

imd damit endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes x der 
Richtung zu: 



(66) 



^= ±my], = ± 0,53 yj = ± 0,11". 



Beispiel 3'): Im Beispiele 3 erhalten wir die Quadratsumme [pvr] der auf 
die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu : 

P38l^88«88= 45, 

P8ö»8«t; 89 = 278, 

P 40 l' 40 t? 40 = 423 , 
P 41 <? 41 1^ 41 = 68 , 

[pvv] = SU. 
Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, oder einer 
Beobachtung eines Polygonwinkels zu: 



(63) 



m 



=±i/'r-v=±ys=*'«"- 



Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m jg , m 39 , m 40 , m 41 der Bestimmung 
der Neigung 172—194 in den einzeUien Polygonzügen 38, 39, 40, 41 zu: 



(64) 



m ,8 = ± m 1/-— = ± 16 1/5 = ± 35" , 
r Pas 

= ± m T/— = ± 1 6 1/3 = ± 2 7 " , 

f PZ9 ' 



m 



m 



89 



40 



= ±my^- = ± 16^5 = ±35", 

4, = ±m']/~- = ± 16^6- ± 38", 
r P41 



femer das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x der Neigung 172—194 zu: 
(65) P=[p] = 0,90, 

und endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes x der Neigung 
172—194 zu: 



*) Beim Beispiele 2 sehen wir von der Berechnung der mittleren Fehler und Gewichte 
ab, da nur zwei Beobachtungsergebnisse vorliegen, die keinen auch nur einigermafsen zuver- 
lässigen Wert des mittleren Fehlers liefern. 

KolL 2. AoiL 5 



Direkte Beobachtungen. 
*=""l/].-±'«Vo,'90 = ^ 



3> Die Rechnung nach den Formeln (38) bis (66) wird in der Regel einfacher 
und übersichtlicher durch schetnatische Anordnung, wie die folgende Darstelltuig 

unseres Beispieles 3 zeigt: 







1 Beob- ' 
















Nr. der 
Beob- 
aclituiig. 


I 
p' 


wichte 




achtungs- 
ergebnisae 


1-.. 


pdl 


z—;i. 


p«. 




pvv. 


n- 


"Vp- 


K8 


5 


0,20 




92 20 '25 


25 


5,0 


^ 


15 


+'s,o 




45 


2.2 


-3.5 


3U 


3 


0,33 


'92.20 11 


11 


B.6 


+- 


W 


+!»,( 




H78 


1,7 


-2" 


40 


5 


0,20 


j]92 21 2G|i 86 117,2 


— 


46 




V' 




42H 


2,2 


t35 


41 


6 


0,17 




92 , 21 ^ 00 


60 |10,2 




20 


— 


3,1 




68 


2,4 


±se 




0,90 
1,05 

±17" 


l 
[pdi 

[P] 


92'20 


00 
40 


[p": 


S6,0 


+ 


12,6 
12,6 


[P"] 
P"] 


814 
271 

±16' 


8,5 


135 


'tp.l 


"-' 


92 '20 


40 




0,0 



eingesetzt wird, so folgt : 



-afp-ejffp^j^ + tpi-il.oder: 



4. Die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler f p « ] kann ebenso wie ibr gleich genaue auch fllr 
ungleich genaue Beobachtungsergebnisse in geeigneten Fällen direkt aus den Beob- 
achtungsergebnissen Ai, Äi, A.,, *l„ oder den Werten dl,, dlt,dlf, dl, 

berechnet werden; denn wenn in den unter Nr. 1 für [p""] erhaltenen Ausdruck 
lpvv]^[p]r.-2[pA]x + [piA] 

-'-FpI'' 

,[pi][p-ll_ 
' Ipl (Pl 

[p'UpJ] 
(pI 

und wenn hierin; ,t, = ( + d(,, ,l, = I + dl,, >i, = I+dl ^,= I+rfl., 

also: [piA]=^[p]lt + 2llpdl] + [pdldt] und [p-i] = [p] l + [pdJl gesettt 
wird, so wird: 

lp]i[pli+2[,]i [p jii+trjii[,ii| 
Ipl 

.(fd,,i,l-t-P'"HP'"J. 
[pl 

Demnach ist : 

_tp^](pAl- 
[pj 



für I nach Formel (58) 
[p"l-[Pi 
(,„] = [piX] 

hierin; A,—l-^ 
^J-[Pl" + 21[; 
ird: 
.J.lp]ll + 2l|,„ll] + [pJld/J- 



«m 



.ipii] 



=[„M„-iiillWü. 



Beispiel: Es liegen die Ergebnisse wiederholter Messungen dner Lmie von 
nahezu 200 ™ Länge und die Gewichte dieser Ergebnisse vor wie fi>lgt: . . 
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;ii = 200,45, 
Ä , = 200,78 , 
yl , = 200,32 , 
A, 4 = 200,63 , 



Pi= 5,6, 

Pi= 8,4, 

1>8= 2,8, 

i)4== 7,0, 

P5= 4,2, 



X 5 = 200.81 , 

i [p] = 28.0. 

Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer einmaligen Messung einer Linie 
von 100 m Länge. Es soll der mittlere Fehler der Gewichtseinheit festgestellt 
werden. Wir nehmen 1 = 200, so dafs wird: 



d I X = 0,45 , 
d/, = 0,78, 
d^ = 0,32, 
d/4 = 0,63, 
d/5 = 0,81, 

Hiermit erhalten wir: 



Pidli= 2,52, 

p 2 ^ ' a = 6,55 , 
p^dlt= 0.90, 
p,dU= 4,41, 
P5dls= 3,40, 
[pd/] = 17,78, 



Pid^dli= 1,134, 
Pidlidli= 5,109, 
|),dl,dl,= 0,288, 
|)4dl4dl4= 2,778, 
P5d^d/»= 2,754, 

[pd/di] = 12,063. 



m fp.»] = [p<i/<i/]_f^U^^] = 12.068-^^-^'«3J'^ = 0,773. 
und den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit: 

(68) m 



±y^=±yi?i=*«.«"- 



§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungs- 
differenzen. 

1. Wir können oft in einfacher Weise eine gröfsere Anzahl Differenzen 
zwischen den Ergebnissen zweier gleich genauen Beobachtungen gleichartiger 
Gröfsen erlangen, die einen wertvollen Anhalt filr die Genauigkeit der Beobachtungen 
geben, und deshalb wollen wir noch feststellen, wie aus solchen Beobachtungs- 
differenzen der mittlere Fehler abzuleiten ist. 

2. Wenn uns die Beobachtung einer Reihe gleichartiger Gröfsen die Ergeb- 
nisse Ä' , Ä' , X' , -^J, geliefert hat und wir dann bei einer zweiten Beobachtung 

derselben Reihe von Gröfsen die Ergebnisse Ä'^, J,'^, ^y, ....^JJ erhalten haben, 
so werden die Differenzen dieser Beobachtungsergebnisse 



1 



2' X" 

Aj Aj , 



(68) 



I 



A =X' 



1" 



A^ = K-^'^. 



n 



» n 



im allgemeinen zusammengesetzt sein aus einer regelmäfsigen Differenz und aus 

den zufügen Differenzen di, d,, d,, d^. 

Die regelmäfsige Differenz ist entweder für alle Beobachtungsergebnisse gleich, 
oder sie bt für die verschiedenen Beobachtungsergebnisse Xi, X^, X^, ....^„ pro- 
portional bestimmten bekannten Gröfsen li , 1% , iz, l^» Im erstem Falle be- 
zeichnen wir die regelmäfsige Differenz mit * , im zweiten Falle mit kli , */,, kl^, 
kl 

Die Gröfse k mufs im allgemeinen aus den Beobachtungsdifferenzen A^, A^, 
Atf "" A^ abgeleitet werden und wir betrachten daher die Beobachtungsdififerenzen 
als Ergebnisse direkter Beobachtungen von k , oder kl^ , kl^, kl^, ....!;/„« 

5* 



m 



Direkte Beobachtungen. 
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3. Wir behandeln zunächst den einfacheren Fall, dafs die regehnäfsige Differenz 
\\\r alle Heobachtungscrgebnisse gleich ist. 

In diesem Falle erhalten wir für den wahrscheinlichsten Wert von k , wenn aUe 
Hcobachtungscrgcbnisse A.i, A^, Ä^, >i„ gleiches Gewicht haben, nach Formel (48): 



n 



ao) 



tulcr wenn die Bcobachtungsergebnisse Äi, Ä^, ^,, — ^„, verschiedene Gewichte 
/* I » P*» /» • > *'*'Ph haben, nach Formel (58) : 

[p] 

Dann ergeben sich die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler oder hier die 

wahrscheinlichsten Werte <Ji, <J«, 6^, 6^ der zufälligen Differenzen nach den 

Formeln (&1) und (61) übereinstimmend zu: 

S-i^^ k — J , , 
(71) <5, = *-J,, 



-J.-t--!. 



IMc QuAdratsuinme dieser zußUligen Differenzen kann direkt aus den Beob- 

aohtunKsdiflerenzen J|, J«, A,, 1, berechnet werden und zwar bei j^eicb 

l^nnucn Beobachtungen nach Formel (S«> aus: 



(«) 



[iS] 



[jj]-f;JJ(j] = [jj]-»*i, 



\Hlrr bei ungleich genauen Beobachtungen nach Formel (€7) aus: 



im 



iptirf) ipjj) 



ip] 



[pj]..[pjj]-[p]**. 



Bei$picl l: Bei der Aufnahme eines Polygonzuges mit dreüsig 20 ^ langen 
Strr\'ken sind die ll«>hcnwinkcl jedesmal aut* dem Anfangspunkte und dem Endpunkte 
\)er Sirroke nut einem FreihandhAhenwinkelmesser gleich genau beobacbtet worden. 
IV Kr>tehiu*se \ler beiden Bei^bachtungen x* und x*", die Untersdiiede beider Er- 
^N\i:^!Ke J V ^ A^ ^ sowie die i^uadrate der l'nterschiede J J sind in nachfolgender 
r^belle enthalten: 



<\ 


<-, 


J, 


j j. 


A\ 


X-. 


J, 


j j. 


i*. 


i-. J. 


J J. 


\V^: 


lA> 


l\S 


\V^ 


- 1..^ 


- K^ 


-i\<i 


0,:^ 


-3L4 


-W 0.4 


0,16 


vV.\ 


' 1,0 


\\:- 


l>,i^ 


- Ki^ 


- LT 


- v\T 


i\i^ 


-S.5 


— 4.1 -0,6 


0.S6 ! 


ui 


US 


-iv: 


v\4>^ 


- i\> 


- 1 ^ 


- \\T 


0.*äk 


^SS 


-M -0,6 


0.36 


. VV5^ 


l.f^ 


^v: 


\V4^ 


' \A 


- ea 


CvT 


0.*äk 


-3L1 


— M —0.5 


0^ 


xv: 


t^ 


i\i^ 


v\iV 


l> 


. e.1 


- v\ti 


v\Äi 


-S:» 


— Sw? —0.6 


0^ 


i.^ 


:10 


-\v: 


\\i>^ 


- i,: 


- :14 


— ».\7 


^\4* 




-3L6 —0» 
« 0.6 


0.81 


US 


^^:^ 


\\> 


lU^N 


:.;i^ 


- is 


- \\^ 


•At5 


— i« 


0^ 


^\o 




v>: 


vV4^ 




;iv.^ 


• * 


v\5& 


-^il 


— iS -0.7 


0,49 


v^ 




x\> 




:.>i 


J.< 


— v\T 


CoU- 


-»•»•\ 

^■^ « 


— i5 — ao 


0,25 


\> 




.\4 




;^: 


:f^>< 


- :.ii 


:..>? 


— L:äk 


— 2L« — a? 


0,49 


-5.S.4- 


-76.6— IS^ 


1U2 




















[-11 = 


= [J JI 



>^vcAwv ^•t'sitv^^ SN*^ r,v.\xo'^Ä ASit >Ä~xS-^'"^<aaiJKhs«>er Wert 
.\^>^^Nv^;^r^(^ ix^^ex^N*^«; hX*-"* a;v oeÄ AT.*ju::^socak:5e ^OBii des 
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was der aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen folgende wahrscheinlichste 
Wert des doppelten Indexfehlers des benutzten Höhenwinkelmessers ist 

Femer ergiebt sich für die Quadratsumme der zufälligen Differenzen der 
Höhenwinkel: 

02) [e5<J] = [JJ]-f-4-^[4] = ll,52--^|^18,2 = 0,48. 

4. In dem zweiten Falle, wo die regelmäfsigen Differenzen nicht für alle 
Beobachtungsergebnisse gleich sind, sondern wo sie proportional den bekannten 

Gröfsen /i, I2, Iz, ^„, also gleich ä^,, kl^, kl^, kl^ sind, liefern uns die 

Beobachtungsdifferenzen 

A — 2* 7 " 

^2 — '^a ^i > 

(74) { ^, = ^z-^3> 



1 



f 



n n n 



keine unmittelbaren Bestimmungen des Faktors ä, sondern direkte Bestimmungen 
der Gröfsen Aj/j, kl^, kl^, kl^, und wir erhalten k als arithmetisches Mittel 

aus den Werten ä; , = - - , ä; 2 = , - , * s = , * , ^*n =^ T^ • I^iese Werte haben 

M *2 »3 *n 

verschiedene Gewichte Pj^ , Pj^ , pj^ , p^ ,die wir, da 

* 1 = ~i~ ^^ 1 \ ^ i ^ i ) 
* 1 *i 

« « = -j^ = -;- ( ^ 2 -^ '/ ) 

«8=-. =l('^3 '^3/ 

*8 *3 



^« 1 



n n 



ist, aus den Gewichten Pi , Pi, Ps, Pn ^^^ Beobachtungsergebnisse ^^-i, Ä^, Ä^, 

Ä^ nach Formel (44) erhalten zu : 

-- = ^-•2.-- oder p. =^i),/iZi, 

Pjk, «2 '2 P2 * ^ 

1 1 O 1 1 7 7 



1 1 O 1 1 7 7 

Diese Gewichte vereinfachen sich, wenn die Gewichte pj, p^, pa, p^ der 

Beobachtungsergebnisse At, ^i , >i 3 , ^^ sämtlich = p sind zu : 

Pk^= 2^^^^^' 
> 
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Damit erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von k nach Formel (58) bei 
gleich genauen Beobachtungen: 



k = 



[Pk] 



1 



II 



11 



1 



oder: 



p[in 



GS) 






und bei ungleich genauen Beobachtungen : 

1 

, [Pife*] 2 1 



pii-i 



lp*l 



1 



oder: 



[pll] 



06) 



[pli] 
Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler oder der zufälligen 

Differenzen (5,, 6^, Ss, 6^ ergeben sich sodann nach : 

6 i = k l ^ — •4s, 
S^ = kli— Az, 



(77) 



<5« = *'« — 4« 

n n n 



Aus den hiemach flu* 6i, 6^, 6^, 6^ folgenden Zahlenwerten ist dann die 

Quadi'atsumme [6 6] oder \p66] zu bilden. 

Beispiel 2: Bei der Aufnahme einiger PolygonzOge mit 20 Strecken sind 
die Streckenlängen zweimal von verschiedenen Landmessern mit verschiedenen 
Längenmefewerkzeugen gemessen worden. Behufs Ermittlung des mittleren Fehlers 
der Streckenmessung soll die Quadratsumme [p6 6] der zufälligen Differenzen 
6t, 6if 6i, 6^ beider Messungen berechnet werden. 

Die Längenmessungen sind, aufser mit zufälUgen Fehlem, mit regelmäfeigeni 
aus der Ungenauigkeit und der Handhabung der verwendeten Längenmeiswerkzeuge 
entspringenden Fehlem behaftet, die sich proportional den gemessenen Längen fort- 
pflanzen. 

Diese regelmäfsigen Fehler sind verschieden für Messungen, die von verschie- 
denen Landmessem mit verschiedenen Mefswerkzeugen ausgeflüirt werden. Dem- 
nach besteht auch zwischen zwei in solcher Weise verschieden ausgeführten 
Messungen ein regelmäfsiger Unterschied, der fQr die einzelnen gemessenen Strecken 
proportional ihrer Länge ist. Sind also A,i , X^, ^s, ••**'^n ^^ Streckenlängoi, so 

sind kAi,kXi,kX9, kA,^ die regelmäfsigen Unterschiede zweier Messungen 

derselben. Dann erhalten wir ftlr k: 

^^ ^ - [p JiJ] ' 

und für die zufälligen Differenzen 6i , 6^, 6^, 6^ beider Messungen: 

6i = kA,^ — Ai, 

ö 2 ^^=^ k A i — 4 2 I 
6 i = k X i — ^8* 



OT) 



d^ = k X^ — il_ . 



Dementsprechend ist in den folgenden Tabellen [p^d] aus den Ei^gebnissen 
X' und X" beider Messungen der Polygonstrecken und aus den (xewiditen p be- 
rechnet worden : 



§ 18. 
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•Nr. 
1. 


X'. 


X", 


p- 


A — X' 
— X". 


p X, 


p XX, 


P 


XA, 


kX. '^'/ 

— A , 


66, 


p66. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 10. 


11. 


12. 


1 
1 


157,80 157,92 


8,6 - 0,12 


1360 


215 000 


„^ 


1 

163,2 


0,03 + 0,09 


0,00 81 
0.00 64 


0,070 


2 


123,60 123,70 


11,9/- 0,10 


1480 


184 000 


— 


148,0 


- 0,02 


+ 0,08 


0,076 


3 


127,96 , 127,84 


11,1 


+ 0,12 


1420 


182 000 + 


170,4l|- 0,021 — 0,14 


0,01 96 0,218 1 


4 


130,70 


130,70 


11,1 


, 0,00 


1450 


190 000: 


0,0 


— 0,02 — 0,02 


0,00 04 


0,004 





115,24 


115,40 12,8 


— 0,16 


1470 


169 000 

1 


235,2 


0,02+0,14 


0,01 96 


0,251 


6 


79,36 


79,32 18,9 


+ 0,04 


1490 


118 000 + 


59,6 


0,01 0,05 


0.00 25 


0,047 


7 


77,82 77,98 18,9 


-0,16, 


1470 


115000 — 


235,2; 


-0,01 +0,15 


0,02 25 


0,425 


8 


114,90 114,70 '12,8+0,20 


1470 


169 000 + 


294,0 


— 0,02 — 0,22 


0,04 84 


0,620 


9 


112,88' 112,84 1 12,8, + 0.04 


1450 


164 000 


+ 


58,0 


- 0,02 — 0,06 


0.00 36 


0,046 


10 


204,40 


204.68 


6,61-0,28 


1350 


277 000 


— 


378,0 


— 0,04 + 0,24 


0,05 76 


0,380 


11 


84,14 


84,14 


17,4' 0,00 


1460 


123 000 




0,0: 


0,02' 0,02 


0,00 04. 0,007 


12 


76,76 


76.88 20,7! 0,12' 


1590 


122 000' 


190,8- 0,01+0,11 


0,01 21 0,250 


13 


112,26 


112,32 12,8!!- 0,06: 


1430 


160 000 


85,8 0,02 + 0,04 


0,00 16 0,020 


U 


195,40 


195,26! 6,9+0,14 


1350 


263 000 + 


189,0 


0,04 0,18 ,0,03 24: 0,224 | 


15 


82,00 82,02; 18,9, 0,02' 

1 1' 


1550 


127 OOOl— 


31,0 


-0,01 


+ 0,0110,0001 0,002 


16 


150,88 150,90 


9,2' 0,02' 


1390 


210 000 


27,8 


0,03 — 0,01 '0,00 Ol 


0,001 


17 


112,72 112,60 


12,8+0,12 


1450 


164 000 + 


174,0 


-0,02— 0,14;,0,0196 


0,251 


18 


151,36 


151,60 


9,2 0,24, 


1400 


213 000; 

1 


336,0 


— 0,03 


+ 0,210,0441 


0.406 


19 


96,18 


96,12 


16,0+0,06; 


1540 


148 000 




92,4 


i 0,02 


- 0,08 0,00 64 


0,010 


20 


122,63 


122,52 


11,9 

1 


,+ 0,11 


1460 
[pXX] 


180 000 


— 


160,6 

1 


0,02' 0,13 

1 


0,01 69 
[p66] 


0,201 
3,509 


2428,99 9,44 


'+ 0,83 


3493000'+ 


1198,0 


-0,43+1,07 




1 




j- 1.28, 




[pXA] 




1831,0 




1,05 








1 


!- 0,45', 


— 


633,0 




+ 0,02 








i 


k^ 


[pXA 
~[pXX 


]_-6J 
] 3 493 


J3.0 

Oü( 


) 


0,0001 


81 







Die in der Spalte 6 unserer Tabelle erhaltenen Produkte p X sind verhältnis- 
mäfsig wenig von einander verschieden und wir erhalten daher einen durchaus 
genügend genauen Wert von k, wenn wir diese Produkte als gleich annehmen. 
Dann vereinfacht sich die Formel (76) auf: 

[xy 

wonach wir den konstanten Unterschied der beiden Längenmessungen in einfachster 
Weise erhalten. Mit den in Spalte 2, 3 und 5 unserer Tabelle erhaltenen Zahlen- 
werten wird 



k = 



[ J J _ — 0.45 _ _ 
[X\~ 2429 ~ 



0,000 185 , 



also nur um 4 Einheiten der sechsten Decimalstelle abweichend von dem nach 
Formel (76) erhaltenen Werte, was für die Berechnung der regelmäfsigen Diffe- 
renzen k X von keiner praktischen Bedeutung ist. 

Die Anwendung der einfachen Formel ä; = '-^ j ermöglicht es auch, filr die 

Berechnung von k ohne Mehraufwand an Arbeit ein weit umfangreicheres Beob- 
achtungsmaterial zu benutzen, als zur Berechnung des mittleren Fehlers in der 
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Regel benutzt wird. Beispielsweise sind die in unserer Tabelle mitgeteilten Strecken- 
längen aus den Polygonstreckentabellen eines Bezirkes von 5 Gemarkungen ent- 
nommen, worin die erste und zweite Streckenmessungje von demselben Landmesser mit 
denselben Mefs Werkzeugen und denselben Arbeitern durchgeführt ist. Die Gesamtlänge 
der .Strecken beträgt nach der ersten Messung 96 Ü23,67 m , nach der zweiten Messung 
m 038/J3 »n , also der Gesamtunterschied [ J ] -= 96 023,67 — 96 038,93 = — 15,26 m . 
Danach wird: 

Benutzen wir diesen Wert von k, so gestaltet sich die Berechnung der 
Quadratsumme [p6 6\ wie folgt : 



Nr. 
1. 


2. 


3. i 

1 


4. 


1 


6-kA A. 

1 


66, 


p- 


• 

p66, 

1 


0. 


6. 


7. 


8. ! 

1 


9. 


1 


157,80 


157,92 


0,12 


0,02 


+ 0.10 


0,0100 


8,6 


0,086 


2 


123,60 


123.70 


-0,10 


— 0,02 


+ 0,08 


0,0064 


11,9 


0,076 


8 


127,96 


127,84 


+ 0,12 


0.02 


- 0,14 


0,0196 


11,1 


0,218 


4 


130,70 


130,70 


0,00 


— 0.02 1 


0,02 


0,0004 


11.1 


0,004 


5 


115,24 


115,40 


0,16 


— 0.02 ' 


+ 0,14 


0,0196 


12,8 


0,251 


6 


79,36 


79,32 


+ 0.04 


- 0,01 ! 


0,05 


0,0025 


18,9 


0,047 


7 


77.82 


77,98 


0,16 


-0,01 


: + 0,15 


0.0225 


18,9 


0,425 


8 


1 14,90 


114,70 


+ 0,20 


0,02 


' 0,22 


0,0484 


12,8 


0.620 


9 


1 12.88 


112,84 ' 


+ 0,04 


— 0,02 


— 0,06 


0,0036 


12,8 


0,046 


10 


204,40 


204,68 


-0,28 


-0,03 


+ 0,25 


0,0625 


6,6 


0,412 


11 


84,14 


84,14 


0,00 


-0,01 


-O.Ol 


0,0001 


17.4 


0,002 


12 


76,76 


76,88 ' 


-0,12 


0,01 


' +0,11 


0,0121 


20,7 


0,250 


13 


112,26 


112,82 


0,06 


- 0.02 


, +0,04 


0,0016 


12.8 


0,020 


14 


195.40 


195.26 


+ 0,14 


0,03! 


0,17 


0,0289 


6,9 


0,199 


15 


82,00 


82,02 


0,02 


0,01 ' 


+ 0,01 


0,0001 


18,9 


0,002 


'l6 


150,88 


150,90 


- 0,02 


— 0,02 


0,00 


0.0000 


9.2 


0,000 


17 


112.72 


112.60 


+ 0.12 


-0.02 


-0,14 


0,0196 


12,8 


0,251 


18 


151.36 


151,60 


0,24 


0,02 


+ 0,22 


0,0484 


9.2 


0,445 


19 


96,18 


96.12 


+ 0.06 


— 0.02 


0,08 


0.0064 


16.0 


0,102 


20 


122,63 


122,52 


-f-0,11 


— 0,02 


0,13 


0,0169 


11,9 
[p66] 


0.201 


2428,99 


9,44 


-}- 0,83 


0,37 


+ 1.10 


3,657 ' 


1 






- 1.28 




-1.02 




' 




0.45 


+ 0,08 



5. Das Ge\\ncht der Beobachtungsdifterenzen J ergiebt sich aus dem Gewichte i> 
der gleich genauen Beobachtungsergebnisse Ä , da J=^' — JL" ist, nach Formel (42) 

/u : ^^ p. Da wir nun k als arithmetisches Mittel aus J,, Jf, A^, ....J^ gefunden 

halHMi, und «^ i. «S ^ , «^ $ .....<< „ ^^^ wahrscheinlichsten Beobacfatungsfehler sind, so 
ergiebt sich für den mittleren Fehler ni der Gewichtseinheit nach Formel (SS): 



m 



(^^) 



1 1 -I [66] . 

1 2iii-n 

' =^M [66] ' 
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und hiemach für den mittleren Fehler m eines Beobachtungsergebnisses vom Ge- 
wichte p nach Formel (54): 



endlich für den mittleren Fehler w^ von k, dessen Gewicht p^, wenn die regel- 
mäfsige Differenz für alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (55) 

P;^ = n-„/)=n/) ist, nach Formel (56): 



m^ 



"i'r.=-i/i=±y-r'VV-iyi-^- 



(«.) .. = i n, y;- - ± n, -)/A -±y£%. 



oder wenn die regelmäfsige Differenz proportional den Gröfsen / , , / « , / 3 , l 

1 
2 



n 



ist, wo nach Formel (65) das Gewicht Pi= o /'[^H ist, nach Formel (66): 



m^ 



^-i„,yi'^imy^^2^^=.±yipy[^^^^ 



(81) n.,=±.Yj^=^n. y^ j^-^ ^iVrrj^l D • 

Beispiel 1: Aus der unter Nr. 3 erhaltenen Quadratsumme [(5<J] = 0,48 der 
zufälligen Differenzen für n — 30 gleich genaue Doppelbeobachtungen von Höhen- 
winkeln mit den Gewichten p = 1 ergiebt sich der mittlere Fehler m^=fn einer 
Beobachtung eines Höhenwinkels für 20«» lange Strecken nach Formel (T8) und 
(79) zu: 



m 



= -±y2fn!^-ü=±y2(3^'?:i) = ±«'«^°' 



femer der mittlere Fehler ntf. des regelmäfsigen Unterschiedes k = — 0,61° zwischen 
2 Beobachtungen eines Höhenwinkels zu: 



(80) m 



k 



=±'"yÄ=±«-'^9yä=±«-'^^°' 



endlich der mittlere Fehler 3/ des arithmetischen Mittels aus den zwei für jede Strecke 
vorliegenden Höhenwinkeln, dessen Gewicht nach Formel (55) P=2 ist, zu: 

(56) M=±m y ], = ± 0.09 y ^ = ± 0,06 ° . 

■ 

6. In ganz ähnlicher Weise ergeben sich für ungleich genaue Beobachtungen 
mit den Gewichten p t , P2 , Ps, i> „ die Gewichte der Beobachtungsdifferenzen 

Ji, Jg, Jb, A^ zu: -^pi, oi'a, 2^«' -g-;)« und damit für den mittleren 

Fehler der Gewichtseinheit nach Formel (63) : 



femer für die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse Äi , Ä^, J,^, — Ä^ nach 
Formel (64): 



7« 



I>nrekte Beobachtungen. 



ILT. aA. 



(M) 



fn « = 



m 



m. 



I 



cncllidi fOr den mittleren Fehler m^ von A;, dessen Gewicht p^, wenn die r^el- 
mAf«iigc DifTcrcnz fbr alle ßeobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (€9) 

/'a 2 ' '' ' ^*^' "*^^ Formel (66): 



(H4) 



m 



. -y;r-c=±v,ViK^f 



) 



oder wenn die rcgelmflfsige Differenz proportional den Gröfsen / 1 , Z , , / , , /, 

1 
ist, wo nnch Formel (66) das Gewicht ;>*= o t/'^'l ^^^f "^^ Formel (66): 



(Hft) 



-. "V;. -Vi,wr±V(,-o"-i-i 



) 



Beispiel 2: Mit der unter Nr. 4 erhaltenen Quadratsumine [p 4 4] = 3,509 
ilcr zuflllligcn Diflcrcnzcn erhalten wir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit zu: 



(NJ) 



. l/ [p«S] ,t/ 3,509 j.A«n-. 



Irrncr nnoh Forinrl (SS) den mittleren Fehler der kürzesten Strecke ^.it — 76,8 ■ t 
dcrrn Cicwicht /»n LH).7 ist,: 



1« 



♦ m 



ii---^'*^y-i=^ «•«'■' 



rinrr mittlerrn Slrtn^kc ^»o 1*2*2,6», deren Ciewicht i>io=n,9 ist,: 



*\« 



m 



i;. 



,.- »»»111',»-= «•*•■• 

\icr Ui\jrrton Strr\^kc i,* Ä^4,5», deren Gewicht i>i# = 6,6 ist,: 



1^ 



ml ^ -O.SOl .^.= r0,12-, 

I P:o I t»,t» 



wmi endlich lien ntiltlerx^n Ft4\ler •• ^ whi ib zu : 



lSi> 



1 * 1 - 



0.000227» 



l>te in \lie Rechnung ein^tlkhrten Gewichte r-., Ps» Fsv ^m saad ans der 

t^v mrttkTe Verh*hiusse 5:x^enden Abteilung 11 der Tafel S der 

*\«\^ IX WMn *\ v'^kKNbcr ISsSl entzx>mmen worvicn. An 

vUf vWxx-vht l T^r \i^^ <nnnvAUge Me:ssung einer LJU^ge tod 822 «w Demnacfa ist 

«I \\Ä^« x^T nv.it>ere KrhU-r väer imter nualcren Y 

>le?eÄ«\g <"^r»e5^ $kvo^>on 1 Ar^, l>jis filr Llngeoznessoc^fiesi 

bnlbt»vai^v >?cr rr;Ätkr;^ Kehkr eu^er esnmjthgen Messn^ csbct Lft^p ^raa 100*» 



Berechnung des mitüeren Fehlers aus BcobachtuncadiSereiuen. 



(t«) 



"''"^*"'yp-T«^-^"''*'yia= 



± 0,078 ■" *) . 



vorkommt, der wahre Wert von t voraus bekannt ist 
so genauer Wert von k, dals er als wahrer Wert ange 



7. Wenn, wie es 
oder an Stelle dessen t 

nommen werden kann, der wahrscheinlichste Wert von k also nicht erst 
BeobachtungsdifFerenzen J,, d,, A,, .... J, zu berechnen ist, so bt die Anzahl 
der überschüssigen Beobachtungsergebnisse nicht gleich n— 1, sondern gleich n. 

Dann gehen die Formeln (?S), CSV), (82) und (SS) für die Berechnung des 
mittleren Fehlers der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse") über in 
folgende Formehl: 

rar gleich genaue Beobachtungen mit dem Gewichte p: 

(8.) "'iVpff/J. \ «3 — ±-VJ = ±l/l'. 

fltr imgleich genaue Beobachtungen mit den Gewichten pj , pti P>, P„'- 

_ — Vf;' 



'Vh 



Beispiel 3 ; In ebem Polygonnetze sind 12 Polygonwinkel mit einem 
Theodoliten unabhängig von einander mit besonderer Aufstellung des Instrumentes 
und der Signale zur Bezeichnung der Punkte je zweimal beobachtet worden. Die 
Beobachtungsergebnisse J. ' und A, " , die Differenzen A:^ i' — A", ihre Quadrate A A , 
sowie die Quadrätsumme [AA] sind in nachstehender Tabelle enthalten: 



A'. 


-l". 


4. AA. 


J.'. 


JL". 


A. 


-^ 


190, 26 


35 


190 27 


08 


— 33 


1089 


150 : IB 45 


150 20 ! 03 


— 18 324 


76 


la 


19 


m 18 


3ß 


-17 


289 


136 42 26 


13G 42 32 - 6 36 


ßO 


sa 


22 


1 ßO 37 


58 


+ 24 


.576 


189 04 04 


189 04 1 14 — 10 100 


111 


51 


23 


!1U 51 


00 


+ 23 


529 


158 


42 09 


158 ■ 41 ! 41 ,+ 28 784 


1223 
189 


20 
23 


53 


223 20 


38 
32 


+ 15 
- 8 


225 
64 


90 


4-3 1 00 


90 43 1 00 il 


24 1 189 23 




54 58 




54 40 l|+110 4416 11 


H4 


L'-l 


3e |i 84 24 


I» 


+ 20 


400 








- 92-fJJlll 


















1 






+ 18 


1 



*) Wir sehen hier davon ab, zu FrOrtem, wie die Rechnung zu Bndern ist, wenn berOck- 
sichtigt wird, dafs die in Tafel 3 der Kataster-Anweisung IX enthallenen Gewichte unter 
Berocksichtigung der regelmafsigen Fehler der LSngenmessungen gebildet sind, da dies fOr das 
vorliegende Beispiel nicht von wesentlicbcr Bedeutung ist. 

*') Der mittlere Fehler m^ von t ist in dem hier betrachteten Falle — oder nahezu = C. 
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Im vorliegenden Falle ist /; — , denn die Beobachtungen der Polygonwinkel 
werden derart ausgeflQhrt, dafs die Beobachtnngsergebnisse mit keinen in Betracht 
kommenden regelmäfsigen Fehlem behaftet sind, so dafs also auch keine in Betracht 
kommende regelmäfsige Differenz zwischen den Ergebnissen einer Reihe unabhängiger 
Doppelbeobachtungen vorhanden ist. Somit wird nach Formel (71): 

^ 1 = — J 1 , und : ö 1 ^ 1 = J 1 J 1 , 

O 2 =^ '^ 1 t O 2 O 2 — ^ «J 2 " 2 > 

^3 = ^3» ^8^8=^8^81 



^n = — ^nf ^n^n='^n^nf 



[66] = [AA] 

und der mittlere Fehler m = m einer einmaligen Messung eines Polygonwinkels vom 
Gewichte 1 wird nach Formel (80) oder (87): 



m 



="=±i/'L"=±i/.«ii=-»"- 



Beispiel 2: Bei der unter Nr. 4 durchgeführten zweiten Behandlung unsers 
Beispieles 2, wo wir k berechnet haben aus Doppelmessungen von 96 000 ™ Strecken- 
längen kann der für k erhaltene Wert als wahrer Wert angesehen werden. Dann 
erhalten wir als mittleren Fehler der Gewichtseinheit: 

(88) - = ±f\i'^-±f2%-^'^''-' 



III. Abschnitt. 

Direkte Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

§ 19. Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

1. Haben wir für eine Reihe von Gröfsen aus direkten Beobachtungen die Werte 
«i; «ai «31 a„ erlangt, so kommt es vielfach vor, dafs wir diese Beobachtungs- 
ergebnisse noch nicht als die wahrscheinlichsten Werte Xi ,x^ ,1^^ x„ der Gröfeen 

anerkennen dürfen, weil die Summe der letzteren einen bestimmten Sollbetrag S 
erfüllen mufs, weil also 

(90) ^,+^2+-''3 + ....-f„=Ä' 

sein mufs. 

Dann erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen aj, aa, a«, o^ ftlr 

jede der Gröfsen zwei Werte, nämlich erstens das Ergebnis der direkten Beob- 
achtung der betreffenden Gröfse und zweitens den Wert, der sich ergiebt, wenn 
wir von dem Sollbetrage die Summe aller übrigen Beobachtungsergebnisse sub- 
trahiren. Zuerst erhalten wir also zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes x i 
die beiden Werte: 



§19. Gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen eines bestimmten Sollbetrages. (7 



Bezeichnen wir nun die Summe der Beobachtungsergebnisse mit 2! und die 
Abweichung dieser Summe von dem Sollbetrage mit/, setzen also: 

(91 ) 1 + 02 + 08 + « 1* = -^ » 

so wird : -^" = 5— (02 + 03 + «n) 

= S— (O1+O2 + O8 + 0^) + 0i 

= /+«!. 

Sind die Beobachtungsergebnisse ai , 02, as, o„ sämtlich gleich genau 

und haben sie das Gewicht p , so ergiebt sich für die Gewichte p' und p" der Werte 
Ä' und r* nach Formel (42): 

P* =P, 



P" = 



1 



n 



1 



Hiermit und mit den für X* und Ä" gefimdenen Werten erhalten wir den 
wahrscheinlichsten Wert x , der ersten Gröfse nach Formel (58) zu : 






p'X'+p" X" _^_"^n—i 



P(/ + «i) 



P'+P 



n 



1 



oder: 



^+,r^-i^ 



npoi— poi+pZ+poi 
np—p+p 



1 



i:, = Oi + ^/. 



n 



Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis o , bei- 
fügen müssen, um den wahrscheinlichsten Wert x x zu erhalten, mit « , so wird : 



n ' 



o,+v. 



Machen wir dieselbe Entwicklung, die wir für x, gemacht haben, auch für 
X2, xj, — x^, so erhalten wir immer denselben Wert der Verbesserung «, so 
dafs allgemein ist : 

i -^1 = 01 + «, 



(93) 



.= ^/, 



(94) 



X2 = 02 + t', 

J^8 = a8 + «, 

» 

'n = «n + ^; 



wonach wir den Widerspruch / gleichmäfsig auf die gleich genauen Beobachtungs- 
ergebnisse Ol, 02, a^f o^ zu verteilen haben, um die wahrscheinlichsten Werte 

^\} ^2, ajg, x^ der beobachteten Gröfsen zu erhalten. 

Beispiel: In einem Dreieck ist jeder der drei Winkel viermal in beiden 

Lagen des Fernrohrs mit gleicher Genauigkeit gemessen worden. Die Ergebnisse 

der Messungen sind: 

ai-= 76°24'35", 

02= 59 18 28 , 

0,= 44 16 49 , 

-r=179°59'52". 
Der Sollbetrag der Summe der drei Winkel ist 180 ° , die Summe der Beob- 
achtungsergebnisse -^ = o 1 + o 2 + a 1 = 179 ° 59 ' 52 " , demnach der Widerspruch / : 

(92) /=S— -r=180°— 179°59'52" = + 8", 

und die Verbesserung v , die jedem Beobachtungsergebnis beizufügen bt : 
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(W) t;=^/=J( + 8)= + 2,7". 

Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte TT, , TT, , IT, der Winkel zu : 

r IT, = o , + V = 76°24' 35" + 2.7 = 76^24' 37,7", 
(94) I W^ = at + v = b9 18 28 +2,7 = 59 18 30,7 , 

I 1^8 = 03 + 1 = 44 16 49 +2,7 = 44 16 51,7 , 

180° 00' 00,1". 

Die Summe der für TT, , ir, , IT, erhaltenen Werte ist 180° 00' 00,1"; sie erfilllt 
«Iso den Sollbetrag bis auf 0,1". Diese kleine Abweichung vom Sollbetrage rührt aus 
der Abrundung des Wertes von v her, und sie mufs genau gleich sein der Abweichung 
der fi fachen Verbesserung v von / , also hier gleich n r — / = 3 • 2,7 " — 8,0" = + 0,1 " . 
Die Abrundung des Wertes von v kann höchstens 0,5 Einheiten seiner letzten 
Stelle betragen und demnach darf auch die Summe der wahrscheinlichsten Werte 
^\ » ^^t 's» ....Jf„ höchstens um 0,5 • n Einheiten der letzten Stelle des Wertes r 
von Null abweichen, hier also höchstens um 3 -0,05** = 0,15". 

S. Aufser den wahrscheinlichsten Werten x,, x,, x,, x^ der zu bestim- 
menden Gröfsen haben wir nun auch noch die als Genauigkeitsmaise erforderlidien 
mittleren Fehler und Gewichte zu ermitteln. 

ITm diese zu finden, haben wir zu beachten, dals hier nur ein einziger Beob- 
Aohtungsfehler /" hervortritt und dafs dies der Fehler des Beobachtungsergebnisses 

- «i}«« + «s + a« ist, der bei der Beobachtung des Sollbetrages S gemacht 

worden ist. Für das Gewicht /» v des Beobachtungsergebnisses 2 ergiebt sich, wenn 
jede der Gröfsen Oi, o^, a», a^ das gleiche Gewicht p hat, nach Formel (43): 

1 

Da uns nun der Sollbetrag von vornherein bekannt ist, also die einzige für 
denselben vorliegende Beobachtung eine übersdiOssige ist, so erhalten wir das 
tjuadrat des mittleren Fehler der Gewiditseinheit , indem wir das mit dem 
Gewichte f*^ multipUzirte Quadrat des Beobaditungsfehlers / durdi Eins dividiren. 
IVmnAch wird; 

m* j =^p//,oder: 



IM) "--/i; 



Ffrnwr wir\i der mittlen? Fehler m ^ eines jeden der Werte a,,«t»«s «,» 

\krf« f.»e\\Scht gleich ^» ist, nach Fv^rmel (tt>: 

1 



Tm Au%^ d4!^ iWwicht f\ und den mittleren Fehler Jf, eines jeden der 

wAhi^^hciulK^Mx^n Wcrtr * ^ , * , . r , jt^ der beobaKiitelen GrO&en m finden, 

litrit\M\ \v\r iunvk Auf die l^n^-imung dieser Werte. Wir hatten cfie Grö&en x 
jivt\«\vlcu aI* Arithmetische* Mittel au5 den beiden Werten i* ond Ä", deren Gewicfate 

r* fundj»- ^ jp «nd. t\\r dk' Also ^f *^p -^»- = P— ^^— ^p = p^^-^ 

Hw^müt >vii>l vIa» vWwkht T vk^ Arithmctbdhen 3fiKtels x nadi ForaMi (fB): 
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P^ = p ^ oder 
' n — 1 

und der mittlere Fehler M desselben nach Formel (66): 



<98) 



.,-.»yA.,„yi(._j)=,,-,/i(,_i) 



Beispiel: In unserm Beispiele ist / = + 8 und /> == 4 , wenn wir das Gewicht 
einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden Lagen des Femrohrs 
als Gewichtseinheit nehmen. Demnach erhalten wir den mittleren Fehler m der 
Gewichtseinheit oder einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden 
Lagen des Femrohrs zu: 

(95). m= ±/]/ip= ± 8]/f4= ± 9,2", 

sodann den mittleren Fehler m^ eines jeden der Beobachtungsergebnisse a i , a s , a « zu : 

<W m„ = ± /]/^ = ± 8 yj = ± 4,6", 

femer für das Gewicht P^. eines jeden der wahrscheinlichsten Werte x i , x j , x , 
der Winkel; 

endlich den mittleren Fehler M^ derselben: 

(98) M^=±f^l{l-l)=± 8,0 ]/| (l - 1) = ± 8,8". 
Wenn das Gewicht eines jeden der Dreieckswinkel p = l ist, so wird : 

m=m„=±/yi, I p,=i,5, I 3f,=±myj~. 

§ 20. Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer 
Gröfsen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

1. Wenn zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x , y , i , einer 

Reihe von Gröfsen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag S erfüllen mufs, 
für die also 

(99) x + y + a + .... = S 

sein mufs, die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, ß, y, ....vorliegen, 
deren Summe 

(100) a + ß+y + ..., = 2 

ist, so erhalten wir den Widerspruch / dieser Summe gegen den Sollbetrag 
wieder nach: 

(101) f=S-2. 

Weiter ergeben sich auch aus den Beobachtungsergebnissen zur Bestimmung 
eines jeden der wahrscheinlichsten Werte x , y , « , .... der zu bestimmenden Gröfsen 
wieder zwei Werte und zwar in erster Linie für x die beiden Werte 
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Haben nun die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, /? , y , die 

Gewichte p„, Pß, Py so erhalten wir für die Gewichte />' und p" der beiden 

Werte Ä* und Ä" nach Formel (41): 

1 1 



P' 
1 



Pa 



Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert x der ersten Gröfse als arith- 
metisches Mittel der beiden Werte Ä' und >i" nach Formel (58) zu: 



• ■ 




1 
P. 




1 

Pa 


1 
p. 


4 


1 

Pa 




1 
P 






// ^tt ^ \ Z.'* ^ 



([,^1-;?;)«+,^"+"' 



l. + .l 



P 



- oder: 



,Pa. 

P. 

Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis a bei- 
ftigen müssen, um den wahrscheinlichsten Wert x zu erhalten, mit t'^, so wird: 

1 



V 



a 



ra 

r 

P. 



/, 



^ = « + *'a- 



In gleicher Weise erhalten wir die Verbesserungen Vß, Vy, der Beob- 
achtungsergebnisse ß , y , so dafs wird : 



•^• = « + v„, 



(102) 





1 




Pa . 


''a^ 


1 
p. 


/, 


1 


^ß 


p^ 

1 

p. 


/, 


1 


V 


Py 
1 

P 

• • 


• 1 



(lOS) 



/^+^^l 



« = /'+%> 



wonach wir den Widerspruch f proportional den reziproken Werten der Ge- 
wichte PutPßtPyf auf die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, ß ,y , ,.. 

zu verteilen haben, um die wahrscheinlichsten Werte i , y , » , der beobachteten 

Gröfsen zu erhalten. 

Beispiel: Bei der Triangulation im Regierungsbezirke Düsseldorf haben 
sich auf dem Punkte Düsseldorf nach Centrirung der auf 4 excentrischen Stand- 
punkten gewonnenen Beobachtungsergebnisse die folgenden 4 Winkel ergeben: 
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Zielpunkte. 


Beobachtungs- 
ergebnisse 


Gewichte. 


Reziproke 1 
Werte der 
Gewehte, 11 


Gladbach 
Duisburg 
Metzkausen 
Kohl 


Duisburg 
Metzkausen 
Köln 
Gladbach 


ß 


103 
65 

8d 

101 


ÖS 
57 
29 
24 


21,79 
09,31 
42,00 
44.96 




12,0 
6,0 
15.8 
12,0 


1 
P« 

I 
Pß 

l_ 

Py 

1 

P. 


0,083 
0,167 
0,063 
0,083 


s 


359 


59 


58,06 


[Jl 


0,396 



Den Winkeln a, ß, y, e sind die Gewichte, p^, Pß, py, p, und die reziproken. 
Werte der Gewichte — , — , — , — beigesetzt, denen als Gewichtseinheit das 

Pa Pß Py Pt 

Gewicht einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in bnden Femrohrlagen zu 
Grunde liegt 

Die beobachteten 4 Winkel schliefsen den Horizont; ihre Summe muls dem- 
nach S = 360 ° sein. Die Summe der vorliegenden Beobachtungsei^ebnisse ist : 
<100) S=a + ß + y+ 1 = 359° 59' 58,06" , 

und somit der Widerspruch f: 
(191) f=S-S= 360° OO'OO.OO" — 359° 59' 58,06" = + 1,94" . 

Hiemach erhalten wir die Vertvesserungen i'„, t^, v^, v^ der Beobachtungs- 
ergebnisse und die wahrscheinlichstcD Weite i,y, t,v der Winkel zu: 



"( + 1,94) = + 0,41, 



{ + 1,94) = + 0,31, 



■ --^/■-?l'^-^( + 1941--|.041 
'- r 1 1 '- 0,396 ' + ''^ ^^±MiL 

[p\ lr3 = + l,95. 

r I = o + «„ = 103° 08- 21,79" + 0,41" = 103° 08' 22,20", 
I y^ß-\.Vß^ 65 57 09,31 +0,82 = 65 57 10,18 , 
I t^y-if-Vy^ 89 29 42,00 +0,31 = 89 29 42,31 , 
lw = e + e, = 101 24 44,96 +0,41 = 101 24 45.37 , 



3«0°00' 00,01" 



Kall. B, AbI. 
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Für die richtige Berechnung der Verbesserungen r^, r«, t?, .... und die 

richtige Bildung der wahrscheinlichsten Werte i- , y , z , ergeben sich die 

Proben, dafe die Summe der Verbesserungen [v] gleich dem Widerspruch / sein 
mufs, imd dafs die wahrscheinlichsten Werte x, y , s .... den Sollbetrag S erftülen 
müssen. Wenn die Verbesserungen r ^ , Vß, r , in der Weise berechnet werden, 



dafs zunächst der Quotient 



Werten der Gewichte 



1 



1 



gebildet und dieser dann mit den reziproken 
, . . . . multiplizirt wird, so wird der Zahlen- 



wert von [v] genau gleich dem 



Pa Pß Py 
1 



P\ 



fachen Zahlenwert des Quotienten y- 



P 



und 



dieser Betrag kann in Folge der Abrundung des Zahlenwertes von 



um 0,5 



1 



Einheiten der letzten Stelle dieses Zahlenwertes von f abweichen. Dieselbe Ab- 
weichung wird sich dann auch bei Vergleichung der Summe der Werte von 
I , y , « , mit dem Sollbetrage ergeben. 

2. Für das Quadrat des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit erhalten wir 
ebenso wie im § 19: 



m 



p^ff 



= Tjf. 



Da hier 2=a-\- ^-{-y-^- ist, so wird nach Formel (41) 

und demnach: 




(104) 



Für die mittleren Fehler wi^, m^, m^, der Beobachtungsergebnisse a, ^, 

y, ergiebt sich nach Formel (^): 



(105) 



m 






m^= I 



m 



y^^'^ih 



Den wahrscheinlichsten Wert -r der ersten beobachteten Gröfee haben wir 

als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten X* und X*' erhalten, und für 

1 



die Gewichte dieser Werte haben wir —,=^- und 

P Pa P 



1 
P\ 



gefunden. 

Pa 



Demnach erhalten wir ftir das Gewicht P. von x nach Formel (Ö5): 



^^=P' + P''=Pa + 



1 
P 



1 

Pa 



Pa 

i 

[P\ 



1 
P 



^-,oder:-/,- = ^ 



Pa 




und für den mittleren Fehler M_^ von x nach Formel (:)5) : 

1" 
1 



M, 



- * » fh 



± m 



1 — 
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In gleicher Weise erhalten wir die Gewichte P^ , P, , . . . 

Fehler Jfcf^, M^, der Werte y, t, ...., so dafs wird: 

1 

1 1 



und die mittleren 



(106) 



^'x Pa 



1 — 



Pa 






f\ 



1 l I ^ Py 



P. P' 



(lo:) 



Jf,= ±m|/^=± 



J«f,= ±m-|/1 



± m 



M=±m^-l- 



± m 




Beispiel: Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit oder der mittlere Fehler 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Femrohrlagen ergiebt sich zu : 



(104) 



m= ± 



Yfl] = "='''' Vo,i6 = 



± 3,08" , 



ferner ergeben sich die mittleren Fehler m^, w^, m^, m^ der vorliegenden Beob- 
achtungsergebnisse a, ßf y, e zu: 

m„=±m t/— = ± 3,08 yö;Ö83 = ± 0,89", 

V Pa 



(105) 



m^ = ± m y^ = ± 3,08 yo.ie? = ± 1,26", 
r Pß 

my=^ i ml/— = ± 3,08yO,Ö63= ± 0,77", 
m^= ±m t/— = ± 3,08 ^0,083 = ± 0,89", 



und die Gewichte P^., P^, P,, P^ der wahrscheinlichsten Werte i, y, «, w der 
Winkel zu: 

1 



(106) ( 







endlich die mittleren Fehler M^, M , Jlf,, M^ zu: 



-P. = 15,2 , 



P„ = 10,3 , 



P, = 18,9 , 



-P„=15.2, 



«■ 



84 
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M^=±m y^- = ± 3,08 y0,066 = ± 0,79", 



(lo:) 



3fy= ± m 



Vir 



±3,08 



= ± 0.96", 



itf , = ± m l/^ = ± 3,08 y0,053 = ± 0,71 ", 



±3,08yö,066= ±0,79". 



8. Ebenso wie die Rechnung nach den Formeln (58) bis (M) wird auch 
die Rechnung nach den Formeln (99) bis (107) in der Regel wesentlich einfacher 
und übersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die nachfolgende Anordnung 
unseres Beispieles 1 zeigt: 



Beob- 
achtungs- 
ergebnisse 



o. 






1 
P 



P 
1 




J 



n- 



• 






i 


^ ft. 




1 


B 
-M 


^-1 


p 

[11 


' • 


II '■ 


p. 




'• 


1 
( 








1081X^21.79 12,0 

65 67 09.81 6.0 

89 29 42,00 15.8 

1012444.96 12.0 



0.083 0.210 + 0,411030822.20 

0,167 0,422 + 0.82. 65 57 10.13 

0.068 0.159 + 0.81 89 2942.31 

0.088 0.210 + 0.41 101 24 45,37 



0,288 ±0,89 0,790 

0,409 ±1,26 0.578 

0.251 rO.77: 0.841 

0.288 ±0,89 0,790 



0.066 
0,097 
0.058 
0,066 



859 59 58.06 
86l> 00 00.00 



-T. 0.896 1.001 + 1.958600000.01 



V 



1.236 3,81 2,999 



0,257' ±0.7915J 
0311 ±O,96i0J 
0.230 ±0,7118,3 
0,257 ±0.7915^ 

\ 1 

1,055 3.25 



h 



- 1.94 /'. 



1 
p 


* 


f 

1 
p. 



+ 1,94 
0.396 



= + 4.90, m=±/ 




= ±l,94y2;5S = ±8,08-. 



I 



§ 21. Beispiel zum IL und m. Abschnitt 

Im Anschlufs an die Punkte 1, 57, oS. 59, deren Höhen gegeben sind mit: 

If, .V^.725. 

61.142. 

61.l2v<, 

4> 60.825. 

^nd behufs IWstinimung 
der H\M)en der l\mkte 
2 hi* T die Zi\^ ■ » bis t u 
rwrim.^! nivcUirt \\vr\icn. 
Oic bcv'^bAohtctcu Hohen« 
untt^rsohic^le «nd in Ab» 
it'ilung l der naohtV^lgr«den TAboUc (Seite nM in den Spalten I bis 8 

IV« lH\'»N*ohtun^psicrj:t'bi\issen sind in Spvalte 4 der Ableihmg l der Tabelle 
ihrr iicwiohtt' «• boi^rtl\jit. Sic sind empirisch gebildet nadi der Annhl der Arf 
*trlU«\|it^t de* NivcUintisirunientes und nach den Zielweiten. Dmen liegt als Ge- 
WK'htseuxheit lUs iVwScht eines einmaligen Nix-eöemer-Cs eaaer Stredtt von 250" 
mit /lelweiten wn vV» xu Grunde. 




§21. 



Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 



d5 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte -H2, ^z, ^4, -H^s, ^6» ^7 der Höhen 
der Punkte 2, 8, 4, 5, 6, 7 und der mittlere Fehler mu^^ eines einmaligen Nivelle- 
ments einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50» berechnet werden. 

1. Die Berechnung der gesuchten Höhen und der. mittleren Fehler ist in den 
Abteilungen 1 bis 5 der nachfolgenden Tabellen (S. 85 — 88) in schematischer Anord- 
nung nach den in den §§16 bis 20 entwickelten Formeln durchgeftlhrt Zur weiteren 
Erläuterung diene folgendes: 



1. Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte. 


2. Mittlerer Fehler 
aus Beobachtungs- 
differenzen. 


Nr. 


Der ZOge 

Anfangs- 
und 
Endpunkt 


Beobachtete 

Höhen- 
unterschiede. 

m 1 m 


Ge- 
wichte 


Gemittelte 

Höhen- 
unterschiede 
Ah. 

m 1 m 


Ge- 
wichte 

PAk- 


1 

PAh 


A. 

mm 


AA. 


pAA. 


1. ; 2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 1. 


2. 


3. 


1 


1-2 


2,979 
2,970 


X7,020 
X7,030 


0,41 
0,41 


2,9748 


X7,0252 


0,82 


1,22 


+ 9,5 


90,2 


37,0 


2 


57-2 


0,566 
0,558 


X9,433 
X9,441 


0.22 
0,22 


0,5625 


X9,4375 


0,44 


2,27 


+ 8,0 


64,0 


14,1 


3 


57-4 


X9,507 
X9,504 


0,493 
0,497 


0,56 
0,56 


X9,5052 


0,4948 


1,12 


0,89 


+ 8.5 


12.2 


6,8 


4 


4-58 


0,483 
0,479 


X9,517 
X9,519 


0,51 
0,51 


0,4815 


X9,5185 


1,02 


0,98 


+ 3.0 


9,0 


4,6 


5 


58-5 


0,306 
0,301 


X9,694 
X9,698 


0,28 
0,28 


0,3038 


X9,6962 


0,56 


1,79 


+ 4.5 


20,2 


5,7 


6 


5-59 


X8,906 
X8,896 


1,094 
1,104 


0,25 
0,25 


X8,9010 


1,0990 


0,50 


2,00 


+ 10,0 


100,0 


25,0 


7 


2 — 3 


X5,661 
X5,664 


4,339 
4,337 


0,32 
0,32 


X5,6622 


4,3378 


0,64 


1,56 


2,5 


6,2 


2,0 


8 


4 — 3 


X6,703 
X6,704 


3,297 
3,295 


0,49 
0,49 


X6,7038 


3,2962 


0,98 


1,02 


- 1,5 


2,2 


1,1 


9 


5 6 


X8,237 
X8,234 


1,761 
1,765 


0,35 
0.35 


X8,2362 


1,7638 


0,70 


1,43 


+ 3,5 


12,2 


4.3 


10 


6 — 7 


X7,338 
X7,338 


2,662 
2,662 


0,46 
0,46 


X7,3380 


2,6620 


0,92 


1,09 


0,0 


0,0 


0,0 


11 


7 3 


0,358 
0,351 


X9,642 
X9,649 


0,55 
0,55 


0,3545 

1 


X9,6455 


1,10 


0,91 


+ 7,0 


49,0 

[pAA] 

[pAA 

2n 

m — + 


27,0 


,044 
,999 


,952 
,997 


8,80 


,0235 


,9765 


8,80 


1 


+49,0 
- 4,0 


1 - 127,6 
'- 5,8 

2^4 mm 


+45,0 






t 


«lkm = 


■^y 


1 
Plkm 


±2A-]/^ 


),25 - 


:4,8 


mm , 
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3. Berechnung der genäherten Höhen der Nebenknolen punkte, des wahrschein- 


lichsten Wertes der Höhe des Hauptknolenpunktcs und ihrer Gewichte. 


Der Anfangs- 
punkte 


Der Züge " äj 
Höhenunter- 1 i -U jj, -^1^ ''i 






1 Höhe 


, 


dh.p^dk. 


•■ p,'- 


"(r. H. 


r» 


Nr. schied JA. -j^ii II 






m 




m ml m ^ a- i mm 


nun 


1. 2. 1 3. Ij-l. ! 5. ■ 6. i; 7. 1 8 9. ,10. 11. || 12. , 13. 


a) Berechnung der Höhe h, des Punktes 2 aus den Zügen 1 und 2. ; 


l 58,7250,0,00,; 1 , 8,9748 x7,0252 1.22 ;,61.6998 1,22 0.82; 0.8 0,66 


+ 1,6' + 1.31 


.»T 61.1420|0.00 


2 0,5625, X9,4375 2,27 1,61,7045 2,27 0,44j 5,5, 2,42 


-3,1,-1,36 




,86700,00 




1 ,4627 3,49 ,4043 3,49 |1.26{ | 8,08 


-0,05 










A, = e.+ ^^-]--61.6990>» + 2.4 "» = 61,7014". 










P> = [P,1 = 1.26. p,=0-™- 


b) Berechnung der Höhe A. des Punktes 4 aus den Zügen 3 und 4. | 


57 61,1420 0,00 


3 x9,5052, 0.4948 0,89 60.6472 0.89 1,12 


1,2 1.34 


-0.3 -0,341 


5« 


61,1280 0.00 


4 


X9.5185 0,4815 0,98 |,60,6465 0,98 1,02 


0,5, 0,51 
1,85 


+ 0.4| + 0.41 

+ 0.07 




J!700jO,0(^ 




1 .9763 1.87 1 .2937 1.87 2.14 










A. = S.+ ^^''''*^=60.6460«. + 0,9»'»>-60,64e9». 










J'* = tl'„] = 2.U. ^^ = 0.". 


c) Berechnung der Höhe Aj des Punktes 5 aus den Zögen 5 und ß. \ 


IS 


61,12800.00; 5 0.3038 x9,6962 1.79;61,4318 1,79 0,56j 7.B. 4,37 


-3,7 


-2,07 


5» 


60.32500,00 


6 


1.0990 X8.9010 2,00 |61,4240 2,00 0,50' 0,0 0.00 
j ,5972 3,791 ,8558 3,79 l.O^j | 4,87 


+ *,l 


+ 2,05 




.4530 0.0t 






— 0,02 










A» = 6,+ ['-,=61,4240"-L 4,1 min = 61.4281 n>. 












p,-.[pj = l,06. p-^ = 0,94. 




d) Berechnung der Höhe If. des Punktes 3 aus allen Zügen. \ 


2 61,7014 0,79 7 X5.6622 4,3378 1,56 57,3636 2,35 0,4318,6 5,85 


-7.7 


-3,81 


4 60.6469 0,47 8 x6,703ä 3,2962 1.02 57,3507 1.49 0,67 0,7, 0,47 


+ 5,2 


+ 8,« 


b 61,4281 0.1M 9 x8,2362 1,7638 1,43 k 1 






1 1 10 X7.8380 2,6620 1,09 ;i 










' 


11 1 0.3545 X9,6t5ü 0.91 ,57,3568 4,37 0.23; 6,8 
i i ,7053 6,01 ,U711 8,21 1,38 


1.56 


-0,8 


-0,21 




.7764 2.20 


7,88 


-0,04 


1 




■ffi---6i+ [■■ ,= 57,3500m-}. 5,9 -«» = 57,3559 "■. 












^'.-[pJ-1.35. j-^=0,75. 









§21. 



Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 



87 



4. Ausgleichung der Fehler in den einzelnen Netzteilen. 


Nr. c 


ier 

O 

N 


Höhen- 
unterschiede 
a. 

m 1 m 


1 


1 

P 
1 

P. 


~ • 


1 ' 

.P\ 
mm 


x = a + v. 
m m 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


N.N. 
©2 
©3 


1.2 

7 


1 
61,7014 i 

X5,6622 1 4,3378 

1 

t 


0,79 
1,56 


0,336 
0,664 


-2,6 
-5,1 


61,6988 
X5,6571 


4,3429 


2 

S 

f 


57,3636 
57,3559 




2,35 


1,000 


-7,7 


57,3559 

1 

1 


— 7,7 mm 


N,N. 
©4 
©3 


3.4 

8 


60,6469 
X6,7038 


3,2962 


0,47 
1.02 


j 
0,315 +1,6; 

0,685 +3,6 

1 


60,6485 
X6,7074 


3,2926 


2 
S 

f 


57,3507 
57,3559 




1,49 


1,000 


+ 5.2 


57,3559 




-[-5^2n">i 




N,N. 

©5 

©6 

©7 

3 


5.6 
9 

10 
11 


61,4281 

X8,2362 

X7,3380 

0,8545 


1,7638 

2,6620 

X9,6455 


0,94 
1,43 
1,09 
0,91 


0,215 
0,327 
0,249 
0,208 


-0,2 
— 0,3 
-0,2 
-0,2 


61,4279 

X8,2359 

X7,3378 

0,3543 


1,7641 

2,6622 

X9,6457 


2 

S 

f 


57,3568 
57,3559 




4,37 


0,999 

1 


— 0,9 


57,3559 

1 




0,9 mm 



2. In Abteilung 1 bt zuerst das einfache arithmetische Mittel der beobachteten 
gleich genauen Höhenunterschiede gebildet. Die erhaltenen Werte sind als gemittelte 
Höhenunterschiede iA in Spalte 5 eingetragen. Die Mittelbildung ist durch Zu- 
sammenfassung der Zahlenwerte der Höhenunterschiede und ihrer dekadischen 
Ergänzungen zu einem Gesamtergebnis in der Weise erfolgt, dafs beispielsweise für 
den Zug 1 zu den Zahlenwerten 2,979 und 2,970 des Höhenunterschiedes die den 
dekadischen Ergänzungen x7,020 und x7,030 entsprechenden Zahlenwerte 2,980 und 
2,970 hinzugenommen sind und aus allen 4 Zahlenwerten das einfache arithmetische 
Mittel JA = 2,9748 gebildet ist, dem dann wieder die dekadische Ergänzung x7,0252 
beigesetzt ist zur Benutzung für die Sicherung der folgenden Rechnungen. 

3. In Spalte 6 und 7 der Abteilung 1 sind weiter die Gewichte p^,^ der ge- 

mittelten Höhenimterschiede Ah, sowie ihre reziproken Werte gebildet. Die 

Pah 
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5. Die wahrscheinlichsten Werte der Höhen, Höhenunterschiede und 
Beobachtungsfehler, sowie der mittlere Fehler. 



Nr. der 






a 
N 



Höhen 



Wahrscheinlichste 
Werte der 
Höhen- 
unterschiede 
AU, 



m 



m 



m 



Gemittelte 
Höhen- 
unterschiede 
Ah, 

m I m 



II 



I 



mm 



vv. 



PAk 



U 
U 






1. 



2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



7. I 8. 



9. 



rOl 
^2 



o:57 

.0)4 



^5 i 
.S3 



.0^6 



v^7 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

i 9 

I 

■ 10 

11 



58,7250 

61,6988 

61,1420 

60,6485; 

61,1280 

61,4279 

60,3250 

57,3559 

59,6638 
57,0016 



2,9738 i 

0,5568 

X9,5065 

0,4795 

0,2999 

X8,8971 

X5,6571 

X6,7074 

X8,2859 I 

X7,3378 

0.3543 



X7,0262 

X9,4432 

0,4935 

X9,5205 

X9,7001 

1,1029 

4,3429 

3,2926 

1,7641 

2,6622 

X9,6457 
9939 



2,9748 
0,5625 
X9,5052 
0,4815 i 

i 

0,3038! 
X8,9010 
X5,6622 j 
X6,7038 
X8,2362 
X7,3380 

0,3545 



X7,0252 — 1,0 
X9,4375|— 5,7 



1,0 
82,5 



0,4948;+ 1,3;: 1,7 

X9,5185 — 2,0 ; 4,0 

X9,6962 — 3,9 ;| 15,2 

1,0990 j— 3,9,15,2 

4,3378 i— 5,1 26,0 

3,2962!+ 3,6 13,0 

I ' 

1,7638 i— 0,3 0,1 

2,6620 ;— 0,2 0,0 

X9.6455!— 0,2 0,0 



0,82 0.8 
0,44 14,3 
1,12 I 1,9 



1,02 
0,56 
0^ 
0,64 
0.98 
0,70 
0,92 
1,10 



4,1 

8,5 

7.6 

16,6 

12.7 

0,1 
0,0 
0,0 



,9765 + 4,9 [l>A4FF]=66,6 



m 



.=1/1-^... 



6mjB. 



1^1 



km 



-^M^ö;k=^''2 



Gewidite p in Spalte 4 gelten för den durch den Zahlenwert und seine ehea- 
falb unmittelbar von der Latte abgelesene dekadisdie Ergänzung bestimmten 
Höhenunterschied, so dafs in dem arithmetischen Mittel J k nur 2 Beobacfatungseilgeb- 
nisse vom Gewichte p vereinigt sind, womit das Gewicht p^^^ nadi Fcuinel (Si) 
erhalten wird zu: p^^^'^p, 

4. In Abteilung 2 der Tabellen folgt die Bildung der Differenzen A zwischen 
den Eqg:ebnissen der ersten und der zweiten Beobaditung der Hflhemi n ter sc hiede 
und der Quadratsumme [ f> J J ] dieser Differenzen. 

Die beiden Nivellements sind mit Latten ausgeftkhrt, deren Teüniigen so genau 
übendnstimmen« dafs eine in Betradit kommende konstante Abwekbang k zwisdien 
den Ergebnissen beider Nivellements nicht vorhanden ist Demnadi trptSbt sich der 
mittlere Fehler m einer Beobachtung der Gewiditseinheit zu: 
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mm 



Hieraus folgt der mittlere Fehler w n^ eines einmaligen Nivellements einer 
Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50 ^ , dessen Gewicht p i km = ^»^5 
ist, mit: 



(39) m 



Ikm 



-^'']/F--^=^''']/m=^'''-- 



5. In Abteilung 3 folgt zunächst unter a , 6 , e die Berechnung der genäherten 
Höhen A , , A4, A 5 , der Nebenknotenpunkte 2,4,5 und der Gewichte p « , jp 4 , p r 
dieser Höhen aus den Höhen der gegebenen Punkte und den Höhenunterschieden 
A h , sowie den Gewichten p^^ der die Punkte 2,4,5 unmittelbar mit den gegebenen 
Punkten verbindenden Züge. 

Die genäherten Höhen und die Gewichte sind beispielsweise für Punkt 2 er- 
halten, wie folgt: 

Für die Höhe des Punktes 2 sind zuerst 2 Werte «?', , fj'i aus den gegebenen 
Höhen H^ und H^<; und den Höhenunterschieden 4A, , J A, der Züge 1 u. 2 berechnet: 

17,' = ^! +4^1 = 58,7250 + 2,9748 = 61,6998, 
,y J' = ^gy + 4Ä , = 61,1420 + 0,5625 = 61,7045 . 

Die Gewichte pL, p'^ dieser beiden Werte sind erhalten aus den Gewichten 
p^ =00 , pfj =cx) der unveränderlichen Höhen H^, H^'j und den Gewichten 
pj'ä^ = 0,82, pll;^^ = 0,44: 

Pn~^B,nk, °°^0'ö2 0,82' 



(41) 



l^'i ^/r„ ^4*. °°^Ö»^ Ö,44' 



p;,=o,82. 



p- = 0,44 . 



Damit folgt der genäherte Wert der Höhe A,: 

/ 175 = ^2 + ^^' = 61,6990 m + 0.8 mm, 

^^^^ \ i7;' = ^, + (iA" = 61,6990m + 5,5mm, 

r«m Ä -h \ ^n'^^'^^V ^^" -f^Am^ ■ 0,82 • 0,8 + 0,44 ■ 5,5 
(60) A , _ 5 , + -^-^,^ _ 61,6990 + pg +Ö;44 

^ ^ = 61,6990 m + 2,4 mm = 61,7014 m. 
und das Gewicht p 2 der genäherten Höhe A , : 
(65) p, = [p^] = 0.82 + 0,44 = 1.26. 

6. Unter d der Abteilung 3 folgt dann die Berechnung des wahrscheinlichsten 
Wertes H^ der Höhe des Hauptknotenpunktes 3 aus den unter a, 6, c erhaltenen 
Höhen A , , A4, A 5 der Nebenknotenpunkte 2,4,5 und den gemittelten Höhen- 
unterschieden iAf, ^Ag, 2IA0, ^Ajo, 2IA11 der den Punkt 3 mit den Punkten 2,4,5 
verbindenden Züge 7 bis 11 unter Berücksichtigung der zugehörigen Gewichte. Die 
Berechnung ist in gleicher Weise erfolgt, wie unter Nr. 5 erläutert ist, nur mit dem 
Unterschiede, dafs die Höhen A , , A4, A g mit den unter a , 6 , e erhaltenen Gewichten 
P2 = l,26, p4 = 2,14, p 5 = 1,06 und nicht, wie die gegebenen, als fehlerlos zu be- 
trachtenden Höhen, mit unendlich grofsem Gewichte eingeführt sind. 

Der für die Höhe des Punktes 3 erhaltene Wert H^ = 57,3559 m ist der wahr- 
scheinlichste Wert dieser Höhe, denn er ist unseren im § 13 aufgestellten Grund- 
sätzen entsprechend als einheitliches Endergebnis aus sämtlichen Beobachtungs- 
ergebnissen unter Berücksichtigung ihrer Gewichte derart gewonnen, dafs die Quadrat- 
summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum ist. 
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#. DagcKcn sind die Werte kj, k^, k^ nicht die wahrscheinlichsten Werte 
vier 1 1 Collen der Punkte 2, 4 , b , weil sie nur je aus zwei der vorliegenden Beob- 
achtungsorgebnisse abgeleitet worden »nd. Wir können jetzt aber die ivahrschein- 
Uohston Werte der Höhen dieser Punkte in sehr einfacher Weise erhalten; denn 
luoh Feststellung der Höhe H^ des Hauptknotenpunktes 3 kann das Nivellements- 
netz in drei von einander ganz unabhängige Teile zerlegt iverden, die fttr sich aus- 
geglichen werden können, nämlich in den die Züge *t, m^, m^ umfassenden Teil 
mit dem Punkte 2 , den die Züge x > , x « , x « umfassenden Teil mit dem Punkte 4 
und den die Züge m^, s«, x^, s,o, z^ umfassenden Teil mit den Pimkten 5, 6, 7. 
Die Ausgleichung der Fehler in diesen einzehien Teilen des Netzes erfolgt am ein- 
t'aohsten nach dem im § 20 behandelten Verfahren ftkr direkte wigleich genaue 
Beobachtungen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfbllen mufs. 

S. Diese Ausgleichung ist in Abteilung 4 der TabeUen durchgeführt. 

Im ersten Teile des Netzes mufs der wahrscheinlichste Wert der Höhe des 
Punktes 2 und der wahrscheinlichste Wert des Höhenunterschiedes im Zuge <; 
zusammen gleich sein der feststehenden Höhe H^ des Hauptknotenpimktes 3. Der 
zu erfüllende Sollbetrag ist also S = if, = 57,3559. Die vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse ergeben: 

A , + JA 7 -- 61,7014 + X5,6622 ^ 57,8686 = J?. 

Der vorhandene Widerspruch ist demnach: 
(!•!) fr.rS—2 = 57,3559 — 57,3686 = — 7,7 «» . 

Dieser Widerspruch ist nach § 20 Nr. 1 proportional den reziproken Werten 
c«r Gewichte p^ = 1,26 der Höhe Aj und /i^^^ = 0,64 des Höhenunterschiedes J*:, 
verteilt, indem die Verbesserungen r^ und r^^^^ berechnet sind zu: 



U«) 



1 

Pi 
1 

P 
1 

PSh, 

1 
P 



f = 2Z^-'^'^ = -^^^^ 



J*T = VlV f= 2!35 ( - 7.7 ) = - W . 



nie: 
chie; 



il«l 



irx'trc r 



Tnit sind die wahrscheinlichsten Werte der Höhe H^ und des Höbcn- 
ies JHj erhalten zu: 

I 11,.- A. — r,.^ -= 61.7014 m — 2,6»«= 6K6W8», 

I J//: - JA ; — r^j^. - X.\6622 m _ 5,1 mm = X5,fö7l ■ . 

5crin:e dieser beiden Werte 

//, -^ MI: — »>1.♦>9^S — N^6571 = 5T^3559b 
=.tr.T die Hohe Hs . erfiillt also den SoUbetrag. 



rl-t-ir.^r Weise ist auch die Ausgleichung der Fehler ßSr 
il it< Nivellementsnetzes durchgeführt. 



uad 






-- .-<'- V." 



- :r_ii: 



uT.z •> der Tabellen sind endlich in den 
rte der Hchen H und der Höhe: 
i ■■ ür<rr.o::::r.er.en gemittclien H 







S» 4, 5 <fie wahr- 
SH iwir den ans 






: Sril:c ^ die wahrscheinlichsten Werte 

- der. Spalten 7 bis 9 die Qoadral 1 I'-l»'*"'*"! =*Wder 

... - ■ 



§ 22. Gleichungen zw. d. wahren Werten d. beobachteten u. d. zu bestimmenden Gröisen. 91 

Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Höhen der 6 Punkte 2 bis 7 im 
Anschlufs an die gegebenen Punkte sind 9^6 Höhenunterschiede erforderlich. Im 
Ganzen sind n = 11 Höhenunterschiede bestimmt, und demnach n — ^' = 11 — 6 = 5 
überschüssige Bestimmungen vorhanden. Somit ergiebt sich der mittlere Fehler der 
Gewichtseinheit nach der Grundformel (^7) zu: 



=±i/%^=±f 



m = ± V -r-:r-^=± l/'^^- = ± 3,6 mm . 



Den Gewichten p^j^ liegt als Gewichtseinheit das Gewicht eines einmaligen 
Nivellements einer Strecke von 250 m Länge mit Zielweiten von 50 m zu Grunde, 
während das Gewicht eines solchen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer 
Länge i> 1 lun = ö>25 ist. Hiemach ergiebt sich der mittlere Fehler w 1 ^m einer 
Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50 m aus der Gesamtnetz- 
ausgleichung zu: 

(3») mi,„= ± «,y^= ± 3,61/^25= ± 7.2-n. 

Während derselbe unter Nr. 4, und in Abteilung 2 der Tabellen aus den Beobach- 
tungsdifferenzen zu ± 4,8 mm erhalten ist. 



IV. Abschnitt. 

Vermittelnde Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwicklung des Verfahrens. 

§ 22. Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren 
Werten der beobachteten und der zu bestimmenden Grörsen. 

1. In den vielfach vorkommenden Fällen, wo die zu bestimmenden Gröfsen 
nicht direkt beobachtet werden können, wo vielmehr andere Gröfsen beobachtet 
werden müssen, die die Kenntnis der zu bestimmenden Gröfsen vermitteln, müssen 
zuerst die Beziehungen zwischen den beobachteten und den zu bestimmenden 
Gröfsen durch Gleichungen ausgedrückt werden, wenn aus den vorliegenden Beob- 
achtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen 
abgeleitet werden sollen. Die Gleichungen, wodurch diese Beziehungen ausgedrückt 
werden, ergeben sich meistens aus dem bekannten mathematischen Zusammenhang 

zwischen den wahren Werten der beobachteten Gröfsen (-^1), (^«), (^»), C-^«) 

und den wahren Werten der zu bestimmenden Gröfsen (x), (y), (2), ; sie 

werden zweckmäfsig auf die allgemeine Form : 

(>l,) = F,((x),(y), (z), ....), 

{Ä,) = F,((x),(y), (z), ....), 

008) ^ {A,,) = F,{{x), (y), («),....), 



(^u) = ^n{i^)^ (y). («),•...) 
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ILT. IV. A. 



gebracht, so dais also die wahren Werte der beobachteten GrOisen {Jii), {Jit). 

(^s)y i^») ^ entwickelte Funktionen der wahren Werte der zu bestimmenden 

Gröisen (x), (y), (»), erscheinen. 

2' Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse. Wenn weniger Beobachtungsergebnisse vorliegen als zu 
bestimmende Grölsen, so ergeben sich keine bestimmten Werte der letzteren. 
Liegen ebensoviele Beobachtungsergebnisse vor wie zu bestimmende Grölsen, so 
können ihre den BeobachtungsergelHiissen entsprechenden Werte gefunden werden, 

indem die Gleichungen (108) nach (x), (y), (x), aufgelöst und üi die dadurch 

erhaltenen Ausdrücke die vorliegenden Beobachtungsergebnisse eingesetzt werden* 
Die erhaltenen Werte der zu bestimmenden Grölsen und die Beobachtungsergebnisse 
entsprechen einander dann genau, und die den Beobachtungsergebmssen anhaftenden 
Fehler treten nicht hervor, von einer Ausgleichung der letzteren kann demnach 
dann auch keine Rede sein. Nur wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen als 
zu bestimmende Gröfsen, treten bei Vergleichung der Beobachtungsergebnisse mit 
den ihnen entsprechenden Werten der zu bestimmenden Gröisen die Beobachtungs- 
fehler hervor und nur in diesem Falle kann auch eine Ausgleichung der Beobach- 
tungsfehler erfolgen. Wenn das nachfolgend zu entwickelnde Rechnungsverfahren 
für die Ausgleichung der Beobachtungsfehler daher Anwendung finden soll, so muls 
die Anzahl der vorliegenden Beobachtimgsergebnisse und damit auch die Anzahl n 
der Gleichungen (108) gröfser sein als die Anzahl q der zu bestimmenden Gröfsen. 

Beispiel 1: Für die Punkte P», P,, P,, P*, 
P5 sind die rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
wie folgt: 

Pi : 1 1 =^ 6 548,30 , 
Pj: x,= 6 570,58, 
P,:x, = 6 297,72, , 
P4: X4 = 6056,29, ■ 
P,:x5 = 6 246,43, i 

Diese gegebenen Koordinaten sind als fehler- 
freie wahre Werte anzusehen. Zur Bestimmung 
des Punktes P sind die Streckenlängen zwischen 
diesem Punkte und den Punkten Pi, P«, Pj, P4, P5 gemessen worden. Die Er- 
gebnisse «1, fa, «8> «4, »5 der Messung dieser Strecken und die Gewichte 




yi = 2061,99, 
y, = 2420,30, 
y , = 2 552,03 , 
y4 = 2276,00, 
y 5 = 1 896,99 . 



Pl, P2f P%y Pa, Pb 

PP,: «,=331,60, 
PP^: «, = 272,00, 
PPj,: «, = 247,10, 
PP^: «, = 269,50, 
«^ = 416,70, 



der Messungsergebnisse sind: 



PP, 



/>i = 5,43, 
P2 = 6,92, 

P4 = 6,92, 
P5 = 2,59. 



Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen Strecke 
von 822 m Länge. Das Gewicht einer unter gleichen 
Verhältnissen gemessenen Streckenlänge von 100» 
Länge ist p 100 = 14,8*). 

Es Süllen hiemach die wahrscheinlichsten Werte der rechtwinkligen Koordi- 
naten X y des Punktes P bestimmt werden. 



•) Die Gewichte sind aus Tafel 3 der Kataster-Anweisung IX entnommen und zwar die 
Gewichte Pi, p^, p4 nach Spalte I, die Gewichte Pa, Ps nach Spalte 11 dieser Tafel, 
entsprechend den Verhältnissen, die bei Messung der betreffenden Strecken vorlagen. In dieser 
Tafel ist das Gewicht einer unter mittleren Verhältnissen gemessenen Länge von 822 ^ gleich Eins. 



§2S. 
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Die Beobachtungsergebnisse «i, «a, «,, «4, «5 sollen uns die Kenntnis der 
Koordinaten x y vermitteln. Die Beziehungen zwischen den beobachteten und den 
zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich allgemein nach dem pythagoräischen 
Lehrsatze so, dafs das Quadrat der wahren Werte der Streckenlängen («„) 
gleich sein mufs der Summe der Quadrate der wahren 
Werte der Koordinatenunterschiede (x) — x^, (y) — y^ der 
Punkte P und P^. Die sich hieraus ergebende allgemeine 

Gleichung (««)'= ((^)~-"^«)'+((y)~yn)' lösen wir nach 
(«„) auf und wenden sie für jedes einzelne vorliegende Beob- 
achtungsergebnis an, womit wir die Gleichungen (108) erhalten, 
die die Beziehungen zwischen den wahren Werten der beob- 
achteten und der zu bestimmenden Gröfeen in der für das folgende passenden Form 
darstellen : 




(108) 



(«1 
(«2 
(«. 

(«5 



= y((^)-^i)« + ((y)-yi) 






= l/((^)-^4)*+((y)-y4) 



Die Anzahl n = 5 dieser Gleichungen ist gröfser als die Anzahl q = 2 der zu 
bestimmenden Gröfsen, so dafs wir also das nun zu entwickelnde Rechnungs- 
verfahren auf dies Beispiel anwenden können. 



§ 23. Fehlergleichungen. 

Wie wir bereits besprochen haben, können wir die wahren Werte der beob- 
achteten Gröfsen nicht ermitteln, imd wenn wir auch bei Ausführung unserer 
Beobachtimgen alle mögliche Sorgfalt anwenden, werden unsere Beobachtungs- 
ergebnisse immer mit Beobachtungsfehlem behaftet sein. Denmach können wir 
aus den Beobachtungsergebnissen auch nicht die wahren Werte (x), (y), («), ... 
der zu bestimmenden Gröfsen ableiten, sondern müssen uns begnügen, die den 
fehlerhaften Beobachtungsergebnissen möglichst gut entsprechenden wahrschein- 
lichsten Werte x, y, «, ... der zu bestimmenden Gröfsen zu ermitteln. 
Diesen wahrscheinlichsten Werten der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen die 
wahrscheinlichsten Werte Li, Lg, L3, ... L^ der beobachteten Gröfsen. 
Die wahrscheinlichsten Werte x, y, «, ... und Li, Lj, L,, ...L^ stehen zu ein- 
ander in derselben Beziehung, wie die wahren Werte (x), (y), (i), ... imd (-^1), 
(-^2), {^z)p ...(>l„), wonach aus den Gleichungen (108) folgt : 

L, = Fi(x, y, «, ), 

Li = Fi{r, y, z, ), 

L3 = F8(x, y, «, ), 



(100) 



^«=^«{^>y* *f )• 



Die wahrscheinlichsten Werte Lj, Lj, L,, ...L^ der beobachteten Gröfsen 
weichen von den thatsächlich vorliegenden Beobachtungsergebnissen >li,>l«,-^»,...>l„ 
in der Regel um kleine Gröfsen ab, die die wahrscheinlichsten Beobach- 
tungsfehler Vi, V], vj, ...v„ darstellen, so dafs ist: 



94 



Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



f 



<110) 



Die Gleichungen (109) und (HO) bezeichnen wir als Fehlergleichungen. 

Beispiel 1: Aus den wahrscheinlichsten Werten x y der rechtwinkligen 
Koordinaten des Punktes P und der gegebenen Koordinaten der Punkte Pi, P2, 
P,, P4, P5 erhalten wir für die wahrscheinlichsten Werte der Streckenlängen 5,, 

Si, Äs, S4, S^: 



ao9) 



(110) 



s, y(. 


f *i)* + (y yi)', 


s»-i/(^ 


f 'f2)' + (y y«)*, 


c ^8)' + (y ya)*, 


s« l/Ö 


r~/,)«+(x-X,)», 


scheinlichi 


Sten Beobachtungsfehle] 
ri — S,— «1, 

« j _ Sa — «2, 

Vs — ^8 «8, 
»4 5^4 «4, 



8 > ''' 4 * 



r 



§ 24. Näherungswerte. 

1. Nach unseren allgemeinen Ausgleichungsgrundsätzen erhalten wir die wahr- 
scheinlichsten Werte x, y , « , der zu bestimmenden Gröfsen , indem wir die 

Werte bestinmien , für die die Quadratsumme [pw] der auf die Gewichtseinheit 

zurückgeführten wahrscheinlichsten Werte v^-^p^ , r 2 Ypt , «'a l/p s , ^nVPn ^^^ 

Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Die Entwickelung der sich hiemach ergebenden 
Formeln gestaltet sich jedoch in der Regel einfacher und übersichtlicher, schliefst 
sich auch meistens dem bei der praktischen Anwendung einzuschlagenden Rechnungs- 
verfahren besser an, wenn wir die zu ermittelnden Werte / , y , » , .... zunächst in 

Näherungswerte j, 9, j, und in kleine, diesen Näherungswerten beizufügende 

Werte rfj, dx)^ dj, zerlegen und diese Teil werte getrennt von einander ermitteln. 

Die Zusammenfügung der getrennt von einander ermittelten Teilwerte mufs uns dann 
die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen liefern, so dafs ist: 

2 = a + rf8, 



(111) 



Beispiel 1: In unserm Beispiele zerlegen wir die gesuchten wahrschein- 
lichsten Werte der Koordinaten x y in die genäherten Koordinaten j 9 und in die 
diesen beizufügenden Koordinatenverbesserungen d^ rfp, so dafs ist: 

(111) I ^ = £ + ^E, 

2. Die Näherungswerte e, 9, 3, müssen derart bestimmt werden, dafs 

die ihnen beizufügenden Werte dj, dp, dj, verhältnismäfsig kleine Gröfsen 

werden, für die die weiterhin anzuwendenden Differenzialformeln mit genügender 
Schärfe zutreffen. Im übrigen ist die Art und Weise, wie diese Näheningswer 
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werden, für das Endergebnis ganz bedeutungslos. In manchen Fallen 
werden bereits bei Beginn der Ausgleichungsrechnung aus irgend welchen vorher- 
gegangenen Ermittelungen brauchbare Näherungswerte bekannt sein. In anderen 
Fällen werden sie zweckmäfsig in einfacher Weise durch graphische Konstruktionen 
bestimmt werden können. In jedem Falle können aber aus den vorhegenden Beob- 
achtungsergebnissen A,, Ä-,, A,, A^ so viele ausgewählt werden, wie zu be- 
stimmende Gröfsen t,, ij, ,1 vorhanden sind, und letztere aus erstercn berechnet 

wtrden. Diese Berechnung kann nach bekannten oder für den vorliegenden Fall zu 
bildenden einfachen Formeln oder derart ausgeführt werden, dafs die ausgewählten 
Bcobachtungsergebnisse und die Näherungswerte in die Gleichungen (lOS) an Stelle 
der wahren Werte der beobachteten und der zu bestimmenden Gröfsen eingeführt, 
und die damit erhaltenen Gleichungen nach den Näherungswerten aufgelöst werden. 

Beispiel I: In unserem Beispiele können wir die genäherten Koordinaten 
j q des Punktes I' in der Weise ermitteln , dafs wir z, B. die Punkte Pi und Pj , 
nach ihren gegebenen Koordinaten etwa im Mafsslabe 1 : 1000 auftragen, den Punkt 
P durch Bogensehnitt mit den Längen i , und » , bestimmen und danach die Nähe- 
rungswerte j: n der Koordinaten aus dieser graphischen Konstruktion entnehmen. 
Femer können wir auch die Näherungswerte t, n z. B. aus den Koordinaten r , y,, 

der Punkte P,, P, und aus den Streckenlängen «, und », nach den bekannten 
fllr logarithmische Rechnung geeigneten Formeln für den Bogensehnitt gemessener 
X.angen*) oder nach den in der folgenden Tabelle angewandten, ftlr die Rechnung 
mit der Rechenmaschine geeigneten Formeln berechnen. 

Ejidlich können wir z. B. die Streckenlängen 331,6 und 272,0 (br («,) und («,), 
die Näherungswerte j i) ftlr (/) (y) und die Zahlenwerte der gegebenen Koordinaten 



. 


P/- 




"'""■ vl-v 


■ ! »'^(i'.-y, ]' + (*,-!,)'. 1 


^0 %— 


, ,. + ,.'_,,» 


I — 


J' — »,' 


2{y.-y.) ■ 

~Si— Vi' 


' Acolgv^yB*-An 

S='i+(E-'-.) 
= V. — (I — ij™t?v + ^. 


Probe; ( i)- ;,,)■ -f (e-*,)'=^.,'. 
')-^B'— A' bekommt dasselbe Vorzeichen wie A eoig v . ' 


Vi 

v« 




2061,91) 
2 420,30 


cotgv 


6 548,30 
1 6 570.58 


«. 


12 8« 82 
359,00 
331,60 
278,00 


+ 
+ 


308,31 
716.62 


+ 
+ 


22,28 
0,062 181 






2 306,00 
114,30 


l 
X-'^^ 


- 


224,54 

6323,76 

246,82 


A 

A' 

A^~,,^ 


+ 


16 4857 

230,048 
5 29 22 
5 7036 


IS 


332,'239 
1103 83 
5 74 61 
239,710 


A colg V 


+ 

+ 


14,304 
254,015 




1 




I9-S.)'+U-'^,)' 


789 84 II 
7 39 84 1 



, der Forme Isammlur 
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in die ersten beiden der Gleichungen C108) einftlhren, also die Gleichungen 

331,6 = y(5 — 6 548,3) » + (9 — 2062,0)«, 

272,0 = y( E — 6 570,6 ) « + (9 — 242037«", 
bilden, und diese Gleichungen nach % und 9 aufl<ysen. 

3. Den Näherungswerten der zu bestimmenden Gröfsen 5, 9, 5, ent- 
sprechen Näherungswerte li, U, Iz, I^ der beobachteten Grölsen, fiUr die aus 

den Formehl (108) folgt: 

U=^i{l, ^, i, ), 

lj = Fi(5, 9, i , ), 



(Uö 



Während die Näherungswerte der zu bestimmenden Gröfeen, wie unter Nr. 2 
ausgeführt ist, nur mit geringer Schärfe ermittelt zu werden brauchen, müssen die 
Näherungswerte der beobachteten Gröfsen aus den Nähenmgswerten der zu be- 
stimmenden Gröfsen mit aller fttr die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der 
zu bestinunenden Gröfsen im übrigen erforderlichen Schärfe berechnet werden. 

Aus den Näherungswerten Ii, Ij, l», ....l„ der beobachteten Gröfsen werden 
ihre wahrscheinlichsten Werte Lj, Lj, 2/,, ,.,.L^ erhalten, indem ihnen kleine 
Gröfsen dU, dlg, dls, ....cl(„ hinzugefügt werden, die die Aenderungen darstellen, 

die die Näherungswerte Ii, fj, Iz, l„ erleiden, wenn die Näherungswerte j, 9, 

5, der zu bestimmenden Gröfsen um die kleinen Beträge di, dy, dj, .... ge- 
ändert werden. Demnach ist, entsprechend den Formeln (111): 

Lj = l2 + dl,, 
(118) { Lj^ = lz + dlz, 



Beispiel 1: Die den Näherungswerten £ = 6 323,76, 9 = 2 306,00 der zu be- 
stimmenden Koordinaten entsprechenden Näherungswerte di, 8,, ds, 8«, ds der 
Streckenlängen ergeben sich nach: 



(112) 



«.^ 


-V(s- 


-'.)' + {9- 


-y.)% 


8i 


-V(s- 


-X, )»+(!,- 


-y,)% 


9, 


^/{r- 


-^.)' + (9- 


-y,)', 


8* 


yis- 


-'.)' + (9- 


-»«)•. 



S6 = y(£~X5)* + (9-:yV)*. 
Femer erhalten wir für die Bildung der wahrscheinlichsten Werte S 1 , Ä, , iS',, 
84,8^ der Streckenlängen aus den Näherungswerten 81, 82, Sa, 84, d» und den 
den kleinen Aenderungen d j d 9 der genäherten Koordinaten entsprechenden kleinen 
Aenderungen ddi, dda, dds, dd«, dd^i 

81 = 8i + d8i , 

(118) Ä. = S, + d88, 

S4 = ^A + dd,, 
. ^5 = 05 + ^85. 
Die Zahlenwerte von 81, 82, ^z, 84, 85 ergeben sich nach den Formeln (US) 
wie folgt: 
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± 




± 


9. 

49-9— y„. 


Ar) Ar), 
^^ — A^Ajc+AT^Ar), 


d. 


p. 
p. 
Pt 
p, 
p> 




6 323,76 

6 548,30 

224,54 


+ 


2 806,00 

2061,99 

244,01 


5 0418 

5 9541 

10 99 59 


381,60 




6 323,76 

6 570,58 

246,82 


1 


2 306,00 

2 420,30 

114,30 


609 20 
13064 
7 39 84 


272,00 


+ 


6 323,76 

6 297,72 

26,04 




2 306,00 

2 552,03 

246,03 


6 78 
605 31 
61209 


247,40 


+ 


6 323,76 

6 056,29 

267,47 


1 


2 306,00 

2 276,00 

30,00 


71540 

9 00 

72440 


269,15 


+ 


6 323,76 

6 246,43 

77,33 


+ 


2 306,00 

1 896,99 

409,01 


59 80 

16 72 89 

17 32 69 


416,26 




1 








1 



§ 25. Umgeformte Fehlergleichmigen. 

1. Die Fehlergleichungen (109) und (110) können nun durch Elinsetzen der in 
den Formeln (111) und (113) fOr die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
und der beobachteten Gröfsen angesetzten Teilwerte und durch einige weitere Ent- 
wickelungen in jedem Falle in einfache lineare Gleichungen umgeformt werden: 
Zuerst wird aus den Formehi (100) : 

U+dl, = F,U + di:,r)-r-dy, j + dj,....), 
U + dit = F,U + di,r) + dr), 3 + da,....), 



Da nun unter der Voraussetzung, dafs dr, dt), d^, verhflltnismAisig kleine 

Gröisen sind, genügend genau allgemein: 



>^f'n . , CF, 



F,{l + <ll. n + dp, i-f-dj, ....) = F,(j, 9, j, ....)4- j.~<il+ ,.:<ip 



und nacb den Formdn (113) 



^'■'n 
-O-" 



^ = ^'-(?, 9, !, •..) 



ist, ergiebC sich sodann aus obigen Formeln: 



^Ii= ^jdj-^ . ^d9- ^^ di^.,.,, 
di, = i^'di-^^/''dt)-^K^'di^.,,., 

^ Cl ^ CT) ^ C^ ^ 
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FCÜiren wir femer zur Vereinfachung für die partiellen Differenzialquotienten 
die folgenden Bezeichnungen ein: 



(lU) 



a 



a« = 



SF, 


b ^^' 




es' 


*' ^^ ' 


dF, 

es' 


dF, 





a 



öS ' 



aF 



(i. 



6,= 



aF, 

dt) ' 

aF_ 



ai^s 



€«=;=.- 



^8 ' 



II 



*n=a9' 



aF 



<^« = - 



c^a 



»- aj ' 

so erhalten wir endlich: 



(116) 



<'^ = %^£ + ^n^9 + c„d8 + . 
Die Formeln (110) gehen sodann zuerst über in: 

V3 = is + diji — Äs 



V =1 4- dl —X 

und, wenn die Unterschiede zwischen den Näherungswerten ti, I2, la, I, 

der beobachteten Gröfsen und den vorliegenden Beobachtungsergebnissen Xi, Äf, 
Xtf X^ mit fitft, fzy /„ bezeichnet werden, also 



(115) 



A- 


I, 


->■., 


U 


I, 


— A 2 , 


A- 


l. 


->?., 


/.- 


I» 


->ln. 



gesetzt wird, über in: (11"?) 






Die Gleichungen (116) und (11^) bezeichnen wir als umgeformte Fehler- 
gleichungen. 

Beispiel 1: Zur Aufstellung der umgeformten Fehlergleichungen bilden wir 
zuerst die partiellen Differenzialquotienten von 

nach j und 9, womit wir erhalten: 



(114) 






a 



a 



a£ 82 
aF, 5 — xg 



b^ = 



dF, 



Vi 



aA. = - 



c^E Ö8 

aF, j-x. 



* = — 0,907 , 
= + 0,105, 



dF^_^ 
er) ~ 82 

aF, 



^ 4. 0,736 , 



c?9 



ÖE 



g 



^ _[. 0,994 , 



«•=W='7f-=+'''''' 



^aF4^9 — y* 

ap 85 



64 



= + 0,112, 



+ 0,983 . 



Sodann bilden wir die Unterschiede fi , fi, fz, f*, /& zwischen den genäherten 
Werten der beobachteten Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen wie folgt: 

f,=^, — 8, = 331,60 — 331,60 = 0,00 , 

/, = 8 , — « a = 272,00 — 272,00 = 0,00 , 
016) ^ /, = 8s — «8 = 247,40 — 247,10 = + 0,30, 

A = 8 4 — « 4 = 269,15 — 269,50 = — 0,35 , 

/, = 8 5 — • 5 = 416,26 — 416,70 = - 0,44 , 

Probe : 6,41 — 6,90 = — 



§ 26. 



Endgleichungen. 
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Damit ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 
(i8,=a,(iE-f-6i<i9 = — 0,677 rf j -f- 0,736 d t) , 
dii = aidi + bidr) = — 0,907 dl — 0,420 dr), 

(116) ^ (iä, = a8<i£ + 68<i9=- + 0,105dE — 0,996d9, 

dd ^ = a ^dic + b^drf = + 0,994 di + 0,n2 dt), 
dS 6 = rt 6<iE+ft5<i9 = 4-0,186 ds + 0,983d9, 

Vi=fi + dl,= + 0,00 + d^,, 
v,=/j-f-<il 4 = 4-0,00 + ^8,, 

(117) ] r.=/. + <ir, = + 0,30 + (iS,, 

f4=/4 + dU = -0,35 + rf84, 
v,=n + dl, = -OM + di,. 

2. Die Zahlen werte der partiellen Differenzialquotienten a,, a,, a,, . 

^1» *s, ^3> •••^n> ^if ^'i* *8, •••CnJ können je nach Lage des Falles in ver- 
schiedenartigster Weise ermittelt werden: Wenn die Gleichungen (112) linear sind, 
können die Zahlenwerte der Differenzialquotienten ohne weiteres aus diesen Gleich- 
ungen entnommen werden, da sie gleich den Faktoren sind, womit die Näherungs- 
werte r, 9, 3, ... in diesen Gleichungen auftreten; im übrigen können die bezeich- 
neten Zahlenwerte mit Crelle'schen oder anderen Rechentafeln, aus graphischen 
Tafeln, mit vier- oder ftlnfstelligen Logarithmen, logarithmischen Rechenschiebern 
u. s. w. ermittelt werden. 

Mit welcher Genauigkeit die Zahlenwerte der Differenzialquotienten bestimmt 
werden müssen, ist, wenn hierfür die Erfahrung nicht bereits genügenden Anhalt 
gewährt hat, am einfachsten durch die praktische Probe zu entscheiden, indem 
festgestellt wird, ob die nach den Formeln (116) berechneten Zahlenwerte von 
dlj, du, diu, "*<iK ^^ genügender Weise mit den Unterschieden übereinstimmen 
zwischen den nach den Formeln (109) und (112) berechneten Werten von Lj, L^, 

3. Die Zahlenwerte der nach den Formeln (115) erhaltenen Unterschiede 
fitf'iffzt '"fn zwischen den genäherten Werten der beobachteten Gröfsen und 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen gewähren einen Anhalt einerseits dafür, 

ob die genäherten Werte j, 9, 5, der zu bestimmenden Gröfsen genügend 

genau sind, und ob die daraus abgeleiteten ■ Näherungswerte (1, I,, Iz, ...l„ mit 
groben Fehlem behaftet sind, andererseits dafür, ob die Beobachtungsergebnisse 
>l,, Xtt ^8, -"^n "^^ groben Fehlern behaftet sind. Wenn auffällig grofse Zahlen- 
werte von /i , /a , /s , • • • /» vorkommen, d. h. wenn solche Werte vorkommen, die 
etwa den dreifachen Betrag der für die Beobachtungsergebnisse zulässigen Maximal- 
fehler übersteigen, empfiehlt es sich, die vorhergegangenen Rechnungen und nötigen- 
falls die Messungsergebnisse sorgfältig zu prüfen. Falls es sich hierbei herausstellt, 
dafs die auffallende Gröfse der Zahlenwerte von /i ,/«,/« , . • • /„ nur von Messungs- 
fehlem herrühren kann, so kann es, wenn nicht ganz augenscheinlich ein grober 
Fehler vorliegt, zweckmäfsig sein, zunächst die Rechnung doch zu Ende zu führen 
und erst nach Abschlufs der Rechnung zu entscheiden, ob und wie die Nachmessungen 
auszuführen sind. 

§ 26. Endgleichungen. 

1. Nachdem die Näherungswerte der zu bestimmenden Gröfsen ermittelt und 
die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch die umgeformten Fehlergleichungen 

(116) und (117) als lineare Funktionen der den Nähemngswerten j, 9, 3, noch 

beizufügenden kleinen Gröfsen d^, dx^, dj, dargestellt sind, müssen wir die 

^ Bieii d%, dp, dj, .... nunmehr so bestimmen, dafs unsem Grundsätzen gemäfs 

9i^ der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beob- 

»aVi»», t^sVjPs, ....»„l/Pn^ also , 

1* ..^äU^ 



^^*(^?^ 
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(46) Pi^'iVi+P9V^v^-]-piVtVt-]-,,.,+p^v^v^ = [pvv] 

ein Minimum wird. 

Um dies auszuführen, vereinigen wir zunächst die Gleichungen (116) und (117) 
je zu einer Gleichung: 

Vi==a,<i5 + 6irf9 + Ci(f j4- +fi, 



und bilden die Quadratsumme [pw] wie folgt: 
PiViVi=piaiaididi + 2pra^hididr) + 2piaieidid^-\-,,,.-\-2piaifidi 

+ Pibib^dr)dr) + 2pib^eid^di-^,,,, + 2pihifid^ 

+ 

4- Pififif 

p2t;,v,=jp,tt2a,djdj + 2/>,a,6arfj<i9-t-2p,a8C,<iE(fg + + 2p4a,/, dj 

-|- pibibidydT)-\-2p^b2eidr)di^ + 2/>i6j/jd9 

+ i^aCgCjrfjda-l- +2/)aCj/,da 



+ Ptfifi, 

i>i«'8*'8=/>iasa»<i£<'E + 2l>8a8^8<i£<i9 + 2pa«8««<'E^8 + + 2^3«» 8/8 «^5 

+ Pibibidi)dr) + 2pj^bie»d^di^ + 2p»bifgdif 

+ i^8C»C8<ia<'84---+2p3C?/s<ia 

+ 

+ Pzftfz, 

+ l>n*n^n^9^9+2i>,.6„c„rf9(ia + ....4-2p^6^/^d9 

+ Pn«n«n<'a^a + .... + 2p«C^/,(f| 

+ 

+ Pnfnfn* 

[pvv] = [paa]didi -j- 2[pab]didr) + 2[pae]didi + + 2[/)a/"](i5 

+ [pbb]di9dy + 2[pbe]dr)d^ 4.. . . ._|_2[p6/]d9 

+ lpce]did^+.,., + 2[pcf]di 

+ 

+ [Pff]' 
Diese Quadratsumme wird zu einem Minimum für die Werte von di,dr) ,d^, ,.,, 

die wir erhalten, wenn wir ihre partiellen Diiferenzialquotienten nach d^,dtf ,d^ , 

bilden, diese Diiferenzialquotienten gleich Null setzen und die sich damit ergebenden 

Gleichungen nach dj, dt) , dg, auflösen. 

Die partiellen Diiferenzialquotienten nach d^, dr), d^, sind: 

-a^^j-=2[^^^^^« + 2[/^«H^9 + 2[/>ac]da + .... + 2[pa/], 

^-^fJ^ = 2[pae]di + 2[pbe]dr) + 2[pce]di + ,,., + 2[pcf], 

Setzen wir diese Differenzialquotienten gleich Null und dividiren durch 2, so 
erhalten wir: 

' [paa]di-\-[pab]di)-{-[pae]di~{- + [paf]=0, 

[pae]di-{-[pbe]d^-\^[pce]d^ + ,,,,+ [pef]=0, 



§ 26. 



Endgleichungen. 
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Diese Gleichungen, durch deren Auflösung d^, di) , d^, ertialten werden, 

bezeichnen wir als Endgleichungen. Ihre Anzahl ist immer gleich der Anzahl q 

der Gröfsen d%, di) , dj, , und es ergeben sich daraus immer bestimmte Werte 

der Gröfsen rff, dt), dj, , wenn die vorliegenden Beobachtungsergebnisse Ober- 
haupt zur Bestimmung der gesuchten Gröfsen genügen. 

2' Die Berechnung der Zahlenwerte der Faktoren der Endgleichungen [paa], 
lpab],[pae], .,,.,[paf];[pbb],[pbc], ,,,.[phf];[pee], ..,.[pef]; .,,. 
erfolgt meistens am zweckmäfsigsten und genügend genau mit Crelle'schen Rechen- 
tafeln, mit logarithmischen Rechenschiebern oder Quadrattafeln. Nur in auiser- 
gewöhnlichen Fällen kann es geboten sein, ihre Berechnung mit Logarithmen oder 
der Thomas*schen Rechenmaschine mit gröfserer Genauigkeit auszuführen. Ob 
die Berechnung genügend genau ist, ist zu erkennen durch eine später (im § 29, 
Nr. 11) zu besprechende Probe daftlr, dafs [pw] direkt aus den Abweichungen 
fi f fif ft, "" fn ^^^ ^"s den wahrscheinlichsten Werten t» i , t> , , f , , .... i'^ der 
Beobachtungsfehler genügend übereinstimmend erhalten wird. 

3. In den Endgleichungen kommen die Faktoren [pab],[pae], ,.,,[pbe], ,,., 
doppelt vor. Um in gröfseren Rechnungen diese doppelte Anführung der bezeich- 
neten Faktoren zu ersparen, kann die folgende schematische Schreibweise der 
Endgleichungen angewendet werden: 



(119) 



dt 


dt, 


di 






[paa] 


[pab] 


[pae] 


Idi + lpaf] 0, 




[pbb\ 


\pbe\ 


di) + [pbf\-0, 






[pee] 




d» + [pcn-0, 

















Hieraus ergeben sich die Endgleichungen in der Weise, dafs die stark dar- 
gestellten Linien verfolgt und zu den rechts von diesen Linien stehenden Faktoren 
die in derselben Zeile rechts der feinen Vertikallinie stehenden Gröfsen dj , dp , dj , . . . 
zu den oberhalb der starken Linien stehenden Faktoren die in derselben Spalte auf 
der feinen Horizontallinie stehenden Gröfsen dj, di) , dj, .... genommen werden. 

Beispiel 1: Die gegebenen Gewichte p^ und die im § 25 erhaltenen Faktoren 
b^j f^ der umgeformten Fehlergleichungen sind: 



n» 



/>i = 5,43, 
/>2 = 6,92, 
p, = 5,15, 
/>4 = 6,92, 
/»5 = 2,59, 



a 



= — 0,677 , 
a, = — 0,907, 
«8 = 4-0,105, 
a4 = + 0,994, 

= + 0,186, 



a 



6i = + 0,736, 
6 , = — 0.420 , 
63 = -0,996, 
6, = + 0.112, 
65 = + 0,983, 



/i = 0,00 , 
/» = 0,00 , 
/, = + 0,30, 
/, = _ 0.35 , 
A = -0,44. 



Hiermit erhalten 


wii 


• die Faktoren der Endgleichungen 


wie 


folgt: 








Vp^ 


a^p] 


1 

bfp. 


f}/p- 


paa. 


pab. 


paf. 


pbb. 


phf. 


Pi 


2,33 




1,58 


1 

+ 


1 
1,71 


1 


0,00 


2,50 




2.70 




0,00 


2,92 




0,00 


P, 


2,63 


2,39 




1.10 


1 0,00 


5,71 


1 . 


2,63! 




0,00 


1,21 


1 0.00 1 


Pt 


2,27 


+ 0,24 


— 


2.26 


+ , 0,68 


0,06 




0,541 


— 


0,16 


5,11 




1.54 


A 


2,63 


+ 


k2,61 


+ 0,29 


1 ' 0,92 


6,81 


— 


0,76 




2,40 


0,08 




0,27 ! 


P. 


1,61 


+ 


0,30 


|+;1,58 


0,71 

1 . 
1 1 


0,09 


+ 0,47 




0,21 


2,50 




1,12 






15,17 


+ 


0,62; 




2,45 


11,82 


— 


2,93 



(im 



Die Endgleichungen sind demnach: 

I +15,17 45+ 0,6249 — 2,45 = 0, 
1+ 0,62<lj+ll,82<l9 — 2,98 = 0, 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



oder nach Schema (119): 



(119) 



dS 


d. 


+ 15,17 


+ 0,62 , dj-2,45 = 0. 




+ 11,82 dp — 2,93 — 0. 



§ 27. Auflösung der Endgleichungen und Berechnung der \irahr- 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. Die Auflösung der Endgleichungen erfolgt zweckmälsig in allen Fällen 
nach einem einheitlichen fest geregelten Verfahren. Behufs Entwickelung dieses 
Verfahrens ftlhren wir folgende Bezeichnungen ein: 



(120 



r ai = [paa], I hi = \pab], 



Ci = [pac], 
C8=[/)6c], 
c,= [pec], 



(120 b) 



53, = bs — -— bi, 6, = Ca — -^-Ci, 
«1 tti 



S8 = C8 — 



^2 



d 



2} 



... U=[paf], 

••• , U = [pbf], 

... I U = [pcf], 



52 — fj — T~fl > 
«1 

58 = 18 — T~ f 1 m Ott 

Ol löt 

*) 



Mit Einführung der Bezeichnungen (ISO *) wird zuerst aus den Endgleichungen 
(118), die wir fortlaufend mit (1*), (2*), (3*), .... numeriren: 



(121) 



( (1*): (i,<iE + b,d9 + c,d3 + ....f, = 0, 
) (2*): b,<iE + b,d9 + c,d8 + ....f.=0, 
I (3*): C^dt+C,d^ + C^di + ....\, = 0, 



Wir verfahren nun wie folgt: 

1. Wir eliminiren die erste Unbekannte dj aus den Gleichungen (1*) und (2*), 

indem wir Gleichung (1*) mit — - multipliziren und dann zu Gleichung (2*) addiren, 

tt 1 

womit wir nach (120^) erhalten: 

(2*): f>,di+ h^dy+ c,rfa + ....+ f, =0, 



^(l*):-bidE-J-lbid9-^Cida-.... 
«1 öl fli 



bt 



fi = 0, 



(II): 93.^9+ 6,d8 + --.. + S2 =0. 

2. Sodann eliminiren wir die zweite Unbekannte, indem wir zuerst zu 

Gleichung (3*) die mit multiplizirte Gleichung (1*) hinzufügen, womit dj 

^ 1 

herausfällt und der Faktor von d t) gleich c a — * 5 , = 6 » wird, und indem wir dann 



a 



G. 



noch die mit — ^- multiplizirte Gleichung (II) hinzufügen , womit auch d 9 heraus- 
fällt, so dafs wir nach (120^) erhalten: 



*) Aus den hier eingefQhrten einfachen Bezeichnungen ergeben sich die üblichen Gaufs- 
sehen Bezeichnungen folgendermafsen : 

Den Buchstaben unserer Bezeichnung wird als zweiter Buchstabe derjenige vorgesetzt, 
welcher in der Reihenfolge des Alphabets die Stelle einnimmt, die durch den Index unserer Bezeich- 
nung angezeigt wird ; wo in unseren Bezeichnungen grofse Buchstaben stehen, wird noch eine 
Zahl beigesetzt, die um Eins kleiner ist als der Index, sodann werden die SummenklaiDmeni 
hinzugefügt. Demnach ist z. B. : ai=[aa], 5i — f fl6], . . . ., U—[^f]t bi = [&61, .••., 
f.-[»/]; »! = ["• l],e.=-[6cl],....,S,-=[6/.l];e, = [ec-2j ff,=r«/^«i 
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1(B 



(3*): Cicf5+ c,<i9+ c,<i8 + .. . .+ f , =0, 
- 6.d9-|^(5.<ij-....-|-|g, = 0, 



-|^(n): 



(HI): 6.««J + ---- + Sb =0. 

3. In dieser Weise fahren wir fort, indem wir zu den Gleichungen (4*) , 

(5*) , . . . . solche aus den Gleichungen (1*) , (II) » (HI) , (TV) , folgende Gleichungen 

hinzuiligen, die bei Aufsummirung aller Gleichungen die Faktoren der Unbekannten 

d%, dy , di, nacheinander zu Null machen, womit wir schlielslich eine Gleichung 

erhalten, die nur noch eine Unbekannte enthält 

4. Zur Gewinnung eines bessern Ueberblicks stellen wir das bisher entwickelte 
hier zusammen: 

(1*): |a.<<i; + h,dr) + c.d} + . ...+ !, =0, 



(2*): h^dt 



b, 



-^ (l»):-6.dE 



(H): 



+ b.d? + c,rfa + 

Ol Qi 



Sd^dy + (5,<i8 + 



(3*): CjdE + c,rf9 






— c,<i| — — b,<i 



Ol 

— (5,<i9 



(HI): 



+ c.da+ 



<£.<ij + 



...+ f 



0. 



bi 



...-^f,=0. 



...4-5« =0, 



...+ f8 =0, 

• . • — «~ ö« — ^ f 



... + 5s =0, 



Die Gleichungen (1*) , (IIj , (IH) , . . . . : 

Oi<^£+ bi<i9+ Cirfa + ..-- fi 
(122) I »j<i9 + ®«<'8+---5« 

^s^i-\- ' • • • S« 



0, 
0, 
0. 



bezeichnen wir als reduzirte Endgleichungen. 

5. Aus den reduzirten Endgleichungen ergeben sich die Unbekannten d%, di), 
d} , .... nach : 



(12$) 



<J9 = - 



cJ j = . . . . 

@2 



c 



d^ , , . , 
— cJj . . . . 



5_8 



6. Die praktische Durchführung der Auflösung nach den entwickelten Formeln 
erfolgt zweckmäfsig in einem für alle Fälle in gleicher Anordnung brauchbaren 
Rechenschema. Ein solches Rechenschema ergiebt sich ohne weiteres, indem wir 
die einzelnen in Nr. 4 untereinander stehenden Teile nebeneinander stellen, das 
links von den eingetragenen Vertikallinien stehende, für die Erlangung der Rech- 
nuQgsergebnisse unnötige weglassen und die Berechnung der Unbekannten nach 
•ein (IISS) in vertikaler Anordnung hinzufügen. Wir erhalten damit: 



Venniltelnde Beobachtungen. 



IP") 


[p-'I 


if.i j....; if^n 


[piil 


«, 





t, 


____ 








i. 


_ 


= 8. 








b, 





'c, 






— b 


— 


— ! 




— 







Beispiel 1 : Die Auflösung der im § 26 erhaltenen Endgleidiungen gestaltet 

sich nach Nr. 4 wie folgt: 

(V): o,»fj+ 6,tiB-f- f, =-|-15,17dj+ 0,62 <i( — 2,45 = 0, 
(2*): B,dj+ b,d^+ U =+ 0,62rfE+ll,82d5 — 2,93 = 0, 

_*-'(n=_0,041(r): — 6,<iE — ^'6,d9-^'f.=- 0,62dj- 0,03 dp + 0,10 = 0, 



(II): 8.d9+ g, - 

Demnach sind die reduzirten Endgleichungen: 

( a,c(s + 6,<ip+ f,= + 15.I7dj+ 0,62d5 — 2,45 = 0, 
' l a,d9 + 5,= +n,79di)-2,83 = 0. 

Hieraus ergeben sich die Unbekannten d; und dq wie folgt: 
( rf5 = -|' = + 0.240, 

( ds = — -' dp- '' =-0,010 + 0,161 = + 0,151. 
Nach dem Schema (ISl) ist die Auflösung: 



+ ll,79di) — 2,83=0. 



ä. 


+ 


15,17 


., 1+ 


0,62 


f, 


- 2.45 




+ 11,82 
- 0,03 


f. 

-5. 


- 2,93 
+ 0,10 








_6, 




0,041 




+ 0,161 
- 0,010 


+ 11,79 


-| 2,83 

+ oao 


+ 0,151 


d. 





2. Aus den durch Auflösung der Endgleichungen gewonnenen Werten von 

dj, dp, dj, und den Näherungswerten i, x) , }, erhalten wir nunmehr die 

wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen nach; 
(' = S + *'K, 



Beispiel 1: In unserem Beispiele erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Koordinaten z y des Punktes P zu : 
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[pbe\ 






= 6 



8 



es 

»s 



[pft/] 



[pee] 



f. 



5« 



Öl 






[P«/] 



f. 

Ol 



5. 



= <*} 



(lU) 



\ V = 



5 4- d E = 6 323,76 + 0,15 
9 + ^9 = 2306,00 + 0,24 



6 328.91 , 
2 306,24 . 



3. Um die Entwickelung des Rechenschemas für die Auflösung der End- 
gleichimgen für eine gröfsere Zahl von Unbekannten weiter zu erläutern, fllhren 
wir noch die Auflösung von 5 Endgleichungen mit 5 Unbekannten: 

(1*): aid]c-{-bidr)-\-Cid^-{-hidv + tidro + U = Of 

(2*): Bid]r + bad9+c,d8 + b2rfo + e2dro + f, = 0, 

(3*): Ci<iE+c,d9+C3da + b8do + e8dro + f8 = 0, 

(4'): b,dE + b8d9 + bada + b4do + e4dro + f4 = 0, 

(5*): eidE+e2d9+e8da + «4«^o-i-«6«^n> + fs = 

nach den unter Nr. 1 entwickelten Regeln durch und fügen das sich danach ergebende 
Rechenschema mit Weglassung der Spalten für die Eintragung der Zahlen bei: 

a) Auflösung der Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 
(!•): Qidj + bid9 + Cjda + b,do+ c,rfro+ fi = 0, 



(2'): 



f>^ 



-:- (n:~ 






(II): 



+ 62^9 + Cqd^ + b2do+ €2^10+ f2 = 0, 
-J'B.d9 --„-c^d^ -Aib.dB-;ie.dn)-iif,=0, 

tti Qi Qi tti Ol 



«2^9 + iSa^a + 2)2^0+ ®2rfro+ 52 = 0. 



(3'): Cjds + C2d9 



-jMl'): 
(HI): 



öl 

— 62^9 



+ Cjrfa + b8<io+ t»dn+ U 
— Cioj biao — eidw -f, 

Ol Ol tti Ol 



-;:'e.<iS -t'^2dr>-p(S,dm-t^, 



» 



» 



= 0, 
= 0, 

= 0, 



6.<i3 + !B»<iD+ e.dw-f 5j = 0. 



(4*): b.dj + b,rf9 + bsrfj 



b, 



Ol 
3ö2 

-?'(UI): 



(S, 



bi^E — J b,dt) — -^ Cida 

öl öl 

<>2 

— Xid^ 



+ b4do+ e4dn)+ f4 = 0, 

0, 



bi 



bi do 



tti ai 



— ;i^ 3)2 «^ — s^ ®2 <i ro — ^- ga 



»2 
3)8 
6 



33, 
^3 



-:;: '^ 2)8^0 -:?"®8<iw-l^58 



»2 



0, 
0, 



(IV) 



2)4<i»+ (&Adm+ g4 = 0. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



(5'): 


ei 


dt 


4- 

1 




es 


dt) 


+ egda 4- t^dr) 


+ t6dw+ fö — 0, 




-e, 


dt 




ai 


®5 


dy 
tdi) 






k^'^'y- 














- (&zd^ -g^^Jadö 


-®i®""«'-|:5»-«. 


J-;(IV): 














— ^^dt) 


|^(g.<*«> J^*5.-0. 


(V): 
















®6<in)+ 3f5 — 0. 



b) Rechenschema für die Auflösung der 



[p***] [p^^l 



[pac],[pad][pae]> [paf] 



[pbby[pbe]\\pbd],[pbe] [pbf] 



h^ 



1 



bi 



t 



a," 



Ci 

a, 



tti 



ai 

-^'dro 
ai 

öl 
öl 



6, 
6. 



Ci 






b, 
6. 



5, — — Ci! — — bi — 

- ; 0, • 



6. 



f. 



= »j ! =6j I =®i 1 =e, ' =5, 






2), 









=rfj 






<ii; 



l!" 



= d9 



§ 28. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Beob- 
achtungsfehler sowie der mittleren Fehler der Gewichtseinheit 

und der Beobachtungsergebnisse.*) 

1. Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler i* i , t» , , r, , r^ 

erhalten wir nach den Fehlergleichungen 



(109) 



indem wir zuerst mit den nach den Formeln (111) erlangten wahrscheinlichsten 

Werten x , y , x der zu bestimmenden Gröfsen die wahrscheinlichsten Werte 

Lj, Lf, L,, L^ der beobachteten Gröfsen nach den Formeln (109) berechnen 

und dann nach den Formeln (110) die Unterschiede zwischen diesen Werten und 
den Beobachtungsergebnissen ^i, ^i, Ä^, Ä^ bilden. 



Li—Fi{x,y,s,.,..), 
L 2 _ f 2 ( j , y , 2 , . . . . ) , 
^3 -Fi (x, y, », . . . .), 


(HO) 


r 1 — L , Alf 


^n-^n (^> y »«»••• •), 


f 



*) Die mittleren Fehler und Gewichte der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmen- 
den Gröfsen und der Funktionen von solchen werden im VII. Abschnitt behandelt. 
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Aus (V) 
aus (IV) 
aus (in) 
aus (U) 
aus (!•) 



d9 = 



dl 






S: 






b, 



dv 
dt) 



— - ' d — 



dro ^ — 
-' dw- 



e»' 

6.' 

a,' 
f, 



Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 



[pee] 



[ped] [pc«] 1 [pef] 



[pdd] 



[pde] [pdf] 



[pee] 



[pe/] 



Ct 



b. 



— Ci — — "i — r 






->^ 






f. 

Ol 



e 



S 



= 6. =2)8 



= e. 



S). 
'6. 



(^3 



= S 



_5» 



= ««8 



b4 

Ol 



= 3)4 



6. 



f4 



«5 

ttl 
I 3Ö2 



®4 



= 5 



®4 
2)4 






e 






$4 ; 

-2)4*^"' 



f. 

öl 



®4 

3)4 



5 



e 



= do 



= 5 



dn) = 



g_5 
®5 



Beispiel 1: Unsere im § 23 gewonnenen Fehlergleichungen sind: 

V 2 ^=^ '^ j — ^ i f 
iUm ^ S^ = ^0^'x^]^ + {V^y^)\ (110) f fs = 5,-«,, 

I 

^6 = ^5 «6« 



'Si=)/(~x-x,)* + (y-yJ« 



s 5 = y(-x _77y« + ( 7- y ; ) « 



Hiemach erhalten wir zuerst mit den im § 27 erlangten wahrscheinlichsten 
Werten x = 6 323,91, y = 2 306,24 der Koordinaten des Punktes P die wahrschein- 
lichsten Werte Ä, , Ä«, 5s, 5*, Äß der Streckenlängen: (Siehe Seite 108.) 

Mit diesen wahrscheinlichsten Werten der Streckenlängen ergeben sich die 
wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler zu: 

t^ , = 5 1 — » 1 = 331,67 — 331,60 = + 0,07 , 

1', = 5, — », = 271,76 — 272,00 = — 0,24, 

(110) { i' 8 = -Sf g — » , = 247,18 — 247,10 = + 0,08 , 



V 4 = ^4 — »4 = 269,32 — 269,50 = — 0,18, 
[ i; , = 5, — < 8 = 416,52 — 416,70 = — 0,18 , 



6,45 



6,90 = — 0,45 . 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 





X, 

A X — X — x^. 


^y — y — Vn' 


Ax Ax, 

Ay Ay. 
5* A X A x-f- Ay Ay , 


S, 


p. 
p. 


6 323,91 

6 548,30 

224,39 


1 

2 306,24 

; 2 061,99 

244,25 


5 03 50 

5 96 58 

1100 08 


331,67 


6 323,91 

6 570,58 

246,67 


• 

2 306.24 

2 420,30 

114,06 


60846 
13010 
7 38 56 


271,76 


6 323.91 

6 297,72 

26,19 


2 306.24 

2 552,03 

245,79 


6 86 
6 0413 
610 99 


; 247,18 


6 323,91 

6 056,29 

267,62 


2 306,24 

2 276,00 

30,24 


716 21 

914 

7 25 35 


269,32 


6 323,91 
6 246,43 

77,48 


2 306,24 

1 896.99 

409,25 


60 03 

16 7485 

17 34 88 


416,52 











2. Femer erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler 
auch mit den durch Auflösung der Endgleichungen erhaltenen Werten von d^, dr), 



dj, .. 



(116) 



nach den umgeformten Fehlergleichungen: 

dli = aidj4-6id94-c,da4- , I 

di^ = a2dTC + b^dt)-\-Cidi-\- , 

di8 = asd]c-^bjidr)-\-e^d^-{ , 



(IIT) 






der Näherungswerte der 



indem wir zuerst mit den Aenderungen dj, dy , dj, ... 
zu bestimmenden Gröfsen nach den Formeln (116) die ihnen entsprechenden Aen- 
derungen dti, dia, dia, di^ der Näherungswerte der beobachteten Gröfsen 

berechnen und diese zu den nach den Formeln (115) erhaltenen Abweichungen 
zwischen den Näherungswerten der beobachteten Gröfsen und den Beobachtungs- 
ergebnissen addiren. 

Beispiel 1: Unsere im § 12 gewonnenen umgeformten Fehlergleichungen sind: 



(116) 



d ä 1 = _ 0,677 d E + 0,736 d t) , 
d ö 2 = — 0,907 d E — 0,420 d 9 , 
dg 3.= 4-0,105 dj — 0,996 d9, 
dö^ = -f 0,994 dE + 0.112 dp, 
dg5 = 4- 0,186 dg 4- 0,983 d r) , 

— 0,299 +0,415 



(117) 



r,= 0,00 + dg,, 
v^= 0,004-d«,, 
rs = + 0,30 + d8,, 

iU = — 0,354-d«4, 
1-5^ — 0,44 + d8,. 

— 0,49 



Hiemach erhalten wir mit den durch die Auflösung der Endgleichungen 
gewonnenen Aenderungen djr = -i-0,15, d9 = + 0,24 der genäherten Koordinaten 
die ihnen entsprechenden Aenderungen dgj, dg,, dgg, dg*, dd» der genäherten 
Streckenlängen und damit die wahrscheinlichsten Werte r i , v , , v , , v 4 , t> , der 
Beobachtungsfehler : 
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adt + 


bdx, = di. 




/ + 


di = 


- 


_ 


0,102 


+ 


0,177 ! + ■ 0,075 


0,000 


+ 


0.075 


+ 


0,075 


— 


0,136 


— 


0,101 


_ 


0,237 




1 0,000 




0,237 


__ 


0,237 


+ 


0,016 


— 


0,239 




0,223 




+ , 0,300 




0.223 


+ 


0,077 


+ 


0,U9 


+ 


0,027 


+ 


0,176 




~ 0,350 


+ 


0,170 




0,174 


+ 


0,028 


+ 


0,236' +1 0,264 




— 0,440 


+ 


Ü.264 


— 


0.176 


- 


0,045 


+ 


0,100 


+ 


0,055 


- 0,490 


+ 


0,055 


- 


0,435 



Die richtige Bildung der Zahlenwerte ist durch die Summenprobe gesichert. 
Die unter No. 1 ftlr ^i, >',, i,, o,, c, erhaltenen Werte stimmen mit den hier 
erhaltenen bis auf die durch die unvermeidlichen Rechnungsungenauigkeiten bedingten 
Abweichungen in der letzten Derimalstelle Oberein. 

3. Mit den nach den Formeln (109) und (HO) oder <lt6) und (117) erhaltenen 
Werten r,, n,, o, .... r^, und den Gewichten pi,pi,p» ... .p^ der Beobachtungs- 
ergebnisse erhalten wir femer die Quadratsumme [ p o v ] der auf die Gemchtseinheit 
zurackgefUhrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und damit den 
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Grundformel (47): 

worin n die Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse, q die Anzahl der zu 
bestimmenden GrAlsen, n — q also die Anzahl der überschüssigen Bestimmungen 
bezeichnen. 

Endlich ergeben sich die mittleren Fehler m , , •» i , m i , . . , . m „ der Beob- 
achtungsergebnisse X,, Zt, Xt, .... ^„ nach Formel (S5) zu: 

(IM) "•.= ±m]/-^-, m,-±in]/-^, ™,= ±my5-, 

Beispiel 1: Die Quadratsumme \fe<'\ der auf die Gewichtseinheit zurück- 
gefUirten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ergiebt sich wie folgt: 

Hiermit wird der mittlere Fehler n 
Gewichtseinheil oder einer unter mittleren 
Vedialtnissen gemessenen Strecke von 822™ 
Länge:*) 

/Ö7740 



„1/1. 



a»)".=±l/fe^=±]/E1-*».»- 



Mch der mittlere Fehler «ii«, einer 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen 
Strecke von 100 ^ I.flnge , deren Gewicht 
p 100 = 14,8 ist, ') ergiebt zu : 

O») m 





V'p . ; « . ^ i>if- 


pnu. 


_p, 


2,33 -f 0,075 


+ 


0,175 


0,031 


/', 


2.68 1 - 0,237 




0,623 


0,388 


f. 


2,27 + 0.077 


; + 


0,175 


0,031 


p. 


2,63 '—0,174 


— 0,4.''>8 


0.210 


V" 


l,6i;!-i0,176||-, 0,283 


Ü,080 


0,740 



"Vpli-^O'^Vw 



wahrend 


sich die 


mittleren 
ergeben zu 


Fehler m 


, m 


(««) » 


, 0,50 
= =^2.53 


= ± 0,21 " 


!"•=* 


0,50 

P!,ra 






,0,50 
-^2,63- 


±0,19-, 





der Streckenlai^er 



*) VergL S 33, Seite 93. 
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{ 29. RechenprobeiL. 

h Zar Vcnadäang voo Recfacnfdileniy cfie bd der pr aktrati e M D m^uiliin ng 
der Rechnungen nach den m den ^ 23 bis 2B entwirkdren Fonndn leksc snocr- 
laufen, ist es notwendig, die Ridrt^eit der Red uiun gen Sdhnit &r Sühnjc dzrm 
Zidiung von Rechenproben skherznsteflen so weit dies ohne einen mcra^jä^zisr 
mäisig grolsen Arbeitsaufwand thunüdi ist Die Teile der R n himng c u , -mväbr krmr 
genügend einfachen Proben zu beschaffen sind, mOssen doppek gcrccfancK wcrvkzL 

Im folgenden werden die Rechenproben in der Reihenlbl^ bcsprucnes. äa 
der sie zur Anwendui^ kommen. 

2. Für die Näherungswerte r , 9 , ^, der zu bestimmenden GrOfen ist 

eine Probe nur insofern erforderlich, als festgestellt wird, dais cfie imcn nach den 
Formeln (111) beizufügenden Werte dr, dif, d^, .... verhähnismäfi^ kleine Gr^en 
sein werden. Das wird in der Regel der Fall sein, wenn <fie sich nach den 
Formeln (115) ergebenden Abweichungen /i , /z >/«»-•*• /. zwisdien den gcnAheiten 

Werten 1 1 , ( 2 , ( « , („ der beobachteten Grölsen und den Beobacfatongscrg^ 

nissen JLt , Xt, ?,%, X^ verhflltnismäisig kleine Grölsen sind , oder wenn diese 

Abweichungen etwa nicht über den 3 fachen Betrag des für die Beobachtnngsergeb- 
nisse höchstens zulässigen Fehlers hinausgehen. 

Kommen erheblich grö(sere Abweichungen vor, so kann dies herrühren erstens 

von gröberen Unrichtigkeiten in der Ermittelung der Näherungswerte r , , | , , 

zweitens von groben Fehlem in den bei Ermittelung der Näherungswerte benutzten 
Beobachtungsergebnissen, drittens von groben Fehlem in den übrigen Beobachtungs- 
ergebnissen oder viertens von Rechenfehlem, die bei Berechnung der Abweicfainigen 

fxyf'tffzf /» , oder der hierbei zu benutzenden Näherungswerte Ii,I«,Is, 1, 

der beobachteten Gröfsen untergelaufen sind. Welcher dieser vier Fälle vorliegt, 

läfst sich in der Regel nach den Zahlen werten der Abweichungen /i , A , / s , /, 

feststellen. Denn die gröfseren Zahlenwerte der Abweichungen treten auf im ersten 

Falle sowohl bei den zur Ermittelung der Näherungswerte j , 9 , j , benutzten 

Beobachtungsergebnissen als auch bei den übrigen Beobachtungsergelniissen , im 
zweiten Falle nur bei den letzteren, im dritten Falle nur bei demjenigen nicht bei 

Ermittelung der Näherungswerte j , 9 , 3 , benutzten Beobachtungsergebnis, 

welches mit dem groben Fehler behaftet ist, und im vierten Falle nur bei demjenigen 
Beobachtungsergebnis, wofür die Abweichung / oder der Näherungswert i unrichtig 
berechnet ist. 

Beispiel 1 : In unserem Beispiele haben wir im § 25 nach den Formeln (115) 
die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der beobachteten Grölsen und 
den Beobachtungsergebnissen gefunden zu /, — 0,00, /2 = 0,00, /, = -{- 0,80, 
A = — 0,35 , A = — 0,44 . Die für die Beobachtungsergebnisse höchstens zulässigen 
Fehler betragen etwa 0,4 m bis 0,6 m , es geht also keine der Abweichungen / über 
den 3 fachen Betrag der höchstens zulässigen Fehler hinaus, woraus wir entnehmen, 
dafs die Näherungswerte r 9 der Koordinaten genügend sind und dafs weder in 
den Messungen noch in den Rechnungen ein gröberer Fehler steckt. 

Wäre ein Fehler gemacht worden 

1. bei Ermittelung der Näherungswerte jr t; der Koordinaten, so dafs beispiels- 
weise unrichtig 5 = 6 313,76 statt 6 328,76 erhalten wäre, oder 

2. bei Messung der zur Berechnung von % 9 benutzten Streckenlängen, so 
dafs beispielsweise unrichtig « , = 321,6 statt 331,6 erhalten wäre, oder 
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3. bei Messung der nicht zur Berechnung von j x) benutzten Streckenlängen, 
so dafs beispielsweise unrichtig »j = 267,10 statt 247,10 erhalten wäre, oder 

4. bei Berechnung der Näherungswerte 8,, S2, 85 der Streckenlängen, 

so dafs beispielsweise unrichtig S i = 388,49 statt 331,60 erhalten wäre, 

so würden sich die folgenden Zahlenwerte für die Abweichungen /"i , /« , /s 

zwischen den Näherungswerten 81, äj, 85, und den Messungsergebnissen 

81, 8^, .... «5 ergeben haben : 







im 1. Falle 


im 2. Falle 


im 3. Falle 


im 4. Falle 


/■ 8.- 




+ 6,85 


+ 0,02 


0,00 


+ 6,85 


/j = 8 j - 


ÄJ 


+ 9,11 


+ 0,03 


0,00 


0,00 


/.-8,- 


Ä« 


— 0,56 


+ 10,15 


— 19,70 


+ 0,30 


A 8,- 


A4 


10,41 


+ 3,29 


- 0,35 


-0,35 


A-84- 




- 2,21 


8,79 


0,44 


0,44 



Aus diesen Zahlenwerten hätte dann in jedem Falle, wie leicht zu erkennen 
ist, auf die Quelle der zu grofsen Abweichungen geschlossen werden können. 



3. Für die Richtigkeit der nach den Formebi (112) zu berechnenden Näherungs- 

'werte Ii, l«, I», t„ der beobachteten Gröfsen wird nach Berechnung der 

wahrscheinlichsten Werte x , y , « , der zu bestimmenden Gröfsen eine durch- 
greifende Probe gewonnen, indem die wahrscheinlichsten Werte L^ , L^, L^, L^ 

der beobachteten Gröfsen einmal nach den Formeln (109) und zum zweitenmal nach 
den Formeln (118) berechnet werden. Diese Probe kann aber erst am Schlüsse 
der Rechnung gezogen werden, so dafs ein Fehler in der Berechnung der Näherungs- 
werte Ii, (2, I3, .... I^ durch diese Probe erst entdeckt wird, nachdem durch 
den Fehler ein grofser Teil der folgenden Rechnungen unrichtig geworden ist. Es 
empfiehlt sich daher, namentlich bei umfangreicheren und schwierigeren Rechnungen 
eine Probe einzuführen, die die richtige Berechnung der Näherungswerte 1 1 , 1 2 , l , , 

l^ sogleich sicherstellt. Wie diese Probe zu gewinnen ist, mufs in jedem einzelnen 

Falle besonders festgestellt werden. 

Beispiel 1: In unserem Beispiele ist keine Probe ftlr die Richtigkeit der 
Näherungswerte 81,82,88,84,86 eingeführt, weil keine durchgreifende einfac h e 
Probe gewonnen werden konnte, und der Arbeitsaufwand filr eine weitläufigere 
Probe bei der Einfachheit der ganzen folgenden Rechnung nicht in richtigem Ver- 
hältnis zu dem Nutzen gestanden hätte. 

Es kann jedoch eine durchgreifende Probe gewonnen werden, indem die 
Richtigkeit der Bildung der Koordinatenunterschiede ic — x, t) — y durch die Summen- 
probe sichergestellt wird, und indem die Näherungswerte 8 der Streckenlängen 

aufser nach der Formel : 8 = )/(5 — J^)" + (9 — y)* noch einmal logarithmisch nach 
den Formeln: 



tgn 



tgn = 



9 — y' 

5 — x' 



8 



^r) — y 
C08 n 



oder : 



8 = 



cosn 



berechnet werden, wobei die einen oder andern Formeln benutzt werden, je nach- 
dem 9 — y oder 5 — j den gröfsem Zahlenwert hat. 
Die Rechnung hiemach ist: 
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9. 


X. 


5 — ar. 

9 y. 


1 

iog(t)-'y). 


logtgn, 
log eo8 n . 


log^. 


Pl 


6 323,76 
2 306,00 

6 323,76 
2 306.00 

6 323,76 
2 306,00 


6 548.30 
2 061,99 

6 570,58 
2 420,30 


224,54 

+ 244,01 

246,82 
1 14,30 

+ 26,04 
246.03 


2.35 130 
2.38 741 


9.96 389 
9.86 679 


2.52 062 
331,61 


p« 
p. 


2.39 238 
2.05 805 


9.66 567 
9.95 781 

9.02 465 
9.99 758 


2.43457 

272,00 

2.39 341 

247,41 


6 297,72 
2 552,03 

6 056,29 
2 276,00 

6 246,43 
1 896,99 


1.41 564 
2 39 099 


p. 


6 323,76 
2 306,00 

6 323.76 
2 306,00 


4- 267,47 
+ 30,00 

+ 77,33 
+ 409.01 


2.42 727 
1.47 712 


9.04 985 
9.99 728 

9.27 662 
9.99 237 


2.42 999 
269,15 


Pf. 


1.88 835 
2.61 173 


2.61 986 
416.25 


148,80 


; 926,63 


, 4- 222.17 



4. Das unter Nr. 3 gesagte gilt auch für die Berechnung der Differenzial- 
quotienten nach den Formeln (114) , während die richtige Bildung der Abweichungen 
fxyftiftf " " fn ^^^ Näherungswerte li, I«, Ij, ••••^n ^^^ beobachteten Gröfeen 

von den Beobachtungsergebnissen >ii, -^,, ^3, ^„ nach den Formeln (115) 

durch Ziehung der Summenprobe [/] = [I] — [^Jin einfachster Weise sichergestellt 
werden kann. 

Beispiel 1: Wir haben für die Differenzialquotienten im § 25 nach den 
Formeln (114) erhalten: 



a 



8. 



Vn 



n 



g 



f SO dafs: 



n 



a 



n 



n 



9-y« 



a 



n 



y-Vn 



nf 



. y-Vn 

o = - a 



ist, wonach wir die folgende Probe für die richtige Berechnung der Zahlenwerte 
der Differenzialquotienten gewinnen können: 

a, = ^~'''b, = - 0,920 ( + 0,736 ) = — 0,677 , 



V — Vi 
6, = ^— ^'a, = 4- 0,462 (-0,907) = — 0,419, 

0»= - —03 = 

9 — ys 

6* = ^, -!*«4 = + 0,112 ( + 0,994) = + 0,111, 



0,106 ( - 0,996 ) = + 0,106 , 



a 



E — ^6 



b^ = + 0,189 ( + 0.983 ) = + 0,186 . 



9 — ^5 
Die Summenprobe [/] = [ 8 ] — [ « ] ist bereits im § 25, Seite 98 gezogen worden. 

5. Bei Bildung der Produkte pab , pac , päd, . ,..paf; pbc,pbd,,...pbf] 

pcd f .... pcf; pdf wird zuerst eine einfache Probe für den richtigen Ansatz 

der Vorzeichen gewonnen, wenn beachtet wird, dafs bei Multiplikation von 

pab und pac das Produkt das Vorzeichen von pbe , 

pab und päd „ „ „ „ n P^^, 



pab und paf „ 
ped und pcf 



n 



n 



n 



n 



n 



n pdf, 
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erhalten würde, und danach durch Vergleichung der Vorzeichen von pab und pac , 
pab und päd, ,,.. pab und paf , pcd und pef ,,., , mit den Vorzeichen von 
pbc, pbd, pbf, P<iff . . . • die Richtigkeit der Vorzeichen geprüft wird. 

6. Sodann wird eine Probe ftlr die Richtigkeit der Produkte paa, pab, pae , 
..,,paf;pbb,pbc, ...,pbf;pec, , . . . pcf\ gewonnen, indem die Summen 

'i = — («i + *i + «! + .... A), oder »iV5^ = — (ai)//>i + 6i)//>i + Ci-|/^i + ....A)/pi), 
t2r= — (a2 + 6, + c, + A), »a)/i>2 = — (ajV'/>2 + *2yp« + «syp2 + AVp«); 

t3=— (a,+68+c,+....A), «»1/^8=— (<»^yp8+*jy/>8+«8yp8+....Ayps), 



gebildet, und die Summen <i, «2; «s; •••• «« ^^^'* 'i ^Pi » «2)/p2, 8s'\/p»> ^nl/Pn 

durch die ganze Rechnung in gleicher Weise mitgeführt werden wie die Gröfsen 

/i, A,A, ..../nO<i«rAy/>i,AyP2,A>(p8, .-../„ yPn- Dennesmufs dann auf 

jeder Zeile 

paa-{-pab-{-pae-\- paf-\-pas = 0, 

pab-\-pbb-\-pbe-\- pbf-^pb8 = 0, 

pac -{-pbc -\-pec + ..../) c/ + pc« = 0. 



und ebenfalls nach Bildung der Spaltensummen 

[paa] + [pab]-\-[pac] + ...,[paf] + \pa8] 
[pab] + [pbb] + [pbc]+...,[pbn+\pbs] 
[pac]+[pbe\ + [pcc]+,...[pcf]-\-[pes] 



0, 
0, 
0, 



sem. 

Diese Summenprobe ist namentlich bei umfangreichen Rechnungen em- 
pfehlenswert. Sie kann auch bei Auflösung der Endgleichungen weiter durch- 
gefllhrt werden.*) 

Beispiel 1; In unserem Beispiele gestaltet sich die Bildung von [paa], 
[pab], [paf]; [pbb],[pbf] mit Anwendung der vorbezeichneten Probe wie folgt : 



a^p. 


b^p. 


/)//>. 


»l/p. 


paa. 


pab. 


paf. 


pa$. 


pbb. 


phf. 


pb8. 


1,58 
— 2.39 
+ 0,24 
+ 2,61 
+ 0,30 


+ 1,71 
1,10 
— 2,26 
+ 0,29 
+ 1,58 


0,00 

0,00 

+ 0,68 

— 0,92 

— 0,71 


— 0,13 
+ 3.49 
+ 1.34 
1,98 
-1,17 


2,50 
5,71 
0,06 
6,81 
0,09 


X7,30 
2,63 
X,46 
0,76 
0.47 


0.00 
0,00 
0,16 
X7,60 
X,79 


0,21 
Xl,66 

0,32 
X4,83 

X,65 


2.92 
1.21 
5,11 
0,08 
2,50 


0.00 

0,00 

X8,46 

X,73 

X8,88 


X.78 
X6,16 
X6,97 

X,43 
X8,15 


— 0,82 


+ 0,22 


0,95 


+ 1,55 


15.17 


0,62 


X7,55 

1 ' 


X86,67 


11,82 


X7,07 


X0,49 



Die negativen Produkte sind des bequemeren Addirens wegen ab dekadische 
Ergänzungen geschrieben. 

Die Proben ergeben sich dann in der Weise, dafs beispielsweise ist: 
jj2a,a,+j5,a,6j+/),a8/'8+;),a,»2 = 5,71+2,63 + 0,00 + Xl,66 = 0,00, 
/),a,6,+p,6,6,+j5,6,/, +p, 6 j»,= 2,63 + 1,21 + 0,00 + X6,16 = 0,00, 
und am Schlüsse: 

[paa] + [pab] + [paf]-\-[pa8] = 16,ll + 0,62 + X7,55 + X86,67 = 0,01 , 
[pab] + [pbb]+[pbf] + [pb8]= 0,62 + 1 1,82 + X7,07+ x0,49 = 0,00. 

7. Femer kann auch eine Probe für die richtige Bildung von [paa], [pab], 

[pae], lpaf];[pbb],pbc],....[pbf]; [pec], [pc/]; .... in folgender 

Weise gewonnen werden: 



*} Verig^etche Nr. 9 dieses Paragraphen. 
KelL 9L Ali. 
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Es werden die Summen a-f- 6, a + c, <*+/> * + *> — *+/> — ^-\-f'f ^^^ 

a + 6 + c + f oder a^p-i-b^/p , a)/i> + c"/p, . .. . «"/p+Zyp; *)//> + «)//>,.... 

6|//)+/yp; cj/p-f/l^» imd ay/>4-6yp^-[-<'yi' + /Vp ^"^^ danach 

[;>aa],t|)(a + 6)(a + 6)], t;>(a + c)(a + c)],.... [p («+/)( a +/)] , 

[p66], [p(6 + c) (6 + c)], .... [/>(6+/) (6+/)J, 

[pcc], .... [p{e+f) (c+/)], 

[V//], ' 

^p(a + 6 + c + ..../)(a4-64-c4-..../)l 
gebildet. 

Dann werden [i>a6], [p«tc], [P^f]] IP^^]» [P*/l; [p^f]'t — 

berechnet nach: 

[pab] = ~{[p{a + b)[a + b)]-([paa] + \pbh])), 

[pae]= ^([p(a + e){a + c)] — {[paa] + [pee])), 
> 

[p«/] = ^ ([?(«+/) («+/)]-([?««]+[?//'])); 

\phe]=y{[p{b-\-e)(b + e)]-{[pbb]+[peel)), 

t 

ip'>n=l{[pii>+n{b+n]-([pbb]+[pfn)); 

f 

[pcf] = l{[p(e+f)(e + f)]-{[pce] + [pfn)); 

t 

worauf sich die Probe ergiebt, dafs sein mufs : 

[pah]-\-[pae] + .,,, [paf]-\-[pbe] + .,..[pbf] + .,,,[pcf ] + ,...= ^{[p{a-{-b 

+ c + ,,..f){a + b + c + ,,,,n]-i[paa] + [pbb] + [pee] + ,.,,[pfn)). 
Beispiel 1: Diese Berechnung von [paa], [pf^b], [paf]; [pbb], [pbf\ 
gestaltet sich für unser Beispiel folgendermafsen : 



a^p. 


b^p. 


fip~^ 


a-^p -f- b-^p . 


«Vi^ -\-fip • 


b^p+fiP' 


«Vp +*)//>+/>//>. 


— 1,58 


+ 1,71 


0,00 1 


+ 0,13 


— 1,58 


+ 1,71 


+ 0,13 


2,39 


1.10 


0,00 


3,49 


2,39 


— 1,10 


— 3,49 


+ 0,24 


2,26 


+ 0,68 


2,02 


+ 0,92 


1,58 


1,34 


4-2,61 


+ 0,29 


— 0,92 


+ 2,90 


+ 1,69 


0,63 


+ 1,98 


+ 0,30 


+ 1,58 


0,71 


+ 1,88 


-0.41 


+ 0,87 


+ 1.17 


0,82 


+ 0,22 


0.95 


- 0,60 


-1.77 


— 0,73 


— 1,55 


paa. 


pbb. 


Pff- 


p(a + by. 


P(«+/)*. 


P(b+fy. 


p(a + 6+/)«. 


2,50 


2,92 


0,00 


0,02 


2,50 


2,92 


0,02 


5,71 


1.21 


0,00 


12,18 


5,71 


1,21 


12.18 


0,06 


5,11 


0,46 


4,08 


0,85 


2,50 


1,80 


6,81 


0.08 


0,85 


8,41 


2,86 


0,40 


3.92 


0,09 


2,50 


0,50 


3.53 


0,17 


0,76 


1,37 


15,17 


11,82 


1,81 


28,22 


12,09 


7.79 


19,29 






1 


15,17 


15,17 


11,82 


15,17 


' 






11,82 


1,81 


— 1,81 


11,82 
- 1,81 


+ 1,23 ! 


4,89 


— 5,84 


— OKI 


1 






+ 0,62 ; 


— 2,44 


2,92 
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Die Probe ist, dafs sein soll: 

[pab] + [paf] + [pbf] = + 0fi2-2M-2,92 = l{[p(a + b+n{<^ + b+f)] 

-([paa] + [p66] + lp//J))=-4,76, 
was bis auf zwei Einheiten der letzten Stelle zutrifft. 

8. Für die richtige Auflösung der Endgleichungen erhalten wir zuerst eine 
Probe aus den Gleichungen (128) , indem wir diese mit fi, Jj, gs* ..•• multi- 
pliziren, teilweise fllr gj, gs» ••.. die in den Gleichungen (120^) gegel>enen Aus- 
drücke einführen und alles addiren: 



bi 



f>^ 






— g-S8 = 5»^34" — 



= f.<ia--^f.<ia-|^5.<Jj + ..-. 

Ol »1 



37) 



f. 



S 



S 



'1 e Gict 08c>. 



= fi<iE+f«<i9 + Udi+,.., = 2, 



Wir bezeichnen diese beiden Werte, die einander gleich sind, mit 2, Ihre Zahlen- 
werte werden zweckmäfsig gleich bei Auflösung der Endgleichungen mit gebildet. 
Beispiel 1: In unserem Beispiele erhalten wir: 



2 — 




0,394 
0,679 


Udi 
Udt) 




0,370 
0,703 




1,073 


- \ 1,073 1 



9. Die vorstehend behandelte Probe kommt erst zur Wirkung am Schlüsse 
der Auflösung, so dafs ein bei Beginn der Rechnung begangener Fehler die ganze 
folgende Rechnung unrichtig machen kann, bevor er entdeckt wird. Namentlich 
bei gröfseren Rechnungen empfiehlt es sich daher, die unter Nr. 6 behandelten 
Summen [pa*], [pf>']t [pc»], .... durch die Auflösungsrechnung mitzuftlhren 

wie die Summen [paf], [pbfl, [pcf], und danach die Rechnung Schritt fiar 

Schritt zu kontroliren. Führen wir die Bezeichnungen: 

di = \pas], I 8, = [/)6»], I ^s = [pcs], , 



©, = «2 — 



f>t 



•u 



Ol *2 



ein, so erhalten wir bei der Auflösung der Endgleichungen nach dem vorbezeich- 
neten Verfahren:*) 



öl 


b^ 


c^ 




f. 


81 


5i 


b, 

öl 


C2 




«1 


1S2 

Öl 




»2 ^2 82 e« 1 


Ci 

— c, 


C2 

öl 


Ol 




t» 

'^' f 




1 




s. 




S. 


®, 










1 











%* 
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Dann mufs, wie leicht zu abersehen ist, die Summe aller auf einer Zäie 
stehenden Gr&(sen immer gleich Null sein. 

Auch die in der Rechnung vorkommenden Quotienten — — ^, — '^'■■•■ 
— ~- ; — ™-' , ~ w ; ~ ff ' ' können hierbei kontrolirt werden , indem 



sein murs, da beispielsweise 

a, + 6. + c 



.-|.f,4_«,=0, also 

_1 _*^ _'.■...._ f-_«'_0, oder 
0) Ol «1 Ol 

0] «1 Ol 0, ' 

Beispiel 1: Mit Einfbhning der Summenproben gestaltet ^ch die Auflösung 
der Endgleichungen in unserem Beispiele wie folgt : 



«, 


4- 15,17 


6, iLf 0.62 


fi |- 2,*-i 


t(, '- i:i,33 


b, 

-;-;,, 


+ 11,82 


f. 
-'■'■ 

B. 

g. 


-i,n 

+ 0,10 


«, '-w 


- 


1 


«1 


-0,041 


— ^ -[-0,101 

-*'dJ-;o,oio 


^1 


.-0,877 


-hih'i 














». 


+ U.79 


-2.8S 

+:o,s4fl 


e,\->i 


dj L|-'o,151 


-l:lc 



Die Proben sind in der Reihenfolge, wie sie bei der Rechnung vorkommen 






^ -0,041 + 0.161 + 0,877 = + 0,997, 
= _ 0,62 — 0.03 + O.IO 4- 0,55 = 0,00 , 
-4- 11,79 — 2,83 — 8.96= 0,00, 
- + 0,240 + 0,760 = + 1,000 . 



10- Nachdem die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler »,, •», ti, .... ti^, 
wie im § 28 gezeigt ist, zweimal unabhängig von einander nach den Fehler- 
glcichungen (1©9) und (110), sowie nach den umgeformten Fehlergleichungen 
(116) und (117) berechnet und verglichen sind, ergeben sich noch einige weitere 
Proben. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleichungen (Utf) und (IIJ), 

nachdem sie zusammengefafst sind, milpi Os , p^a,, p,a,, Pn^i ' ''nd addiren 

alles, so erhalten wir: 





.=p.«,/,+p,«,",<i+p,.,»,Jtl+r,«, = ,Jl + 


p.".'.-p."./.+p.«,«.Js+p.«.»."i"i+p.",'.i'l + 


IP" 


1= [P'f] +lr<"1''t + [p«*JJ» + |pa.lJ|+ 
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Die rechte Seite der Gleichung ist, wie eine Vergleichung mit der ersten 
Endgleichung (US) ergiebt, gleich Null und demnach ist also auch [pav] = 0. 
Indem wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117) ferner mit p i 6 j , 

P2f>i, Pi^i, Pn^nf ^^™^ n^^ Pi^i t Pi^it P»<i», Pn^nf multipliziren 

und im übrigen in gleicher Weise verfahren, erhalten wir auch [pbv] = 0, \pcv] = 0, 
, so dafs also sein mufs : 

[pav] = 0, 

[pbv] = 0, 

[pev]=0, 



(128) 



Beispiel 1: In unserem Beispiele ergeben sich die Werte von [ p a « ] , [ p ^ « ] 
wie folgt: 



1 

1 


»yp- 


6)/p. 


vj/p. 


pav . 


pbv . 


p, 




1 

1.58 


+ 1,71 


-^ ^ 


0,175 


, , ,^ 


0,276 


+ 


0,299 


p. 


— 


2,39 


— 


1,10 




0.623 


+ 1.489' 


+ 


0,685 


p. 


+ 


0,24 


— 2,26 


4- 0,175 


+ 


0,042 


— 


0,396 


p« 


+ 


2,61 


4- 0,29 


— 


0,458 





1,195 


— 


0.133 


p. 


+ 0,30 


+ 


1,58 




0,283 


- i 0,085 . 


0,447 1 






0,025 


+ 


0,008 1 



1 

'a 

■ 

3 



Es ist also [pav] — — 0,025 , \pbv] = -\- 0,008 , während diese Summen gleich 
Null sein sollen. Die Abweichungen von Null rühren von den Abrundungen der 
letzten Stellen der Zahlenwerte her. 

11. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), 
nachdem sie zusammengeftkgt sind, zuerst mit Pi'^m p^'o^, Pzv^, '*"Pn^n9 sodann 
nut Pifi,Pifi,Psfs, Pafn ^^^ addiren, so erhalten wir: 

= PiAA+Pi«i''i<^E + Pi^i^'i<^9+Pi«i*'i^3 4- PiO>ifidi-\-pibifidtf-{-piCifidi + .. 

Pif2fi+P%(^t^idi-{-p2biV^dy+P2eiVid^ + Pia2fid]C+p^bifidt)-\-piCif2d^'^.. 

-Ptf»fi + PsO,n^sdlc + p»bj^Vidr)-\-p:,eiiVjid^~\- PHaif,dic-\-pib9ftdt)+Pie^fid^-{-,, 



•n=Pnfnfn+Pn''n''n*^l + PnK''n^y+Pn^n^n^h + ''''Pn<'nfndlC+PnKfn^y+Pn'^nfn^i + '' 

] = [p//] + [pai;]«i£ +[pftt;]d9 + [pci;]d3+.... [pa/] dj +[p 6/] dp + [pc/]<ia + .. 

Nun ist nach den Formeln (128) {pav] = [pbv] = [pev] = = 0, so dafs 

wird: 

[pvv] = [pfn + [pandl + [pbf]dt) + \pcndh + ...., 

oder wenn wir die einfacheren Bezeichnungen nach den Formeln (130*) einführen 

[prr] = [p//J + f,dE + f.d94-f8da + .... 
und wenn wir -^ nach Nr. 8 Formel (127) fUr f , dg + f gdp + f jda + . . . . setzen: 
(129) [pvv] = [pfn + 2!, 

a^^' 93, 



Nach Formel (127) ist auch -^ = -i^fi -E-S^ -|^g8- . . • . 



Nun sind — fi,l^g«,i-^53,.... sämtlich quadratische Gröfsen, weshalb 2 

. immer negativ imd demnach [pvv] immer kleiner als [pff] wird, wie es auch 
sein muiSy wenn Ipw] ein Minimum sein soll. 
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In der Probe nach Formel (1!^) ist die Probe nach Formel (1S8) mit ent- 
halten, denn die erstere stimmt nur dann, wenn letztere stimmt, wie nach obiger 
Entwickelung leicht zu erkennen ist. 

Die zweite Berechnung von [pw] nach Formel (1!^) ist ganz besonders 
wichtig, weil dadurch namentlich auch alle Fehler oder zu groise Ungenauigkdten 
in der Bildung der Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen erkennbar 
werden, denn die Quadratsumme [pvv\ wird einmal direkt aus den Werten 

Vi = Li — A.I , V2 = Lf — Jif, Vi = Lg — A,i, v^ = L^ — Ji^ ohne Benutzung 

der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen und dann nach Formel (139) mit Benutzung 
dieser Faktoren u. s. w. erhalten. 

Beispiel 1: Für die Probe nach Formel (139) haben wir bereits im § 28, 
Nr. 8 und im § 29, Nr. 8 die Zahlenwerte [pvv] = 0,740, -^= — 1,073 erhalten. 
Femer erhalten wir: 

\pfn=Pififi+P.f.f2+Psf,f,+P,f4f4+P,f,f, = 0,m + 0,m + 0,4ß2 

+ 0,846 + 0,504=1,811. 
Demnach wird: 

(129) [;irt' ] = [/,/•/] + ^=1,812 -1,073 = 0,739. 

Der hier erhaltene Wert weicht von dem früher erhaltenen also um 1 Elin- 
heit der letzten Stelle ab, was auf die bei Durchführung der Rechnimgen vorge- 
nommenen Abrundungen der letzten Stellen der Zahlenwerte zurückzuführen ist 



§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 

Fehlergleichungen. 

1. In manchen Fällen kann die Bildung und Auflösung der Endgleichungen 
wesenüich vereinfacht werden, indem die reduzirten Endgleichungen direkt aus 
reduzirten Fehlergleichungen gebildet werden. Wie dies auszuftlhrcn ist, wollen 
wir an einigen besonderen, häufiger vorkommenden Fällen darlegen. 

3. Wenn in den umgeformten Fehiergleichungen (116) und (117), die wir 

im folgenden immer zusammenfassen, die Faktoren einer der zu bestimmenden 

Gröfsen dj, dtj, d^ , sämtlich gleich + 1 sind , wenn also beispielsweise die 

umgeformten Fehlergleichungen 

Vx='fi+dx-{-bidr)-\-Cid^-{- , Gewicht =i>i, 

V2^A + d]r + 62d9 + c,d5 + ...., „ =P2, 

t'8---/ji + rfp + 68dp + c,d^ + ...., „ =Pz, 



in 



vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen : 

I [ P ]dv. + [ ph ]dx)-i-[ pc ](f5 + [ Pf ] = 0, 

(.>♦) I lph]dx + [pbh]dt^ + [pbe]di + [pbf\^0, 

I [y»r]d^ + [;,6c]dü + f;)cc]d,-i- [pcf] = 0, 

Aus der ersten dieser Endgleichungen folgt dann: 

Wird dieser Wert von rf ir in die letzten Endgleichungen eingesetzt, so ergeboi 
sich die reduzirten, nur noch (/ 9 , d 3 , enthaltenden Endgleichimgen : 
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(4 



{[pbb] - I^j) [p6]) d9 + {[phc] - ^P^^ [pe j) d, + . . . {[phf] - fj^^-1 fp/]) =0, 

[Pf]\ =0, 



[p] '•"')'' ' ■■■V-" [p] 

'' 1 ([/.6c] - f-^fjJ [pe]) d, + ([pee] - fgjhpc]) da + . . . ([pc/J - f P'^ 



[P] 
[pb] 

[P] 



[P] 



S. Diese reduzirten Endgleichungen können wir auch erlangen, indem wir 
an Stelle der obigen Fehlergleichungen die reduzirten , d i nicht enthaltenden Fehler- 
gleichungen 

Dt = /i + 6 1^9-1- e,d} + , Gewicht =Pi 

Ol = /j + *j<*9+ «»<*J + — . 
0, = /. + btdi)-\- Cadj + , 



(5*) 



n 
n 



= P9 
= P» 



'>« + 1 = [^/J + [p *J ^9 + [ix'l^'a + ...•» 



=Pi 



1 



(p] 



setzen und aus den Faktoren, Absolutgliedern und Gewichten dieser Fehlergleich- 
ungen die Faktoren und Absolutglieder der EIndgleichungen bilden. Denn, wie leicht 
zu übersehen ist, liefern uns die ersten n reduzirten Fehlergleichungen die Beiträge 
[pbb], [pbe], [pbf], [/>ccj, [pcf], und die letzte n-\-lte Fehler- 

gleichung die Beiträge --^P-^-^ipbi, -^P^^[pc], ,..,-^^P±^[pn, -'^P^'^[pc], 

— r -j [pf] ZU den Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen, womit 

wir also aus sämtlichen n -f- 1 reduzirten Fehlergleichungen die in obigen reduzirten 
Endgleichungen vorkommenden Faktoren u. s. w. erhalten. 

Die wahrscheinlichsten Werte »i, r», v^, v^ der Beobachtungsfehler 

erhalten wir dann mit den sich nach (5*) ergebenden Werten Pi, p», Oa, .... o^ 
nach: 

Vi = t)i + di, 



(6') 



% = o» + ^E> 

Die Probe nach den Formeln (128) vereinfacht sich, da « i = a 2 = a s = % = -\-^ 

ist, dahin, dafs sein mufs: 

( [pv] =0, 
I [pbv] = 0, 
I [pcv]=0, 



(7-) 



4. Dasselbe Ergebnis erzielen wir, wenn wir 



(8') 



Fl 


-A- 


[Pf\ 


t\. 


-h- 


\pf] 
\P\' 


F,-. 


-/.- 


[Pf\ 
\P] ' 


Fn 


=/„- 


(pfY 
~\p]' 



[pj>\ 
[p] ' 

[p] • 

[pb] 
[P]' 

's'^'.'Jp'bi' 



-B,=6. 
ß i = b 2 — 

B3 = b 2 — 






Co — 



63 = 63 — 



[po] 
ip]' 

\P]' 
Ipo] 
[P]' 



• • • • 



^ „ — C-, — i- ,- , 

n n [^j ; 



bilden und an Stelle der unter Nr. 2 angeführten Fehlergleichungen (1*) die folgenden 
reduzirten Fehlergleichungen setzen: 
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(9') 



<'i = ^i + ^i<^9 + Cid3 + , Gewicht =Pi, 

Vi = F^ + B^di)-\-C^df^ + ...., „ =p,, 

Vz = J^n + ^sdx) + C^di + ..,., „ =p,, 



r. 



Denn die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen, die sich aus diesen reduzirten 
Fehlergleichungen ergeben, sind gleich den Faktoren u. s. w. der reduzirten End- 
gleichungen (4*), was sich daraus ergiebt, dafs ist: 



(10*) 



r, B B —« b b —9^P^y,, b -4.« [^*HP6] 
p,Ä,Ä,_p,o,o, — j |j,6,-1-p, -y -r—r, 

t 

[pBB]=[pbb] -W[j,b]^ 



dafs femer ist: 



(11') 












u. s. w. 

Für die richtige Bildung der Werte F, B, C, ergiebt sich die Probe, 

dafs [p F]- [pB] -[pC] = = sein mufs, was ohne weiteres aus (8*) folgt, 

indem die einzelnen Werte mit den Gewichten multiplizirt und dann [pF]^ [p-^J. 
[ ^> (• 1 , gebildet werden. 

5. Wenn die Faktoren einer der zu bestimmenden Gröfsen dj, dy , dj, — 
in den umgeformten Fehlergleichungen sämtlich gleich — 1 sind, wenn also beispiels- 
weise die Gleichungen 



(!•-'•) 



'• i A« — f^K -I 6 a rfi) + c 2 ^5 -^ • • • 
•* 3 /'a ■ dx + bj^dvi-j-c^d^-^... 



Gewicht =Pi , 

n =Ps» 

n =P», 
I 

= Pn 



vorlirgrn, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen: 

I l/'l<'JC - [pfcl<'9— [pr]d^ — ,... [p/] = 0, 



Ans der ersten Knilglcichung folgt dann: 
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Setzen wir diesen Wert von (2 £ in die beiden letzten Endgleichungen ein, so 
erhalten wir die reduzirten Endgleichungen: 



(15') 



[p] 
([pbc] - 1^ [pe]) dx, + ([pcc] - 1^ [pc]j di+ .... {\pcf] - f^^i) [p/]) = , 



Diese Endgleichungen stimmen mit den reduzirten Endgleichungen (4*) über- 
ein, so dafs wir auch in dem Falle, wo die Faktoren a,=a2 = 08 = «n = — ^ 

sind, die reduzirten Endgleichungen in gleicher Weise aus reduzirten Fehler- 
gleichungen bilden können, wie dies unter Nr. 8 und 4 für den Fall gezeigt ist, wo 
a, ^02 = 03^. ...a^ = -|-l ist. 

6. Bei der Auflösung der aus den reduzirten Fehlergleichungen erhaltenen 
reduzirten Endgleichimgen wird in der Rechenprobe nach Formel (147) für 2 der 

Betrag —^Sa-— S-Ss — erhalten. Um demnach den vollen Betrag von 2 

nach Formel (127) zu erhalten, der in Formel (129) einzusetzen ist, um [pw] 

ganz zu erhalten, mufe dem erstangeftlhrten Betrage von 2 noch der Betrag — — f i 

öl 



hinzugesetzt werden, der hier gleich 



[pf] 
IP] 



[pf] ist. 



Dieser Zusatz kann indes wegfallen, wenn bei Benutzung der Formeln (6*) 

der aus der n -fiten Fehlergleichung entspringende Betrag — K -ylpf] niit in 

[pff] aufgenommen oder wenn bei Benutzung der Formeln (8*) und (9*) [pFF\ 
statt \pff] gebildet und in die Formel (129) eingefUhrt wird, da [pFF] = [pff] 

— "^ - J[pf] ist, was sich ohne weiteres ergiebt, indem nach (8*) die Ausdrücke für 

i p j 
PiFiFi, p^FiF^, p^Fj^F^, PnF^F^ gebildet und addirt werden. 



7. Liegen also die umgeformten Fehlergleichungen 

t' 1 = A ± dE + 6 1 ^9 + c , dj + Gewicht 






n 
n 



=^P\ 
= Pi 
= Pz 



''n=/n±^?+*n<^9 + %^a + ...., » =Pn 

vor, so erhalten wir allgemein die reduzirten, nur noch d^, dj, .. 

Endgleichungen aus den reduzirten Fehlergleichungen: 

»1 = f\-\- ^idx^-\- c 1 <^J + Gewicht 

»2 = A+ 62^9+ Ca<^ä + 

t>8 = fz+ ^idx\-\- cgdj-j-.... 



enthaltenden 



(130) 






» 



n 



» 



= Pif 
= P2, 
= Pi, 
t 

= Pn> 
1 



[P\* 



oder, indem 



(1:M) 



[pn 
[p] ' 
[pf] 
[p] ' 
[pn 



B, = b,- 
ß 2 = b 2 — 
B8 = 6,— 






[Pb\ 

[P] 
[Pb\ 

ip] 
[pb] 

[P] 



6 -^"-^ 
' [P] ' 



C,=c,- 
C •i = C2 — 

" [p] 



[Pj^ 
[P] ' 
[P±\ 
[p] ' 

[p] 
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gebildet wird, wobei [pF] = [pB] = \ pC] = .,,.=^0 werden mufs, aus den Fehler- 
gleichungen : 

( Vi=Fi-\-B idy-^Cid^-j- , Gewicht =Pi , 



(182) 



v, = F^ + B,dr) + Cid^ + .,.. 
v^ = F^ + B^dr) + Cj,d^ + ,.,, 



n 
n 



= Pt, 

= Pt, 
• • • > 



% = ^n + ^«^9 + ^„rfa + .... 

Nachdem dx) , d 3 , aus den reduzirten Elndgleichungen bestimmt sind, 

erhalten wir dj: nach: 

(188) dj = T W + ^r'} ä 9 T -fe5 äi^ 

. , f obere 
wonn das 



[p] ' [p] ' [p] 

I obere I 

( J Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dj in den umge- 

l untere | 

i positiv I 
formten Fehlergleichungen { . > ist. 

Um nach Formel (129) den richtigen Wert von [p«»l zu erhalten, kann 
erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach Formel (ItT) 

für 2 ergebenden Betrage — «-3a — 2- 3t — noch — \\ [pf] hinzugesetzt 

werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (130) der aus der n + 1 len 

Fehlergleichimg entspringende Betrag — f^-^iPf] niit in [pff] aufgenommen 

werden, oder es kann drittens bei Benutzimg der Formeln (ISl) und (ISS) [p^F] 
statt [pff] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Wenn pi=p^=p^ = Pn=^ ^^f so vereinfachen sich die Formeln (IM) 

bis (t83) wie folgt: 

Dl = /*! -[- bidn-{- c,d5-|- , (jewicht=+l» 

= +1, 
= +1, 



(tU) 



Ö2 = A + 6jdp+ C2<'3 + t 

»8 =fi+ *8<i9+ «8<'3 + ...., 
* 

»n = /« + *«^9+ c„d3 + ...., 



n 
n 



(185) 



r>n + l = [n + ['>]dt, + [c]di + ...., 

m I 



F,=f,- 



n 
n 

[/J 



F =/ -10 



y,o [F] = [B] = [C] = 



(136) 



n ' 
B i = 62 — — , 

n 



B =b 

n n 



n 



, =+1, 

» ~ %' 
C -c -f"! 

C -c -f*l 

Og — Cg — , 



c.=*.-tl.l 



• • » • f 



. . . . = sein mufs ; 

-j- B i dl) -\- C i dT^ -{- , Gewicht =+1, 

+ ^3^9 + 02^,1 + ...., „ = + 1, 

= + 1, 



V 5j 3.. F 

V3 = F^-}-B^dx) + Csd^-f- , 



n 



"« = ^'„ + -B„<''> + C„d, + ...., , =+1. 

Nachdem di) , d 3 , aus den reduzirten Elndgleichungen bestimmt sind, 

erhalten wir dv nach: 

(i:JT) 

obere 



n n n ' 



worin das 

untere 

geformten Fehlergleichungen 



Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von d^ in den vot 

( positiv 



\ negativ 



ist. 



\ 



§ 30. Bildung der rediuirten Endgleichungen aus reduzirten Fehlergleichtmgen. 123 

Um nach Formel (139) in diesem Falle den richtigen Wert von [pw) zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen 
nach Formel (1?^ für 2 ergebenden Betrage — s'St — 1^5«— ■■■■ noch 
— [/] hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln OSf} 

der BUS der n+lten FeWerglelchung entspringende Betrag — — [/] mit in [pff] 
aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (ISS) [FF] statt [//] gebildet und in Formel (139) eingesetzt werden. 

Mit den nach den Formeln (ISO) oder UM) erhaltenen Werten o , , d , , o o , 
, , . . o„ ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte f,,«,,«,, », der Beob- 
achtungsfehler nach: 

(188) { ".^KtidE, 



Die Proben nach den Formeln (188) ^d 
I [P*''] = 0, 



oder wenn samt- 
liche Gewichte 
gleich I sind: 



h 


= 0. 


[1, 


= 0. 


1" 


= 0, 



Beispiel: Bei der Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Koor- 
dinaten ly eines durch Rücfcwartseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes 
haben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen ergeben:*) 
ri= — 110,7dj+ 95,0d9 + dj, Gewicht =1, 
f,= — 255,4dj— 97.0<i5 + dj, , =1, 

r, = + 10— 14,8<ij — 202.2d5 + rfj, , =1, 

r,^ — 20 + I67,lds+ 82,ld5 + dj, , =1, 

c» = + 8— 60,9 d^ + 267,0 d)) + di, „ =1. 

Diese Gleichungen können nach den Formeln (1$4) reduzirt werden auf: 
Di= — 110,7dj4- 9b,0d^, Gewicht: 
0,= — 2&5,4dj— 97,0<l5, , 

B, = + 10— U.-A dl ~ 202,2 dx), 
»1 = — 20+167,ldi+ Sa.ldii, „ 

Ot = -|- 8— 60,9 dj + 267,0 dp, 
0, = — 2 — 274,2rfE+144,9d5, 



Hierm 


t 


ergeben sich die Faktoren der reduzirten 


Endgleichungen 


wi 


B folgt: 




,.^ 




b. 


/. 




/"■/. 


pbb. 


Pbf. 


/', 




-'111 


+1.5 




Ö 


-fl 12 321 


Li 10 545 







4- 


9 025 







Fi 




_ 


255 




S7 







4- 65025 


[+ 24735 







+ 


9409 







P, 




_ 


14 




202 


Lf 


10 


-1-, 196 


+ 2 828 
+ 18 694 


- 


140 


+ 


40 804 


— 


2020 


P, 




4- 


167 


rf 


«2 




20 


+,27 889 


- 


3 340 


+ 


6 724 


— 


1640 


Fj 




_ 


61 


4- 


267'-+ 


s 


+ 


3 7-21 


- 16 287 


- 


488 


+ 


71289 


+ 


2136 




~ 5 




S74 


+ 


145 1- 


2 


- 


15 015+ 7 946 


^ 


HO 


-| 4 205 


+ 


58 


-t- 


94137 


+ 22 371 


- 


4 078 


+ 


133 046 


- 


1466 



■) VerBleiche § 38. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



Die reduzirten EIndgleichungen sind demnach: 

+ 94137<iE+ 22371(fp— 4078 = 0, 
+ 22 371 dj+ 133 046 (f 9 — 1466 = 0, 

woraus sich nach den Formeln (1^) und (t^i) ergiebt: 

dj = -f0,042, dp = -fO,004 

und nach Formel (IST): 
dj = — f^^rfS — ^—^dp — f^ = + 54,8 (-^0,042 ) — 29,0 (-f 0,004) + 0,4 

H H fl 



= + 2,6, 



endlich nach den Formeln (134) und (13S) : 



(134) 



Ol 
0* 



=/ 
=/ 



=/» 



j + rt j dt + ^ * du 
, — rtjrfr — 6jrfi) 
^-^a^di-^h^dn 
a^di-^-b^dn 



0,0 — 


4,7- 


-0.4- 


- 4,3, 




0,0 


10,7- 


-0,4- 


-lU, 




-f 10,0 - 


0,6- 


-0,8- 


^ 8,6, 


(1S8) 


20,0 — 


7.0- 


-0,3- 


-12,7, 


- 8.0- 


2.6- 


-1.1- 


- 6,5, 





— 2,0 — 11.6 — 0,6 —13,0. 



«•l = 


= ©i+rfj = 


- 1. 


«•« = 


= D, + cf5 = 


- SJ 


«*! = 


= ©i + <'S = 


-L-ii; 


^4 = 


= ©4 + ^5- 


-lÖJ 


«-5 = 


= ©5 + rfj = 


4-9.1 


lr] = 


= 


ö,( 



Femer folgt aus den gegebenen umgeformten Fehler^eichungen nach den 
Formeln (133) und (136): 



a») 






/i 

7» 



f/1 

m 

n 



0,4, 

0,4, 

10.4, 

19.6, 



^1 
-4, 

-1« 



rt 1 — = — 55,9 , 



= rt 



n 



B,=»,- 



[» 



— 200,6 , 
<!,- -"- = — 40.5, 



fl I 



Bi = bi — -^ 



= o,-f"^ = — 221.9. 



Ä4 = *. 



fl 



/ . 



— / > — _ — — ^^ . 



-l5 = rtj — ' ■ = — 6.1 , 



«.-..-'^ 



-f 66.0, 
- 126,0. 

+ 58,1, 
J- 238,0, 



Fr-. 



0.0 , 



r . 



tl3$) 



i - 
> - 






.4 . Jr 
A,dT 

A,dT 
A,dT 
A i CT 



a:^ - 0,2, [B] = 

2>V. Jc = — 0,4— 55.9 dr— 66,0^9« Ckjwidit 
B.dD-^-^ 0.4 — 000.6 i/r — 126,0 dp . 
l?,crxj^ — 10,4— 40.5 dr — 231,2 dp, 
/?.dD = — 19.6 — 221.9 dr— 53,1 dp, 
/?^dp_.— S.4— 6,1 dr — *28S,0 d9 , 



- 0,1, 



wonach skh die Faktontn und Absolutglieder der reduzirten En<[^;leicfamigen wie 
fo}gt enpcber.: 







.4. 


/?, 


h\ 


.: .4.4. 


, ab, t.^F. 


pBB. pBF. 


• j 

• ♦ 

• V 


1 
1 

* 


- l>.'l 
- 4" 


- le^ 

- e^i 


- V 4 
— •>,4 

- lv.4 

- >,4 


S1S6 - 

4^«4':'i - 

4:^t^^4 - 

;^ - 


- S6V« — 22 

- 2x^.^J^ ^> 

- i- 'J4{» 416 
. 117^ _ 4351 

14^^ 3d 


4356— 36 
15876 50 
53361 — 2402 

2S0d - 1039 
56644— 1999 


— :4 4o: - 


- 22 72S — 4«?7 


— 133016 — 1466 

• 



§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehlergleichungen. 125 

Die reduzirten Endgleichungen sind demnach: 

+ 94457d]r+ 22728^9 — 4087 = 0,*) 
+ 22728d£ + 133046^9 — 1466 = 0, 

woraus sich nach den Formeln (122), (123) und (137) wie oben ergiebt: 

d? = 4-0,042, d9 = + 0,004, d^ = + 2ß. 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler werden nach den 
reduzirten Fehlergleichungen (136): 

v, = + 0,4— 55,9dE+ 66,0d9 = + 0,4 — 2,3 + 0,3 = — 1,6, 
t's = + 0,4 — 200,6 dj- 126,0 <i9 = + 0,4 — 8,4 — 0,5 = — 8,5, 
t' 3 = -f 10,4 + 40,5 d^ — 231,2 dr) = + 10,4 + 1,7 — 0,9 = + 11,2 , 
f 4 = — 19,6 + 221,9 di+ 53,1 d9 = — 19,6 + 9,3 + 0,2 = — 10,1 , 
i'5 = + 8,4— 6,1 d£ + 238,0 d9 = + 8,4 — 0,3 + 1,0 = + 9,1, 

[r]= 0,0 + 0,0 + 0,1=+ 0,1. 

8. Wenn die Faktoren « , 6 , e, der umgeformten Fehlergleichungen unter 

sich einander gleich sind, wenn also die umgeformten Fehlergleichungen 

V 1 =/i + a dj + 6 d9 + c dj + , Gewicht =l) i , 

V2=f2 + adi + bdr) + ed^-{- , „ =Pi, 

l'8=/8 + «<'E + ^rf9 + «<^} + ..-.| ff =Pzy 



'^n=/'n+«<'E+*<^9 + C<^5 + ---> » =Pn 

vorliegen, so können diese reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(Ul) o = t^J + adE + 6rf9 + c(ia + ...., Gewicht =[p]. 

vP\ 

Denn die obigen n Fehlergleichungen liefern die folgenden Endgleichungen: 

[p]aadi-\-[p]ahdx)-\-[p]acdiA- + [/>/]a = 0, 

[;)]a6dE + [p]6 6d9 + [/>]6c(i8+.... + [p/-]6 = 0, 
[;>]flcd5+[p]6c(i9 + [/)]ccclä + ... . + [!)/ ]c = 0. 



und ganz dieselben Endgleichungen ergeben sich aus der einen reduzirten Fehler- 
gleichung (141). 

9. Die Fehlergleichung 

t>=/*+ad5 + 6d9 + cd3 + .... , Gewicht = p 
kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 
(142) qv = qf-{-qadi-]-qhdr^-\'qcd^ + , Gewicht = ^ ; 

denn, wie leicht zu übersehen ist, liefern beide Fehlergleichungen dieselben Beiträge 
zu den Endgleichimgen. 

10. Die n Fehlergleichungen 

V 1 =/i ±di^ Gewicht =p , 

^'i=f2±di + hdx^-\-ed^-\-,..,, „ =p2 

v»=fs±<il, r, =Pi 



v^=f^±di, „ =p„ 



*) Die Abweichungen der Zahlenwerte in den nach den Formeln (184) erhaltenen 
Endgleichungen von den hier erhaltenen erklären sich durch die Abrundungen der Zahlen» 
vierte der Faktoren a, 6 und A, B. 



Vermittelnde BeobactitiingeD. 

kötineti nach den Formeln (ISO) zuerst reduzirt werden aul die Petiiergleichungett^ 
o I = /"i , Gewictit ^ ;> 1 , 

n, = /",+ bdtt+ ed)-|-...., „ = pt, 

', = f, . . - P., 



' f. 

•[p/]+e,i<'i+p 



<JH 



IfJ 



Von diesen reduzirten Fehlergleichungen liefern nur die zweite und die letzte 
Beitrage zu den Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen, da in allen übrigen 

Fehlergleichungen die Faktoren 6 , e , sämtlich gleich Null sind. Demnach 

können diese » -{- I Gleichungen für die Bildung der reduzirten Endgleichungen e: 
werden durch die beiden Fehlergleichungen; 

D , = A -|- bdif-j- edj-\- . , .. , Gewicht = p, , 
r>^ + i^[pn+P,l'dx,+p,cdi-i- „ =-[^]- 

oder, unter Berücksichtigung der unter Nr. 9 aufgestellten Formel (143), durch < 
beiden Fehlergleichungen: 

0, = f.,-\-bdi}-\-cdi-\- , Gewicht ^= ji, , 



Diese beiden Fehlergleichungen können sodann nach Formel (141) weiterl 
reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung : 



e Teil des Ausdrucks, oben und i: 



[(■) 



-A 



(1«).-/,- 



''! + lJl, + eJH 



, Gewiclit = 



IP/ l-P./. 



P/ Itf]— Pi)Pi 



oder da der 
geht in : 

Ip]-p^ [p]—p± 

auf die Fehlergleichung ; 

_[pn-p,r: 

Für dt ergiebt sich nach Formel (I3$t 
Al'f] . 

' [p] "-[pr^'uy] 

I untere 

, I ''°''''' ' iM 
\ negativ | 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (ISft) bis (133) mufs auch 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflösung der redudi 
Endgleichungen nach Formel (lÄJ) für Z ergebenden Betrage 
- f- I [pf] hinzugesetzt werden, 
1 [pKt] zu erhalten. 



(144) dx.= + V'„'i' ^ r'Vi^'''' ^ r-^*''J + 

worin das J ""^"^ [ Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeicher 
geformten Fehlergleicliunger 






1 nach Formel (129) den richtigen Wc^ 



§ 31. Bogenschnitt gemessener Längen. 127 

In dem Falle , dafs pi=pi=p^ = .,,,p^z=l ist, vereinfachen sich die 
Formeln (143) und (t44) wie folgt: 

(145) r>=f,'-^-Q^{' + hdr) + edi + .,,., Gewicht = 1 -- = '^^ , 

(146) d£= T ^^ qp -bdr) + -cda :f ...., 

n n ^ n ' 

worin bezüglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

et et 

Der erforderliche Zusatz zu dem 2 Betrage — „- 5 « — 2* - 5 s — ist hier 

n 

Beispiel: Bei Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten 
X y eines durch Vorwärtseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes haben 
sich für die auf einem Punkte P^ beobachteten Richtungen die folgenden umge- 
formten Fehlergleichungen ergeben:*) 

«i = + 0,8 +<i3«, Gcvnchtp^ = Sfi, 

i;, = + 4,2 +d^af n Jt>a = 6,5, 

r3 = + 0,2 + 85,6dE + 23,0(i9+<^aa> » P8 = 9,0, 

r, = + 2.0 +<^8a> I» P4 = 8,0. 

Diese Fehlergleichungen werden reduzirt auf die eine Fehlergleichung : 
(143) V =/, - f^^?-» >^ + a dj + 6 dt, , Gewicht = ^3 f^^-» , 

= + 0,2 - ±^ + 35,6 dl + 23,0 di, , Gewicht = ?? Jj|'^ 

= — 2,0 + 35,6 dl + 23,0 d^ , Gewicht = 6,4 . 
Für die Berechnung von d^^ ergiebt sich: 

„44, .,. = --„.,--..,_I^l 

= — 10,2 dl — 6,6 dx) — 1,63 . 



f 



2. Kapitel. Beispiele zu dem im 1. Kapitel entwickelten 

Verfahren. 

§ 31. Bogenschnitt gemessener Längen. 

1. Zur weiteren Erläuterung des im 1. Kapitel entwickelten Verfahrens für 
die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der durch vermittelnde Beob- 
achtungen bestimmten Gröfsen und der mittleren Fehler der Beobachtungsergeb- 
nisse wollen wir hier noch eine Reihe von Beispielen folgen lassen und zwar 
in der Weise, dafs wir für jedes Beispiel zuerst die Formeln entwickeln imd dann 
die Rechnungen nach den entwickelten Formeln in schematischer Anordnung durch- 
führen. 

3. Das in den §§ 22 bis 29 benutzte Beispiel ist im Anschlufs an die 
theoretischen Formelentwicklungen bereits in seinen einzelnen Teilen vollständig 
behandelt worden. Weil aber die zerstreute Behandlung der einzelnen Teile nicht 



•) Vergleiche § 37. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 




Gegebene Koordinaten. 



P, 
Pb 
P* 
P5 



X , = 6 548,30 
X , = 6 570,58 
X , = 6 297,72 
r 4 = 6 056.29 
Xb = 6246,43 




y, =2061,99 :| 
y, = 2420,80 
y, = 2 552,03 
y^ = 2 276,00 
y5 = 1896,99 



Gemessene | Gewichte der 
Streckenlängen. Streckenlängen. 



Näherungswerte der gesuchten 
Koordinaten 



5 = 6 823,76 



9 = 2306,00 



«1 

«8 
«* 
«6 



= 331,60 
= 272,00 
= 247,10 
= 269,50 
:= 416,70 



Pi 
Pi 
Pi 
P* 
Pb 



5,43 
6,92 
5,15 
6,92 
2,59 



Für « = 100 ist das Gewicht /> 100 = ^^fi- 1 

Gesucht : Die wahrscheinlichsten Werte der 

Koordinaten x y des Punktes P und die 

mittleren Fehler. 



Formeln. 



Beziehungen zwischen den wahren 

Werten der Streckenlängen («) und der 

Koordinaten (i) (y). 



Näherungswerte 8 der Strecken- 
längen. 



(108) 



f 

(«5) = ]/M^5yM(yJ~-nj\ 



(112) 






8, = l/f5 — x5)« + (9 — y»)*) 



Differenzialquotienten a, 6. 



Abweichungen f zwischen den 
Näherungswerten 8 und den ge- 
messenen Streckenlängen «. 



(U4) 



a 



a« = 



's; ' 

t — ^2 

8« ' 



6, 



9_-yi 

t) — y« 
8. ' 



(115) 



/"i = 8 1 — « 1 , 



A = 8 



2 > 



aK = 



5 



8 ' 



6.= 



p — y» 

'8. 



/5 = 8 5 — • 5 



den erwünschten üeberblick über die ganze Rechnung gewährt, und weil einzelne 
Teile auch mit Rücksicht auf die vorhergegangenen Entwicklungen umfangreicher 
behandelt werden mufsten, als es bei einer lediglich auf das praktische Ziel ge- 
richteten Durchführung notwendig ist, lassen wir hier das ganze Beispiel nochmals 
im Zusammenhange folgen in einer flir die praktische Anwendung zweckmäfisigen 
Anordnung. 



§81. 



Bogrenschnitt gemessener Längen. 



129 



Endgleichungen. 

1 


' Reduzirte Endgleichungen und 
Aenderungen dx, dt) der Näherungs- 
i werte j 9 der Koordinaten. 


^"^'\[pab]df: + [,>bb]d„ + \pbn 0.! 
(a,—[]>an],b, — [pab],fi—[paf], 
jj30)l f>i — [pbb],U — [pbn, 

|»,-6,-J-'b,,?,-f,-jM.. 


n^\ i ai«^? + 6id9 + fi —0, 

(123) ^ , 7« 

dj:_ — - dp— -. 

l Ol öl 


Probe. 


' Wahrscheinlichste Werte r y der 
Koordinaten des Punktes P. 


(IW -l'U-'i'^,-Udv. + Udr)-2. 

Ol Jos 


(111) [' ^ + ''^' 


Wahrscheinlichste Werte 5 der 

Streckenlängen. : 


Wahrscheinlichste Werte r der 
Beobachtungsfehler. 


am 


S,-V'(/-x,)» + (y-y,)», 


1 

1 

[ t'i = ^1 — «1, 

(110) «'«-5« »«, 
> 

«'5— 5b— «B- 


t 


Aenderungen d^ der Näherungswerte S ' 
der Streckenlängen. 


Probe. 

1 


(116) c^äs — rt2«^j + 6«<i9* 
t 

d^r^ — a^dx + h^dr). 


(117) ^ ^'i—fi-{-d^i, 
9 

*'5— A + C/ÖS. 


Schlufsprobe. 


[pff]—Plflfx+Pififi + '-"+Psfif5, 

[p r r ] _/) , r, r, +/) j r, r, + +7J5 «'s »'s , 

(129) lpvr]-[pff] + 2. 


Mittlere Fehler. 


(125) 

(126) 

1 


mi=±mT/-, m^ ±m] 


(89) m,oo ±l/,/-- 
/ • 1 ....»»5.^iml/ 

Y Pi f P^ 



S. Oben sind zuerst die gegebenen Koordinaten, die gemessenen Strecken- 
längen mit ihren Gewichten und die genäherten Koordinaten*) zusammengestellt. 
Sodann folgen die Rechenformeln in der Ordnung wie sie zur Anwendung gelangen. 

Auf Seite 130 und 131 folgt dann die nach diesen Formeln durchgeführte 
Rechnung, zu deren Erläuterung nichts mehr zu sagen ist 

*) Die Berechnung der genäherten Koordinaten ist hier, als fOr das ganze Verfahren 
bedeutungslos, weggelassen. 

Koll. 2. Aafl. ^ 



Vermittelnde Beobachtungen. 



. BtTcchnung der Näherungs wette ä der 
Stt^ckenUngen. 



2. Differenzial- 
quotienlen n, fc. 



3. Abweichungec (. 



Jü Jr. 

ä'= Jr Js 
+ JdJi,. 



6333.76 2300,00 I, 50418 

6 »4^.30 2 061,99 ij 5 95 41 

— *M.64 -;- 244.01 10 99 09 



fi32S.76 2 306,00 'I 6 09 20 

tSöTÖAS 2420.30 || 130 64 

■2A&S2 - 114,30 I. 7 39 84 



fi Si3.76 2 306,00 

<; i^7.72 2 .■552.03 



6 323,76 2 306.00 7 lö 40 

«i'-'ifi.tS 2 276,00 900 

e67.47 - 30.00 7 24 40 



6 323.76 2 306,00 

« 246.4:* t 896.9!> 

77.33 — 409.01 



331.60 331,60 '•,1» 



272,00 I 272,00 i 0.00 



247.40 ' 247.10 -r 0* 



0,186 II + 0.983 416.26 416.70 - Cti 



0.415 6.41 6.90 , - 0.» 



4. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endglekhungen. 



S.43 


-ZM 


— 


\M - 


1.71 


0,(10 


«.R 


2.«! 


— 


2..W - 


l.Ui 


Ü.OO 


.M5 


i*r 


_ 


0.24 — 


2,26 


- H.I18 


ti<: 


Ü.W 


- 


2.61 - 


.1.211 


- 0.92 


i,v- 


\M 


— 


O.Sti - 


l,"».-' 


— 11.71 



2.7(1 0.00 

2.63 0.00 

0.54 -1- 0,16 

0,76 ■ — 2.40 



2.92 li 0.00 

1,21 I 0.00 

5,11 ,'— 1.54 

0,08 ' - 0,27 ftfl 



0,09 -L 0.47 



0,21 



2,50 , 



1,12 



' -^ 0,62 — 2,45 +[ 11.82 L— 2.93 -U 



b. Aiiilösung der Endgleichiingen und wahrscheinlichste 
Wirte ' II der Koordinaten. 



"Ml, .1.-11.1 
,'v ■ it.l,-.l 



'f,-^0.10 
i -2,33 

I: -«■«Ol 

r— 2 306.00 



7. Wahrecheinlichstc Werte S 

der 

Streckenlängen. 


8. 
Fehler 


i>. Aenderungen di 
der Näherungs- 
werte ä. 


10. 
Pro- 
be. 


11. Qua- 

dratsumme 
der Fehler 

[P '■'■]. 


12. Mittlere 
Fehler 


ds=y-sÜ. 




S. 


S-*. 


^dT, +bd,)^dS. 


f+dS. 


'Vp. 


P<,: 


-y;,- 


324,39 ;! 50350 11 MOS 
244,25 ,'.5H6 5g| 331,67 


1 
+ 0.07 

-0.24 

+,0,08 

-0.18 

-0,18 


+ 


O.lOi 
0,13f 

0,016 


+ 
+ 


0,177 
0,101 

0,239 
0,027 


f0.07 
-0,24 

-0,22 

+ 0,18 


+ 0,07 
-0.24 

+ 0,08 
-0,17 
-0,18 


+ 0,16 


0,03 

0.40 

0,03 

0.20 

0,08 
0,74 


±0,21 
±0,19 
±0,23 
±0,19 
±0,31 


246,67 
114,06 


60846! 7 3« 56 
1 30 10 271.76 


+ 


0,63 

0,18 
0.45 
0,29 


26,19 
245,79 


6 86'| 610 99 
6 041^1 247,18 


287,62 1] 7 lö 21 7 25 35 
30,24 J flul 269,39 


+!0,149 
+|0.028; 


77,48 l| eOOai 17 34 HS 
409.25 j.16 74 85' 4Hi.52 


f'0.236 


+ 0.26 


,| li 6,4.-, 


-0,45 


-!0.045 


f-0,100,:^'0.05 


-0.44 


[,,,.,.] 


13. Schlufsprobe und mittlere Fehler. 


[pvv] = [pff] + £= 1,81 - 1.07 - 0,74 . 



§ 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 

Auf dem Punkte P - Kedemoissej der Elbketie sind seitens der trigono- 
metrischen Abteilung der Landesaufnahme zur Bestimmung der Richtungen nach 
den Punkten P,=GIienitz, F, =-- Höhbeck, P.^Pugelatz, P, -^ Hohen-Bünalori 
die nachstehend mitgeteilten Winkelwerte bestimmt worden: 





P, 


P, 


P-.: 


F, 
P. 


»,., 1 82 47 160,833 
»,., Il95i42 46,420 
w,.. i|2G9i07'.'.7.&W 


1 

w,., 1112 54 45,450 
B,.. |lI86'l9i 57,942 


1 
w,.* li 73 25 j 12,5.58 



Die Winkelwerte sind als einfaches arithmetisches Mittel aus den Ergebnissen 
von je 6 Doppelbeobachtungen eines Winkels gewonnen, so dafs, wenn das Ge- 
wicht einer Doppel beobaehtung eines Winkels oder einer Beobachtung einer 
Richtung als Gewichtseinheit genommen wird, das Gewicht der mitgeteilten Winkel- 
e /i = 6 wird. 
Es sollen die wahrscheinlichsten Werte Ä|, R;,lls, Ji , der Richtungen, 
; der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit und der mittlere Fehler tu der 
Beobachtungsergebnissc berechnet werden. 




rw 



Vermittelnde Beobachtungen. 



n,T. IV. A. 



1. Der wahre Wert i^i.r) eines Winkels steht zu den wahren Werten 
(Kj) und {R^) der Richtungen des linken und rechten Winkelschenkels in der 
Ikzichung, dafs (w/.r) ~ — ('ß/) + ('ßr) >st Demnach erhalten wir ftlr die Be- 
ziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten Winkel und der zu 
iK^stimniendcn Richtungen die folgenden Gleichungen: 



(ION) 







IT,.,) -(Ä,)+(Ä,), 



(«'..3)--(ß«) + (Ä8), 



ltr..4)- -(Äl) + (Ä4),;K.4)--(Ä*) + (Ä4), (»•.4)=-(Ä») + (Ä4).] 



;5. Hieraus folgt für die wahrscheinlichsten Werte W d& Winkel und die 
wahrscheinlichsten Werte R der Richtungen: 



(IM) 



, 




P, 




/', 




1 

1 


r. 


IT, ., 

»',.4 


-■R.i A4, 


Wj . j - - 


— Äa -»- A4, 


^Z*4 — 


— iJa-f-J?4, , 



si^wic It^r die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler r: 



tl1«> 



1 




/', 




/'. 




p. 


< 


p, 
p. 


'■•..4 


II 1 .J •l'l •«! 

•» 1 »9 *"! «9» 

•1 1 • 4 •'' 1 • 4 > 


«'s. 4 


■" " S.4 •'■»•4> 


''».4 = 


1t j. 4 


1 

! 



;!. Werden die Gleichungen (109) und (HO) zusanunengefafst und quadrirt, 
:^^ tv^lgt tt^r die V}uadratsuninie der wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler: 

l?,Ä.-J/?,/?4^i^Ä|«r..4-f /?4Ä4-2Ä4'I4 + »M»U, 



r 



\$ * \9 



■• ■ ^4 






24» 



K,K,-JK,K,^-2Ä,r„-.Ä,i?,-2Ä4»»4 + »«.».4. 






. i^ K K J K i ß , - -K , — 2 Ä j — r . , -^ r a -r » -4 • 

:'.*^o>. cr^eb«er. sich ^i:o Knd^lei.-hunjprr.. irder". der Ansdrack für [rr] 
:\\ V«.'.*vvc:*v->:'. Or.'':^:: K . .^ . K... /^^ cifeneczin und <fie dadurch 






I - .. 



o 






.* 



:j 



'.* • 



*■» 



f 



:l 



-1 — *": — *S3— "ä 



. .\ 



-1 — i. — rj, — «^ 



32. 
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und 



(3') 






l— Äl— Ä2— ÄS+3Ä4+ ( — WU — Wa* — W84) = 0. 

Diese Gleichungen liefern keine bestimmten Werte der Richtungen Ri , R^, 
Rb, R4, weil bis jetzt für diese keine Anfangsrichtung festgesetzt ist. Nehmen wir 
letztere nun so an, dafs 

wird und verbinden wir Gleichung (4*) mit den Gleichungen (3*) durch Addition» 
so ergeben sich die Endgleichungen: 



(5') 



( 4Äi= — tPia— Wij — »14, 

I 4/28 = + Ml8 + «'28— »84, 
l4Ä4 = -fu;i4+W24 + M'84. 



4. Diese Gleichungen können verallgemeinert werden und sodann kann die 
Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Richtungen einfach angeordnet 
werden, indem die beobachteten Winkel w wie folgt in ein Schema eingetragen 
und danach die Zeilensummen [ u^, ] und die Spaltensummen [vf ] gebildet werden: 



Nr. der 
Punkte 


1. 


2. 


1 3. 


4. 




V-1. 


V. 


[".1 


1. 
2. 
3. 
4. 

m 

V . 


i£;,4 


Wj4 

■ "2^ 


tt'84 







1 

t 

4 
1 




1 


vR 
R 


[«'.VI 


; [«.VI 




1 1 

[«ip] Kr'] 

[«.M i K"'] 




Proben. 

[Kp]] = [K]]- 

[vÄ] — v.m.360°. 
[Ä]— «1360°. 


vRi 
Äi 


vßt 




vBt 

A4 







B, 



(6*) 



Dann sind die allgemeinen Endgleichungen: 



1 



5. Die Anzahl der Kombinationen zu zweien ist fllr v Elemente gleich 
v(v — 1 ) . Demnach werden bei dem hier behandelten Verfahren zur Bestim- 

mung von v Richtungen n — v(v — \) Winkel beobachtet. Zur einfachen , nicht 
versicherten Bestimmung von v Richtungen sind g = v — 1 Winkel erforderlich, 
wonach die Anzahl der überschüssigen Winkel n — <i = -nv(v — 1) — (v — 1) 



1!M 



\ CTBitZciiidie 



ILT. IV. A. 



., (v — 2)(r — 1) ist Demnacfa eriiaiten wir fikr den mitderen Fehler n der 
Gewichtseinheit, da aDe Winkel das gieidie Gewidit p haben : 



(1«5) 



m 






oder in unserem Falle, wo |» = 6. r = 4, also gC^'^^Xr — 1)= •2-3 = 8 ist: 
Der mittlere Fehler m der Beobachtungsei^gebaisse, deren Gewicht p ist, wird: 

oder in unserem Falle: 



1 / [l_^ 1 



2)(r-l) 



6. Hiemach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 



Nr. der 

Punk 

te 



1. 



4t 



s. 



H 



4» 



»4 



Summen 



1. Gemessene Winkel w und wahrscheinlichste Werte der Richtungen 



1. 

3. 
4. 

rR 
R 



82 47 60,888 
195 42 46,425 
269 07 57.858 



112 54145,450 
186 19 57,942 



78 25 12.558 



547 38 45,116 1 299 14 48,392,: 78 25 12,5581 

82:47 60,838 !■ 308 37 31,875 1 



I I 



528 53= 08,358 



S92 21 14,884 1223 33 17,441 
223 as 18.721 805 53 19,360 



235 12 19,317 1 528 53: 08,858 
58 48 04,829 ] 132 isl 17,090 



82 47; 60,883 
808 37 81,875 
528 53 08,858 



920 18 41,066 



2880 00 00,000 
720 00 00,000 



3. 
4. 






2. Wahrscheinlichste Werte W der Winkel (Formel IW). 
82 47 60,639 | 

19:> 42 46.108 112 54 45,469 
269 07 r>S.369 186 19 57,730 1 



73 25 12,261 



:v4T :iS 4,\116 299 14 43,199 78 25 12,261 






3, Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler r 
- 0.194 

-0.317 f 0,019 

. 0.511 -0.212 -0,297 



= W^w (Formel 110). 

— 0,194 

— 0,298 
0.002 



O.iW 



- 0.19:1 



— 0.297 



— 0.490 



4. vjuadratsunune der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler r. 



%* 


O.i^^vS 








0,088 


.^ 


O.hV^ 




0.(XX> 




0,100 


4 


O.lVl 




0.tMr> 0.0S8 




0,894 


^\;^>,J 




o.m:> 0.088 




0.532 








:>. Mittlere Fehler. 






vl»^ 




ni 


\ 2lrrl . |l.l^-- 


= LOS**. 




att^ 




»^ 


■-VV -^^^'^^ 


r 0,42-. 
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Bei Bildung der Unterschiede \v>^] — [w^^] = vR sind v • 360^ zu ergänzen, 
wenn [»,]<[ w,p ] ist, um negative Werte der Richtungen zu vermeiden. 

Für die Richtigkeit der Rechnung ergeben sich noch die Proben, dafs 
fti;j^^] = [ W^] und [r*] = sein mufs und dafs die Spalten- und Zeilensummen 
der wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler einander gleich sein müssen. 

Die wahrscheinlichsten Werte W^ , W^^ , FT, 4 der Winkel geben auch die 
Zalilenwerte der auf R 1 als Anfangsrichtung bezogenen wahrscheinlichsten Werte 
der Richtungen, so dafs auch ist: 

R,= 0^00' 00.000", 
^2= 82 47 60,939 , 
J2 g = 195 42 46,108 , 
J24 = 269 07 58,369 . 

7. In den Rechnungen der trigonometrischen Abteilung der Landesaufnahme 
wird nicht, wie es hier geschehen ist, das arithmetische Mittel w aller aus den 
Beobachtungen gewonnenen Winkelwerte als Beobachtungsergebnis eingeführt, 
sondern die Summe der Satzmittel ( = />«;), unter Satzmittel das Mittel aus dem 
Ergebnis einer im Hingang und einer im Rückgang gemachten Beobachtung ver- 
standen. Femer wird in diesen Rechnungen die Quadratsumme der wahrschein- 
lichsten Werte der Beobachtungsfehler gebildet aus den Abweichungen der wahr- 
scheinlichsten Werte der Winkel W von den einzelnen Satzmitteln. 

8. Wenn nicht sämtliche Winkel beobachtet worden sind, die sich aus den 
-^- V ( V — 1 ) Kombinationen der Richtungen ergeben, sondern irgend welche Winkel, 

so werden diese zweckmäfsig ebenso behandelt, wie im folgenden § 35 die Höhen- 
unterschiede im Nivellementsnetze. Die dort unter Nr. 8 gegebenen mechanischen 
Regeln ziu* Bildung der Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen gelten 
für Winkel ^a-b» ^aef ^a-d> ""f ^*^ 2"'* Bestimmung der Richtungen R„, Ri,, 

R^, nach den Punkten Paf ^tt ^o beobachtet worden sind, in folgender 

assung : 

a) fpaa], [i>t^], f/>««l, [pd^lt •••• sind gleich der Summe der Ge- 
wichte derjenigen Winkel, deren einer Schenkel die Richtung nach einem 
der Punkte P^, P^, P,, P^, .... ist; 



b) [p^h\, [pac], [päd], .... v sind gleich /«„.j, »„.<., ^«.4, 
[/)6c], \phd], .... I den negativen J w^.^ , tr^.^, 

[pcd], [^ Gewichten j ^cdf 

der Winkel 



• • • • I 

• • • • ' 



c) für [paf], [pbf], [pcf], [pdfly sind die Produkte p/ ftlr sämt- 
liche Winkel anzu-setzen, deren einer Schenkel die Richtung nach einem 

der Punkte P„, P^, P^, P^, ist, und zwar mit dem Vorzeichen 

von /*, wenn die betreffende Richtung der rechte Winkelschenkel ist, 
dagegen mit dem entgegengesetzten Vorzeichen von /*, wenn die be- 
treffende Richtung der linke Winkelschenkel ist.*) 

•) Vergleiche Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen u. s. w. 2. Aufl. I. Teil, 
S. 214 u. f. 



Vermiltelnde BeobachtuDKen. 



§ 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssfltzen. 

1. Verfahren. 
Bei einer Triangulation sind auf dem 5 ST die Richtungen nach den 
g^ 40, 51, 35, 46, 42, 52 in 4 Richtungssatzen mit gleicher Genauigkeit beobachtet 
worden, so dafs das Gewicht der Beobachtung einer jeden Richtung in einem 
Satze =' 1 ist. Die au? den Ablesungen abgeleiteten Satzmittel siad : 







atz I. 

•= 1 ' 1 " 


Satz n. 

r ^ ' " 


Satz ni. 


Satz IV. 


^1 = 


= -40 


'1' 


1 28l 30 42 


'" 


T3 ai 


30 


. .' . 


.{'■ lies 28 30 


''.= 


= &51 






'2 


142 2H 


22 


4" 187 35 , 20 


«i' 1,232 31 4.i 


A^ 


^-iSÖ 


'i 


122 17 40 


'3 


167 12 


07 


4" '^12 19 23 




^t = 


-v46 




. . . 




Ml 16 


02 


•i" ,246 23 ' 40 


«i'' \^1 18 53 


p> = 


^i42 




1&5 3-^ 47 


'" 


m 29 


47 


4" te75 37 03 


, 




f.^ 


= :r -12 


(-'] 


J221, 1.V50 


■ 






.;" 311,16 53 




356 13 38 


'39 59 


['"] 


51 


48 


[i"']\\ III19 


32 51 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte r,, r,, r,, r,, r^, r, der Richtungen 
und der mittlere Fehler m-m einer einmal beobaditeten Richtung berechnet 

werden. 

I. Die einzelnen Richtungssatze sind in verschiedenen Lagen des Teil- 
kreises beobachtet worden, so dars also die Nullrichtung des Teilkreises Dir alle 
Satze verschieden ist. Um aus den voriiegenden Beobachtungsergebnissm zueist 
Richtungen zu erhalten, die sich auf eine gemeinschaiUiche Nullrichtung beziehen, 
müssen von den Beobachtungsergebnissen die Orientirungswinkel subtrahirt werden, 
die die NuUrichtung des Teilkreises bei den verschiedenen Lagen des Teilkreises 
mit der Richtung nach irgend einem ftlr alle Sätze gleichen Punkte bildet 
Diese Orientirungswinkel sind uns unbekamit, ihre wahrscheinlichsten Werte 
0' , o" , 0'", o" müssen daher aus den Beobachtungsergebnissen mit al^eitet 

% Zwischen den wahren Werten der Beobachtungsei^bnisse ( ■ ) und den 
wahren Werten der zu bestimmenden Gröfeen ( r ) und ( o ) , besteht also allgemdn 
die Beziehung, dafs (»)-(") = ('■), oder (.) = (') + ('>) 'st- 

Demnach erhalten wir fllr unser Beispiel die folgenden Gleichungen ttr die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten und der zu be- 
stimmenden Gröfsen; 



Satz I. 



Satz II. 



Satz IIL 



Sau IV. 



{'[) -^ ('■1) + (o ) . («I ) ^ C-i) + (0 ). 
■(«"»--('■') + (->"). 

'(«4") -(r.) + (c"), 
('s) -= ('■=) + ("') , (^") - [U) + (o"), 



(», ) = ('iH-(*"), 

-?') = (r,) + (o"'), 

O = (--.1 -f (o'").\ {.('') =(n) + (»'^li 

■i") = (r.) + (<."').! (»;'') = (r.) + (*"■). 



§33. 
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3. Hieraus folgen die Fehlergleichungen: 



(109) 



Pl 


Satz I. 


Satz II. 


Satz m. 


Satz IV. 


&•f-r,+o^ 


c.// ^ 1 ^11 


• 




p. 


• 


^2 — *^« H- , 


^2 — Tg -h , 


^2 —^i-ro 9 


p. 


s3='■»+o^ 


*3 — '^a + > 


*3 — '^s + ^ 9 


m 


p. 


• 




S',"~u + o'", 


04 — r« + , 


A 


Si,-r,^o', 


Äg — fß + , 


Si"-U + o"', 


• 


P. 


Sl-U + o', 


• 


Si"-U + o"', 


Äg — Te + . 



(110) 





Satz I. 


Satz II. 


Satz III. 


Satz IV. 


/'l 


f^ S^ t' 
'1 ^1 *1 > 


v^^ S" /^ 


• 


r['- 


o/r /r : 


A 


• 


,.// oi/ ,// 

*2 ■ *^2 *2> 


III Qllf JII 


4'' 


Äg »2 » 


Pz 


'3 "3 *3» 


*3 '^S *3 ' 


^^3 "3 *3 9 




• 


p. 


• 


„// 0// II 
^4 *4 ^ ' 


r["=Si"-»[", 


<'- 


o/r /r 

— -J>4 -»4 , 


p> 


4-si-<i, 


„// qII II 


4"-si" '',", 




• 


p. 


< s',-»i, 


• 


^i"-si"-^i", 


-•."' 


qir ./r 



4. Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werte r und o der zu bestim- 
menden Gröfsen in die Näherungswerte r und und in die diesen beizufügenden 
kleinen Aenderungen dx und do, setzen also: 

r^ = X:t + dti, 



(111) 



rji = ts + dXz, 
ri = X^ + dXi, 
r5 = X5 + dX6, 
r6 = r6 + dr«, 



o^ =0^ +do' , 



// 



.// 



= 0" +do 



II 






JII 



= o'" + do 



Ji 



= 0'' +do 



/// 
/r 



5. Mit diesen Näherungswerten der zu bestimmenden Richtungen ergeben 
sich die Näherungswerte d der beobachteten Satzmittel nach: 



(112) 





Satz I. 


Satz IL 


Satz III. 

1 


Satz IV. 


p, 


ä[ t.+o', 


»1 — ti +0 , 


• 


«1 — ti -f , 


p. 


• 


fi// _ , ^11 
»2 —^^+^ 9 


gg _ r» + , 


»2 — ^^2 H" Ö »1 


Pz 


äs'-r. + o', 


^11 ^ 1 «// 
03—^3 + , 


»/// ^ , ^/// 

*3 — J^a + , 


• 

1 


p* 


• 


04—^4+0 , 


34—14+0 , 


64—14+0 , 


p. 


ö5-^5+o^ 


^7/ „ , ^11 


Ög — tft + O , 


1 

1 
• 1 


p. 


Ö6'-rs + o^ 


1 

• 


»6 — te + , 


*/r ^ . jy ' 
»ft = r« -r . , 

1 



i:i8 



Vermittelnde Beobachtungen. 
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6. Differenziren wir diese AusdrOcke ftlr die Näherungswerte d nach r und o, 
so erhalten wir folgende Differenzialquotienten: 



(114) 







Satz I 


1 


Satz II. 


Satz IIL 


1 Satz IV. 

1 


p, 


<•(=■ 




+ 1, 


a"- . * - + 1, 
1 Cr, ^ ' 


• 




Pt 




• 




6" ''" +1 


rill ^^2 . . 
Ctg 




p. 


4- 




+ 1, 




^3 cr3 +^' 


• 


Pi 




m 










''• 


4- 


'•>-^ 

'■»6 


+ 1, 


," » +1 


^T ' +1, 


• 


/'. 


9i 




+ 1, 


. 




'• er.— +'• 


/'. 


*.' 


<Fl 


+ 1. 




« 


c 


p. 




. 






'2 — . /// — + ^ » 
CO 




p» 


*i 




+ 1. 






« 


p. 




• 




* // "" ^ ' 

CO 




CO 


Ps 


*i 




r 1. 


c F" 
•" ' --^1 




• 


/*. 


**' 




+ 1. 


. 




i/J • 4.1 



J. l>ic Abweichungen / zwischen den Näherungswerten d der beobachteten 
Grv^fsen und den Beobachtungsergebnissen * sind: 



vlU^ 







Sau L 




S;ltZ IL 


Satz III. 


Satz IV. • 


'\ 


• 


«i-'i- 


» * 


^{' 


t fr 

4* 


• 


/^r-«i'^' •/',' 


l\ 




» 


fs 


ii' 


_ • • 


.//; mH: jn 


/r/r_^.,/r^ 


p. 


l's 


• • 


• • 


^' 


- « . 


,::: ^z// ,izf 


• 


p. 




* 


« . 


♦i 


• * * 

*4 • 


»'Ti.' *••*' «"^ 
/ 4 - »4 "" *4 » 


/4 — N '4 » 


n 








fv 




.::: c": .//i 
'j *j •* » 


« 


p. 


•" i 


*i — *f • 




- 




.::: .:." ./// 


/r=«r-'r- 



S. Hiermit er):eben skh die. der nachfolgenden Redoktkn xw^egcn» gleich 
rvtsammetx^vtafsten uin^efortuten Fehler^^eichungen tllCI und (U?): 
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(116) 

und 

(117) 



I) 



Satz. 


Pl. 


P». 


n. 


I 

1 " 

: m 

IV 


t'( fl +dXt + do' , 

«•r -/" + dx, + do" , 
v':'-f^'+'dx,^do"', 


• 


*5 /s +dr. + do^ , 

"" /? + dt. + do" , 

JII fiiti j, 1 jjii 
'5 =/5 +dt5 + do , 

• 




p.. p*. ; p»- 1 


I 
II 
III 

' IV 


• 

^2 —12 +aJf» + «0 > 


• 

rf /f + dt, + do" , 
>i"-/f^4dr, + do"^ 
^^''-/r + dr. + do"-, 


"e^ fi +dt,+ do^ , 

,,/r /-iVla^ lA^^^' 
'« — / « + d^* + "<^ • 



9. Diese umgeformten Fehlerglcichungen können nach den Formeln (184) 
reduzirt werden auf die folgenden nur noch do^ , do^^ , do^^^, do^^ enthaltenden 
Fehlergleichungen : 



Satz. 




"l . i 3 . 




P5. 




I 


»1 


-fl +do^ ,Gew.-l,ü^ -/^ -fdo',Gew.- 


^A 


/s +do' ,Gew. 


i 


' II 


»1 


— fl +«0 , „ =1,03 — /3 +Ö0 , „ — 


I'»5 


75 4-aO , „ 


1 


: III 




H — /8 +«0 , ^ — 


l>f' 


/5 +»<> » » 




i IV 


»1 


— f\ +«0 , „ — 1, 


. 


• 


1 


1 


i a • -'4 • 


p.. 




I 




• • 


«i 


_/i +do\Gew. 


-1, 


i II 

1 


»2 


-/f 4- rfo^^ Gew. -- 1, of -/i^ 4- <^o^^ Gew. - 


l,i 


• 




III 


^2 


— fo -^do , „ —1,04 — /4 4-aO , „ — 


. 1 «'^^ 


— /6 4-«o , » 


= 1 

j 


IV 

Px 


^2 


— fl 4-ao , „ —1,04 — /^ 4-ao , „ — 


•1 ü^^' 




1 




!).-[/.] 4- c?o' + rfo^^ +do^^', 


Gew. 


1 




Pl 




t) -2 - [A ] 4- rfo^^4- rfo^^^4- do^^', 


r, 


1 




1 ^3 




n^-[f^] + do^-^do"^^do'" 


» 


1 

«3' 




1 ^* 




04 = [/4] +rfo^^ + V^^4-do^^', 


n 


1 




: ^^ 




i)5-[Al4-<io^4-</o^^4-rfo'^^ 


n 


1 
»5' 




p. 




t)«-[/'6]4-rfo^ +do'"^do^'\ 


n 


1 





worin n^ , n^, n^^ die Zahlen sind , die angeben wie oft die Richtungen 

'* 1 , »* 2 , »* 3 , beobachtet worden sind. 

10. Die in den letzten Fehlergleichungen vorkommenden Werte [/*] werden 

sämtlich = , wenn für die Näherungswerte r,,r2, r^ das arithmetische Mittel der 

durch Subtraktion der Näherungswerte der Orientirungswinkel 0^, 0^^, 0'^^, q'^ 
orientirten SatzmitteU genommen wird, wenn also beispielsweise r, berechnet wird nach : 

X ^(* —0 ) + (^i —0 )4-(*i —0 ) 





P 


* 


Denn dann wird nach den Formeln (112) und (115) 


1 


1 


■ 


1 


■ 






1 




/"!' - \ {(■,'-«'l + (>,"-a"j + (',"'-«"'))+»" -■!', 

f''- ^ ((■,'-•')+(■!'-»")+(>,"■-•"■))+•"'-■;'■. 


1 


^H 11. Hiernach ergeben sich aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehler- ^H 
^" gleichungen die Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen wie folgt: ^^ 


1 
1 


Nr. 


p- :!»■'•• '■!'• '■■ 


iMjpKl.i.hk.phl.fhf. 


,«. ,,«■. ,,il. in 


"■ 


,.kk.,.kl. t,kf. 


/■".| fif 






^'[..i; 


■ A' 


+ 1' . 

. 1 


■ 1 

■ 1 

■ I 
. i 
. 1 

, 1 

■ 1 

■ 1 

■ 1 




+/; 

+/■> 

■ 
+/■; 

. 


+ 1 


1 

3 
1 


- !+' 


11 


+ 1 

+ x 
+ 1 

+ 1 

+ 1 

1 

~8 

1 

3 

1 

~3 

1 
S 
1 
3 


- 


4-/;" 
+/i" 

+/i" 


+ !+/■{ 


V" 




■ +■ 


+ 1 




+ 1 

+ 1 
+ 1 

1 
8 

■ 
1 

~s 

_1 

1 

-8 


1 

3 

1 

i 


+ 1 

+ 1 

+ 1 

■ 

+ 1 

1 

~s 
1 

3 
1 
S 
1 

~8' 
1 

~8 




1 

3 

1 
3 


+ / 






+. 


+■ 

■ 




,/r 






+1' ■ i ■ i/f 

. ;+ii . l/i" 
. i . !+ ii/i"' 


+ 1 


+rf 






+1 


+ 1 


. 1 . '/.' 


~3 

1 

a 

1 




+ 1 
1 
Z 
1 
3 

1 

a 
1 

3 


■ 








+1 


; 


+1 






1 

3 


1 

~8 
1 

~S 
l 

"8 

t 

I 


+1 

f 1 

+1 
+1 

1 


+1 

+ 1 
+ 1 
+1 

• 


+1 
+1 
+1 
+1 
+1 

L 


+1 

+1 
+1 






Q 



~3 

1 
'3 






+^t- ■:</"! 


-"- 


[/"'] 

^ 


+!:</" 
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1:^. Die reduzirten Endgleichungen sind hiemach : 

+ ldo'- do"- do"'-^do'*'+[f'] =0. 

_ do'+^^do"-*do"'- do"' + lf"]=0, 

- do'-l^o"+^^do'"- do'^+[f"'] = 0, 

-^do'- do"- <io'"+|do"' + [/^»'] = 0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt = 0, die Gleichungen liefern also 
keine bestimmten Werte für do^, do^', do^^^ , A^^^ > was hier ebenso wie im § 32 
darauf zurückzuführen ist, dafs wir bis jetzt keine Bestimmung darüber getroffen 
haben, auf welche Richtung als Anfangsrichtung die Richtungen bezogen werden 
sollen. Wir treffen diese Bestimmung jetzt und zwar in der Weise, dafs wir die 
Anfangsrichtung nehmen, die sich ergiebt, wenn 

wird. 

13. Addiren wir diese Gleichung zu allen reduzirten Endgleichungen, so 
erhalten wir: 

+ ~do' . . + Jdo"'+[/^) =0, 

. +^^-do"-ldo'" . +[f"]=0, 
. —ldo" + ^§do'" . +[/^"] = 0, 

woraus do^, do^^, do'^^ , do^^ in einfachster Weise erhalten werden. 

14. Für dr,, dXi, dte erhalten wir nach Formel (137): 

dXi = —-(do^+do^^ . +do^^'), 



1 ' . - // 1 j^/// , j^/r 



dr, = — -S . -{-do^ + do^'+do'' ), 
dx, = -^{do' + do"+do''' . ), 
rfr, = -J-( . +do''+do'''+do'''), 
dx, = --{do^+do^^+do"^ . ), 



»6 

dx, = --(do^ . + do^" + do^^' ) , 

oder, wenn wir von den in den Klammem stehenden Ausdrücken d o' -\- d o^^ -\- d o^'^ 
-\-do^^ =0 subtrahiren,: 

dXi = + —do'^^, dx, = +- do\ 



dx2=+ — do^ , 

dx, = + - do^^, 



dx,^ + ~ do''\ 
dXi='\ do^^ . 



n, ' • n 



« 



142 



Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



15. Bei der praktischen Anwendung des dargelegten Verfahrens kann jede 
Formelentwicklung vermieden werden, indem wie folgt verfahren wird: 

a) Aus den Beobachtungsergebnissen s werden durch Subtraktion der Nähe- 
rungswerte der Orientirungswinkel die orientirten Satzmittel s — o gebildet 
Diese werden gemittelt, womit die Näherungswerte r der Richtungen erhalten 
werden. 

b) Hiermit werden die Abweichungen der Näherungswerte von den Beob- 
achtungsergebnissen /* = r — ( « — ) gebildet Die Summe dieser Ab- 
weichungen soll ftkr jede einzelne Richtung gleich Null sein. Die kleinen 
durch Abrundung der Zahlenwerte von r entstehenden Abweichungen der 
Summen von Null werden vernachlässigt. Die Summe der Abweichungen / 
fUr jeden Satz Uefert die Werte [/'] , [f"], [f"^] ,...., die die Absolut- 
glieder fi, U , fs» der reduzirten Endgleichungen sind. 

c) Sodann wird für die Bildung der Faktoren der reduzirten Elndgleichungen 
eine Tabelle nach folgendem Schema hergestellt: 



Nr. der 
Richtungen. 


1 

1 
p* n , 6 . c. d 

i 
1 


• • • • 
C .Ott«« 

* ■ C 5 5; . ... 

Ä, Ä, a, Ä, 


a, a, a. 


• • 
m %) . . . . 


^ 1 




1 

S.1.S.II.S.111.S.IV 


fl^-hl -f-l +1 +1.... 


n^'+l+l+l.... 


m'^^+l+l.... 


»^''+1.... 


1 


1. 

»1 








1 




2 


_ 1 




■ 




1 






1 


1 

r 






1 

1 

1 * 






1 


• % • % 

1 

i; 


















1 







In diese rabellc wird in die mit Satz I. Satz II, Satz III, Satz IV, 

überschriebcnen Spalten — 1 eingetragen für jede Richtung , die in dem 

bi^troftenden S;itzc vorkommt. Für »' , h*' . n^^^ , «'' , wird die Anzahl 

der Richtungen eingesetzt » die in den Sätzen I, II, HI, IV, vorkommen 

und tilr n , , H j , t» , die Zahl, die angiebt, wie oft die Richtungen 

l , - . I^ Kx^Kioluet worden sind . wonach sogleich die Bildung der 

Faktoren der F.ndgleiohungen in dieser Tabelle in gewohnter Weise erfolgen 

kann. Die in den Spalten ti\r ;wi .» . |» •• f» . p- c , vorgetragenen Beiträge 

*♦' ■ 1 . • 1 . • 1 , zu den Summen .;»!•'], p *' * ] t [p " * ] » • - • • sind, 

wie eine Betrachtung der Tabelle aiü' Seite 14«> zeigt, die Beiträge, die die 
in dein Schema unberücksichtigt gelassenen Fehlergleichimgen und die 

lUeichung iio .fo" • «jo" {o* - zu den Faktoren der redu- 

rmen Kn^igleichungen lietem. 
d^ Puuh Aut'K^sung der n^c.u.-inen Fndgleichungen werden die Zahlen- 
weite \on .10'. .^0 ■, -'o* '. -\* , . .. erhalten, und danach die Zahlen- 

w c. ic \ on o* V , o' r . , ,1 r ii^.de!:*. nohtungsweise die Summen der 

^•' . .10. »:* ■ , ij c.erier.iger. SOLtze . worin die Richtungen 

l . ^\ S. . . n i c h i \ orkoin»,r.en. gebildet ur.d övjvh n.. ■», «,, dividirt 

Nvei \ien . >o dats al^^x^ tv,<pjels\\Y:so , wicnr. die Rkhtung 2 im Satze I, 



lil und V beobachtet worden ist, während sie 
nicht beobachtet worden ist, iit, = — ^räl'^° 



in den Sätzen U und IV 
'+do"')ist. 



Wenn in allen Sätzen alle Richtungen vorkommen, wenn also alle 
Satze voll ^d, so werden hiernach die Aenderungen dt,, dt,, dt,, ... 
sämtlich gleich Null, und die wahrscheinlichsten Werte r der Richtungen 
sind dann gleich den Näherungswerten x. 

e) Nachdem die wahrscheinlichsten Werte e = a-\-do der Orientirungs winke! 
und T—t-\-dx der Richtungen gebildet sind , werden zur Probe für die 
gesarate Rechnung und behufa Berechnung des mittleren Fehlers die 
wahrscheinlichsten Werte S = r-|-<» der Satzmittel und die wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler t^=S — > gebildet. Die Summe der wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsrehler mufs nach den Formeln (138) sowohl 
für jede einzelne Richtung, als auch fbr jeden Satz gleich Null sein. 

f) Der mittlere Fehler nt^m einer Richtung vom Gewichte 1 ei^ebt sich 

nach Formel U25) in = m = iT/L_J _ worin, wenn », die Anzahl der 
zu bestimmenden Richtungen und r, die Anzahl der beobachteten Sätze 
bezeichnet, die Anzahl der zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 







1 


;; 




Ziel- 


Satz 1. i; Satz IL || SaU HL || SaU IV. 




punkte. 




■ , .' 1 ^ . . 


„ ,,,,,.,, 1 „ 


= , , „ 






,. 


Saumittel ». 




■'40 


2R 


30 42 |i 73 25 


30 . . . 


163 28 30 




51 




. , 142 28 


£2 


187 35 20 


232 31 45 




35 


122 


17 40 1 167 12 


07 


212' 19 23 






46 




. . ' 201 , 16 


02 


246 22 40 


201 18 58 




42 


185 


35 47 230 29 


47 


275 .^7 03 






52 


221 


15 50; . ■ . 




m\ le 53 


3-i6 13 38 






39 1 59 li . 51 


48 


11 ! 19 |. 32 i 51 




2. Näherungswert 






28 


30 : 40 . 73 ; 25 


30 ||118' 32 20 II 168: 28 30 


4. Näherungswerte 
der Richtungen 














3. Genähert o 


lentirte Satzmitlei « — . 




'40 





00 02 1 00 


00 . . . j 00 00 


00 00,7 


51 






69 02 


52 :| 69 03 00 69 03 1 15 


69 03 ,02,3 


35 


03 


47 00 


93 46 


37 || 1)3 47 03 1 . : . . 


93 , 46 53.3 


46 






127 50 


32 .127 50 20 127 , 50 ■ 28 


127, 50 I26.7 


42 


1.57 


05 07 


157' 04 


17 ,157 04 43 . . . 


157' 04 '42,3 


52 


1H2 


45 ' 10 


. , . 


. |ll92' 44 S3 192 45 ' 08 


192 44 57,0 




87 19 


44 


18 


29 39 1 3B i 51 


1 30 1 02,3 = [r] 


+ »■0 

= ['] 




02] 40 


; 07 


30 


1 41 1 40 


54 1 0(1 


Probe. 




89 59 


j 51 


48 


11 19 


32 51 



Vemittelnde Beobachtungen. 



Nr. der 
Ziel- 


Satz I. 


Satt 11. 


Satz III. 


Satz IV. 




punkte. 




>. 1 , ., 




. , » 


o 1 , 1 „ 




5. Abweichungen /" = r — i « — o ) . 


Summe. 


,■■- 40 
hl 

«1 
42 

1 


1 - , '.3 

:-;6.7 

■ - 24,7 
- 13.0 


- ii 


+ ■ 0.7 + , 0.1 
+ 1 2,S - 1 12,7 - 1 0,1 

+ 6,7[ - ' I,8l + 0,1 

- 0,Tt ■ . - 0.1 
+ 24,0' - Il.O 0.0 




[/'\ - -45.71/']=+ 47.3 [/'"j=+22.6'i [/"■]-24.3 


- ,0,1 




6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 1 




,>- .,. 6. r. ,1. 


,„■„.,,„1. ,,.,.. JM.rf. 


,.bb.,.bc.,.bd. 


l'Ct.pcd. 


päd. 




S.I.S.1I.S.III.S.1V 


+ 5 f 1 +1 +1 


+ fi +1 +1 


+ 6+1 


+5 


- 40 


-Jfl+I . +1 


:i 3 ■ 3 


3 ■ 3 




-8 


51 


-; . .. M+1 




3 3 3 


"ah 3 


"S 


ä'> 


-J+I+I +1 . 


3 3 3' 


3 $ ■ 


~ s • 




46 


~l . +1 +1 +1 




3 3 3 


3 3 


3 


« 


-J+... +. . 


3 3 3' 


3 3 ■ 


3 ■ 




M 


-\r \ . -■ 1 +1 


S ■ 3 3 




"3 S 


3 


+ '■ '* ■' -5 


-M » 


^?» 


^y 




T. Endgleichungen. 




-"rfo- . ^ d("_4ö.7 = *. 




-^---^- -"=». 




-S.--.- . -^«=.. 




-J. 






11 




-^4.S = (>. 











9. Wahrscheinlichste Werte o 


~do' —502,7 4-24.3 = 0, 


do' = + 12.0'. 


der Orientirungs winke). 


lpdo" + 6I4,9 + 82,6 = 0, 
-??do"'+2933 + 47,3 = 0, 


do" =-11.4 , 


a' =o' +do' = 2S'^30'52,0", 
o" =o"+do" = 73 25 18,6, 


do"' = _ 6.1, 


o'" = o"'+do"'=118 32 13,9 , 


'g'*do"'-267,3 + 45,7=0, 


do"' = + 5,5, 


<," =d" +do" =163 28 35,5 , 


[ ] = [ 1 = 57 00,0 . 


i do ] = 0.0 , 




10. Wahrscheinlichste Werte r der Richtungen. 


g40 


de, - l da'"- -2,0", r, = r, + rfr, =359 =59' 58.7", 


51 


dr, = ^ do' = + 4,0 , r, = t, + dt, = 69 03 06.3 , 


35 


dr, = ' dD-"'= + l,8 , i r, = t» + 'It, = 93 46 55.1 . 


46 


dc.= g do' - + 4.0 , 1 r, = r. + dv, -127 50 30,7 , 


42 


drj= }^do"'= + i,8 , j r, = [, -i- dr, =157 04 44,1 , 


S2 




dt„= g do"= — 3.8 , 1 r, = c, + dr, =192 44 53,2 , 


.(r|- +5,8, [r] =[(l + lrfr[= 30 08.1. 


11. Wahrscheinlichste Werte S = r-f o der Satzmittel. 


Inp. der 
1 Ziei- 


Satz I. Satz n. 


Salz III. 


Satz IV. 




. , . 1 " II o , , . „ 


° 1 ' 1 " 


o 


' 1 •■ 




3« 


^8 


30 


50,7 1 73; 25 


17.3 






168 


2Ö 34,3 


51 






. „142i 28 


24.9 


187 35 


20,2 


232 


31 41,8 




35 


122 


17 


47,1 167 1 12 


13.7 


212 19 


09.0 




■ 




4S 


■ 


. 1 201 15 


49.3 


246 22 


,44,6 


291 


19 06,2 




42 


185 35 


36,1 !, 230 30 


02,7 


275 I 36 


58,0 






52 


221 15 


45.2 II . . 




SU ■ 17 


07,1 


356 1 13 28,7 


Probe. 




39 


59,1 1 i 

il 1 


1 


«, 


U 


,18,8 




32 50,9 



Koir. i. Ann. 



Venoittelnde Beobachtungeii. 



^^^ 










Nr. der 










Ziel- 


Sau 1. 


Satz IL Satz ni. 


Satz IV. 




punkte. 


o . . 1 „ 


.1.1.. . 1 . 1 .. 


• 1 ■ 1 " 


Summe. 




12. WahrscheinÜchete Beobachtungsfehler v = S-,. 


8« 




+ 8,7 




- i RI 








-H 4.2 


+ 0.2 


51 










+ 1 2.9 




+ 


0.2 






8,2 


-0,1 


85 




+ 


7.1 




+ 6.7 






14.0 








-0.2 


46 










- m 




+ 


4.6 




-)_ 


8.2 


+ 0.1 


42 




— 


10,9 




+ 1 16.' 






5,0 








-0,2 


52 




- 4.8 




. 




+ 


14.1 




— 


»is 


0.0 


! + ! ^-^ 




- 1 0.1 


'- 


0.1 


1 - ] 0.1 


— 0,2 








Summe. 


,t« 




76 




161 










18: 


255 


51 








8 











10 


18 


35 




50 




45 




196 








291 


46 








161 




21 






«7 


249 


42 




119 




246 




25 






• i 


390 


52 


\ 3S 




■ 




199] 




86, 


308 


268 




621 

i 




441 




181' 

1 


1511=[rrj 






„ 


-, 


-± 


y.-,: 




7^ 


) - 


ty 


"i5Tr 

18 -9~ 


± 13,0". 



der »r Richtungen 9 = n, + n, — 1 bt Dafs die Anzahl der zu bestini' 
inenden GrOlsen in unserer Rechnung =n^ + n, ist, widerspricht diesw 
Bestimmung von q nur scheinbar, denn eine von den in der Redinung 
vorkommenden zu bestimmenden Gröfsen muls wiDkOrlich angenommen 
werden, um ftlr die übrigen bestimmte Werte zu erlangen. 



16- Nach dem vorstehend dai^elegtei 
Beispiel in den vorstehenden Tabellen (Seit< 



Verfahren ist die Rechnung Atr unser 
143 bis 146) durchgeführt. 



IJ. Nach den Formeln (I3S) soll hier, wo die Gewichte p = ! sind, 
[.ii] = [ir] = [f rj^ — — sein. Bilden wir nun die Summen [(■«], [tr], 

[ *■ I- ] , mit den unter Nr. 6 erhaltenen Werten der Differenzialquotiaiten • , 6 , < , 

und mit den unter Nr. 3 in den Fehlergleichungen (1M> und <llt) erhaltenen 
Ausdrücken Rlr die wahrscheinlichsten Beobachtimgsfehler r, so erhalten wir 
folgende Gleichungen: 






= 0. 



;")-^(r.+."--.i'-)= 



§ 33. Richtiingsb«stimmungen aus RichtungssAtzen. 147 

+ (r, + o' -4) + {r. + o' ^$i ) = 0, 
ttr] = (r,+o^^-*f ) + (r, + o^^— f ) + (r. + o^-.f) + (r, + a^^-*f^) 

+ (r. + o^— f)+ . =0, 

Hiernach mu(s , wie leicht zu übersehen ist und wie unter Nr. 15 e bereits 
angeftlhrt ist, die Summe der Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten 
Werten r der Richtungen und den orientirten Satzmitteln » — o, oder, was dasselbe 
ist, die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl ftlr jede einzelne 
Richtung, als auch für jeden Satz gleich Null sein. 

18. Aus den obigen Gleichungen folgt: 

r, = l((^-o^) + (.f-o^)+ . +(.f_o/^')), 

•• t 

o' =-l-{(4 -^i)+ • +(«8 -*•»)+ • +(«5 -'•5) + K^-re)), 
o''=l-M' -ri) + (*f -r,) + (4^-r,) + (»f -r,) + («f -.r.)+ . ), 
• f 

«'"'=^-((»r— •.)+('r-'.)+ • +(4''—-«)+ • +(»r-'.)). 

Hiemach sind die wahrscheinlichsten Werte der Richtungen r je gleich dem 
arithmetischen Mittel der orientirten Satzmittel « — o für die betreffende Richtung 
imd die wahrscheinlichsten Werte der Orientirungswinkel o je gleich dem arith- 
metischen Mittel der Unterschiede « — r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten 
Werte der Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Auf diesen Regeln beruht das folgende vielfach angewendete Näherungs- 
verfahren : *) 

Es werden in irgend einer Weise möglichst gute erste Näherungswerte o' 
der Orientirungswinkel gesucht, damit die Satzmittel « orientirt und die orientirten 
Satzmittel « — o' richtungsweise gemittelt, womit erste Näherungswerte r' der 
Richtungen gewonnen werden. Diese werden von den orientirten Satzmitteln 
subtrahirt und die erhaltenen Unterschiede (« — o') — r' werden richtungsweise 
und satzweise addirt. Die Summe der Unterschiede (« — o')--r' muls richtungs- 
weise gleich Null sein, da die Werte r' das arithmetische Mittel der für jede 
Richtung vorliegenden orientirten Satzmittel « — o ' sind. Das arithmetische Mittel 
der Unterschiede (« — o') — r' in jedem Satze liefert zweite Näherungswerte o" 
der Orientirungswinkel, die, den einmal orientirten Satzmitteln » — o' beigefügt, 
die besser orientirten Satzmittel ( « — o ' ) — o " liefern , die nun weiter behandelt 
werden, wie die einmal orientirten Satzmittel. Hiermit wird fortgefahren bis 



•) Vergl. Hclmert, Ausgleichungsrechnung, S. 154 ff., Jordan, Handbuch der Ver- 
messungskunde, 2. Aufl., I.Band, S. 341 ff., 3. Aufl., 1. Band, S. 228 ff., Kataster-An- 
weisung IX V. 25. 10. 81, S. 93 ff., Gaufs, Trig. und polyg. Rechnungen, 2. Aufl., I. Teil, 
S. 192 ff. 

■ 
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die Summen der Unterschiede zwischen den orientirten Satzmittchi und den Hittel- 
werten der Richtungen sowohl richtungs- als satzweise gleich Null, oder so nahe 
gleich Null sind, dafs die Abweichungen von Null vernadilässigt werden k&nnen. 
Wenn dies erreicht ist, stimmen die zuletzt erhaltenen Mittelwerte der Richtungen i 
so genau mit den sich bei dem direkten Verfahren ergebenden wahrschräilichsteo 
Werten r der Richtungen Oberein, dafs die ersteren fUr die letzteren genommeo 
werden können. 

Anstatt zuerst Näherungswerte o' der Orientirungswinkel zu emüttebi, kOnncD 
auch zuerst Näherungswerte r' der Richtungen bestimmt werden. Dann ändert 
Mch das ganze Verfahren nur in sofern als die obigen Formeln oder Regeln Rlr r 
und in umgekehrter Reihenfolge angewendet werden. 

Das Nahenmgsverfahren führt um so schneller zum Ziel, je mehr die ersten 
Näherungswerte bereits den wahrscheinlichsten Werten nahekommen. 



§ 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungssatzea. 

a. Verfahren. 
Auf $ 16 sind die Richtungen nach den tt ^^i l?i l^i 20 in 16 Sätzen mit 
gleicher Genauigkeit beobachtet worden. Die Beobachtungsergebnisse sind so weit 
wie thunlich in der Weise zusammengefafst worden, dafs ftlr die Satze, w<»in 
dieselben Richtungen vorkommen, das Mitte! aus allen Beobachtungsergebnissen 
gebildet worden isL Diese gemittelten Beobachtungsei^ebnisse sind: 



■ — 

Mittel aus 


Satz- 
gruppe 1. 
3 Sätzen. 
. . ,- 


Satz, 
gruppe II. 
2 Sätzen. 


Satz- 
gruppe 111. 
3 Sätzen. 


Satz- 
gruppe IV. 
4 Sätzen. 


Satz- 
gruppe V. 
2 Sätzen. 


Satz- 

gnippe VI. 
2 Sätzen. 


J\ = i 13 

/', = 17 
l't = 18 
P. = 20 


00 00 
12 04 38 
37 10 08 
W 47,38 


00 00 
25 05 40 
43,42 45 


00 00 
12 , 04 13 

55 1 47 . 20 


. 00 00 

37 j 10 , 20 


00 
18 37 


oö 

50 



12 


00 

04 


00 
37 


02; 19 


48 25 


öl 33 


10 120 


[37 


£0 




M 


37 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte r,, r,, r^, r, der Richttmgen und 
der mittlere Fehler m einer einmal beobachteten Richtung berechnet werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht des Mittels aus 2 Sätzen, so 
dafs das Gewicht des Mittels aus 3 Sätzen = 1,5, aus 4 Sätzen = 2,0 ist , während 
das Gewicht einer einmal beobachteten Richtung — 0,5 ist. 



I. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, die Anzahl der Richtimgen klmer 
ist als die Anzahl der Sätze, empfiehlt es sich, das im § 33 behandelte Verfahren 
derart zu ändern, dafs in den reduzirten Fehle rglcichungcn und demnach auch in 
den reduzirten Endgleichungcn nur die Aenderungcn (Ir,, dt,, dij, , .. der 
Richtungen vorkommen. 

Mit Beibehaltung der im Beispiele 3 gewählten Bezeichnungen ergeben sich 
für das vorliegende Beispiel die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 
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[11«) 

und 

(117) 



Satzgruppe I. 



Pi 
A 
P» 
P* 



^{=f[-\-dx,-\-do' , Gew. =p(, 



I 



^I 

= P2> 






>» 



Satzgruppe IV. 



^3 



=/r + rfr, + (io 



/r 



= ^3 



Satzgruppe ü. 



Satzgruppe V. 






if =/f -^-dr, + (io^^ Gew. -;,^^, 



.// 



.// 



// 






>» 



„// 

=Ps f 

= P4 y 



V 



y 



"3 =fs +rfr,4-rfo' , Gew. =^3' , 

= P4^ 



v][=fl' + dx, + do'\ ^ 



» 



Satzgruppe III. 



Satzgruppe VI. 



P, 
P. 
Pz 



•/// 



./// 



r',"=/,"^+dt, + do'".Gew. = p(",; r'''=/''^+dt,+<Jo»-^ Gew.=p''^ 



./// 



•/// 



r^"=/^^' + dr, + do 



/// 



./// 



yi 



VI 



=P2 /''2 -/'2 +rfr, + do 



r/ 



./// 



./// 



./// 



n 



in 

= />4 I 



= ^^2 



r/ 



4 =n' + dx,-\-do 

2. Diese umgeformten Fehlergleichungen können nach den Formeln (180) 
reduzirt werden auf die folgenden nur noch rfti, dx%, dx^, dx^ enthaltenden 
Fehiergleichungen : (130) 



1 Satzgruppe I. 


Satzgruppe IV. 


Pi 
Pt 
A 


v'i—fi+dtt, Gew. —p{, 

»2-/2 + ''*«» I. — P2> 
vi-fi+dtt, , =p^, 


»r =/(•' + dr., Gew. -p^. 

• • 

»3 /3 +<*^8, n P3 , 


1 Satzgruppe n. 


Satzgruppe V. 


Pi 

Pz 

P* 


• • 

02^— /f +dr,, Gew. —p", 
^11 fii 1 j^ „// 

O4 — M +"4> » — ^^4 > 


• 

■ • 

»3 -/s /f^'fs, Gew. —pI, 
»4 — A +*^'^4, 1» — P4 , 




Satzgruppe lü. 


Satzgruppe VL 


P, 

Pz 

P4 


Oj — /j +dri, Gew. — /?! , 
'^2 — /2 +«^2» » — -P2 ' 

• • 

O4 — /4 +0^4, „ — /)4 , 


»r-/r+<irx,Gew. -p'^', 
»2 — /2 ■r*'^«» » — /'2 > 

• • 


S. G.I 

s. G.n 

S. G. UI 
S. G. IV 
S. G. V 
S. G. VI 


ö' /[/] +/rfr,+ /dr,+ 

» —P [/ J • +/^ dXi-^- 

^III ,JII r /•/// 1 |_ „/// J - _\,JII^^ 

» =P [/ l+P oti+p dxt 


P^dU+ /dr4,Gew.— j^-, 

n p 

p" dx,+p'' dx,, „ ^J 

1 D^"dx ^ 


-TP ^^4, » n"^p"^ 


P ar» . , n ^iviv* 

n p 


P «Ts t p «14, ,, y V * 

n /) 

1 


n p 
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worin n^, n" p n"' ^ .... die Anzahl der Richtungen in den Sätzen I, 11, DI, .... 
bezeichnet. 

$• Die in den letzten 6 Fehlergleichungen vorkommenden Werte [/] werden 

samtlich = 0, wenn ftlr die Näherungswerte o^, o" ^ o^' das aiithmedscfae 

Mittel der Differenzen « — r in den einzelnen Sätzen genommen wird , wenn also 
beispielsweise o^ berechnet wird nach: 







ü - 


n' 4 






Denn dann wird nach den Formeln (IIS) und (115): 


Nr. 


P' 


O. 


6. 


1 


paa. 


pah , pac, 

1 


päd. 


paf. 


l' 


1.5 


+ 1 


/ 1 


+ 1,5 




• . 


+ I,5/( 


2' 


1,5 




+1 • ■ f'i 






1 

1 




8^ 


1,5 




■ +1 


■ fi 






• 






i' 


1,5 




1 

• • 

1 


+1 fi 






• 
• 






2" 


1 


• 1 + 1 


. 


■ \f^ 


8" 


1 


i 
' 1 • 


+1 


/s 






• 






4" 


1 




• 


• 


+1 fi' 


+ 1,5 




• 
• 


' 


+ 1,5/r' 


\"' 


1,5 


.+ 1 . 


• 


■ fi" 


2"' 


1,5 


. i + 1 . . fi" 


• 




• 




• 


4'" 


1,5 


! . ' . . +1 fi" 


• 

+ 2 




• 

• 




• 

+ 2/r 


\"- 


2 


+ 1 • 


'■ 1 71- 


8"' 


2 


1 . .1+1 . fi'' 


• 
• 


* 1 • 




• 


3'' 


1 


m m 


+1 ■ fi 


* 


• 


4'- 


1 


' -1-1 /■•' 


• 

+ 1 




• 
• 




• 

+ fV 


!'■' 


1 


'+1 . . i . /r 


2'' 


1 


1 1 /^'^ 


• 

~ 8 


8' 
8 


• 


-% 


• 
• 


I 


8 

8 


1 


+ 1 


II 


1 
3 


. +1 +1 


+ 1 


• 


• • 


• . 


III 


1 
o 


+ 1 4-l| . +1 


1 
•* 


1 


-•'« , ■ 


IV 


1 


+ 1 . : -h 1 . 


— 1 


1 


. • 


V 

I 


1 

"" 2 


. -f 1 +1 


■ 


• ■ 


• • 


VI 

1 
1 

\ 


1 
o 


+1 + 1 . . 

1 


1 


1 ■ 
— « 


1 • • 

1 


-r ,H 


11 

— 8 


11, 

iB 


-\t 


+ lJ»./.l 
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f\- 


= ri- 


-f+ 


1 
4 


(( 


•j 


n- 


= r,- 


->U- 


1 
4 


(( 


»j 


fi- 


= r8- 


-4+ 


1 
4 


(( 


'i 


f\- 


^r*- 


-<+ 


1 
4 


(( 


'i 



-r.) + (»2-««>+ (»8-»») + (»(-»«)). 
-r.) + (»2-»«) + (»8-f») + (»i-t«)). 

-t,) + (»2-»«) + f*3-»») + (»4-»«)). 

-t,) + (.^-t.) + (^-t,) + (.i-rJ), 



4. Femer können die letzten 6 Fehlergleichungen nach Formel (143) noch 
vereinfacht werden, indem daftkr gesetzt wird: 



pbb . pbc. pbd. 



pbf. 



p ee 



pcd. 



pef. 



päd. 



pdf. 



+ 1.5 



+ 1 



+ 



1,5 



+ 1 



8/ 
.8 



-Vi 



-Vi 



.'8 



;8 



»/ 



8 



V, 

V. 



+ 1,6/-^ 



+ /f 



+ 1,5/-^ 



/// 



+ 



'2 



+ 1,5 



+ 1 



+ 2 
+ 1 



»/ 



• 



/> 



-1 



j« 



Va 



1/ 

/2 



+ 1.5/8^ 



+ fi' 



+ 2/^»' 
+ fz 



8 

r 



+ 1,5 



+ 1 



+ 1,5 



+ 1 



S' 



8 



— /3 



1/ 



+ 1.5/i 



+ /" 



+ 1.5/i 



/// 



+ 



n 



r 



+ "/ 



24 



-"/ 



24 



t9/ 



14 



[;>«/»] 



+ "/« -"/« [p./.] 



+ '•; 



S4 



[pj*] 
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I 

0^ =dxi + dti -^dxs + dv^, Gew. = — —,-, 

n 

«^^ 
n 

x>"^=dv, + dx, . +dr4, „ =-///> 

n 
/r 

n 
n' 

n. 

5. Hiemach ergeben sich die Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichongen 
aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehlergleichungen wie folgt: (Siehe die 
Tabelle auf Seite 150 und 151.) 

6. Die reduzirten und behufs Vereinfachung mit 24 multiplizirten Elndgleichungen 
sind hiemach: 

+ 87dr,— 38dr, — 33rfra — 2l<ir4 + 24[/),A] = 0, 

— 33dr, -f 79dr, — ndr, — 29rfr4 + 24[/>,A] = 0, 

— 33dr, — 17dr, + 79dr8 — 29dr4 + 24[i),/8l = 0, 

— 21 dti — 29 dr, — 29drs 4-79 <ir4 + 24ri> 4/41 = 0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt = 0, die Gleichungen liefern also 
keine bestimmten Werte ftlr dxi, dr«, dt 8, dt 4. Setzen wir nun aber die bis 
dahin noch unbestimmte Anfangsrichtung derart fest, dais wir die Anfangsrichtung 
nehmen, die sich ergiebt, wenn 

dXi'\-dxt + dXz-{-dx^ = 

vnrd, und addiren wir diese Gleichung, nachdem sie mit 24 multiplizirt ist, zu den 
reduzirten Endgleichungen, so erhalten wir: 

llldri— 9dx.— 9dr8+ 8dr4 + 24[/>x/, ] = 0, 
— 9dri-f 103dr,+ 7dr8— 5(ir4 + 24[i>,A ] =0, 
-9dr»+ 7dr, + 103dr8— 5dr4-f 24[i>8/8] = 0, 
-f 8dr,— bdXi— 5dr8-f 103dr4 + 24[i>4/4] = 0. 

7. Für do' , do" , do^' erhalten wir nach Formel {ISS): 

do' =— \ {dx.+dx^ + dXi-^dx,), 

do" =--\.[ . -f dr. + dr. + dr*), 
n 

do'"=- ]j^[dx,-Jrdx, . -\-dx,), 



do'»'-- !,.(dr, . +dx^ . ), 
n 

do*' r=~ ,. ( . . -f dtj-fdr*), 



n 
do**--— ^.j[dxx - dXi . ). 



1 



n 

oder, wenn wir von den in Klammem stehenden Ausdrücken dt 1 +drt +^ii 
f d r 4 - subtrahiren , : 











S. Die Bildung der Faktoren der reduzirten 
folgendem Schema erfolgen: 


Endgleichungen kann nach 




1 


/*■ 


(.. 6. B. d 


a. a. 


^ 




3. 


a. 


n. 




=u 


■^.... 


■^ 


[ 


-T 


R.l.R.2. 

i 


R.S. 


R.4, 




[Pil + l+l+l 


+ 1.... 

1 


[M + l 


1 

; 1 


[ftJ + I+l..- 


Uu]+i 

































9. Die praktische DurchRlhrung des hier entwickelten 2. Verfahrens ist ganz 
ähnlich wie beim 1. Verfahren (§ 3ä), so dafs es zur weiteren Erläuterung nur noch 
der Durchrechnung unseres Beispieles bedarf, die hier folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 154, 155 und 156.) 

10. Das im § 83, Nr. 17 und 18 dargestellte Näheningsverfahren kann auch 
im vorliegenden Falle, wo die in die Rechnung eingefUirten Beobachtungsergebnisse 
vei-schiedenes Gewicht haben, angewendet werden, wenn die Gewichte entsprechend 

berOcksichtigt werden. Nach den Formeln (188) soll hier [pno], [pbi-],[pev], 

gleich Null sein. Bilden wir diese Summen in gleicher Weise, wie im § 33, Nr. 17, 
so erhalten wir: 



■!)+ 



r,ir]_,ä(r, +«'_,,') +,J'(, 



•f Pl (•■ 



+p!''('. + » 
-<"') + 
+Pä''i'.+» 



■D-o, 



+j.;'(r. +•''-•■;')+ -0, 

'■<=»1=K (., + «' -•; )+pi (r,+o' -4 )+fä(r, + .'-.J)+p;(r, + ,'_.;) = 0, 
"S']- +pS'(r, + o''-^')+,,;'(r. + »"-.ä')+pi'(r. + ."_,;') = 0, 

PI, ]^,,;'\,,+„"-,;'')+,;'i,, + „"-,;•)+ . + . -o. 

Hiernach muts die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 
Abweichungen zwischen den wahrscheuilichsten Werten r der Richtungen und 
den orientirten Satzmitteln » — o, oder die Summe der mit den Gewichten 
multiplizirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl für jede einzelne 
Richtung, als auch fllr jeden Satz gleich Null seht. Dasselbe mufs in jedem Satze 
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der Fall sein für die nicht mit den Gewichten multiplizirten Abweichungen oder 
Beobachtungsfehler, da die Gewichte der nnzelnen Richtungen in jedem Satte 
einander gleich ^d. 

11. Aus den obigen Gleichungen folgt: 
/// , /// _ 



(ft'i-i 



ip.j 



■-[«.1 <'''•' 



>') + 



+ rf'('i 






")+ + 

+,■•'(.^•'-."1), 



•-rJ,i(''il'!-''''+''"''i'-''"' +'"''•"'-'''"' + 



+pi't-i—''> 

















f 




). 


Nr. der 

Ziel- 
punkte, 


Satzl. 
Gewicht 
= 1.5. 


Satz II. 

Gewicht 

-1. 


Satz m. 

Gewicht 
= 1,5. 


Satz IV. 

Gewicht 

= 2. 


Satz V. fsatzVL 
Gewicht 1 Gewicht 




313 
17 
18 

20 

[«] 

5 13 

17 

18 

20 

[.-r] 

- 13 
17 

I« 
20 

'-('1 

;U8 
17 

IK 

20 


00 00 
12 04 38 
37 10 08 
55 , 47 38 


1. Saum 

. ■ . jl 00 00 

00 00|iI204, 13 

25 .05 40 ;, . . : . 

43 42 45.55 47 20 


t(el .. 
00.00 |i ... . 0,00|*0 

. ' . . II . . , . jl2:04 37 
37 1 10 20 1 |00| 00 . . 1 . 

. . .18 37, 50 . ! . . 


Summe 
02' 40- 

Summe. 
— 15'Iä.r 

Summe [,n- 
-S2.8 = Ip,/,l 
+ 8,S.|p,/.l 
+ 27,7.[p,/.l 

- s,s=.(,.f,l 


02 1 19 


,4B, 25 j; 51; 33 1 ,10 20|| 37, 50 11 ,04j 37 


t, =0*^00 


00", t,-12^04'40", c, = 37-10'2O", r , = 55^47'40". 


3. Na 



- 2 
'— 17 

- 2 


lierungswerte o = -*~ ' der Orientirungswink 

■ , ■ ■ ' O' ü 

— 12 04 40 — 27 ! . 1. . . 1 . 
-12 04 40 . Ol— 3710120 1 
— 12 04 , 55 - 20 ' . 1- 37 09' 50 


el 





3 


- 21 

- 5.2 


135 
- 12 04 45.0 


- 47 ; 20 10 

- 15,7 : 0,0 , - 37 10 05,0 


-! 1.5 


Ol 00 05.2 
'12 04,43.2 

37 10108,2 
.W -17 43.2 


4. Genahen 

12 04 45,0 
37 10 25.0 
55 47 80.0 


orientirte Satzmittel * — o. 
00 15,7 00 00,0' . . . 


000:01.5 

1204!38,5 


. . . ||37 10 20.0, 37 10 05,0 
55 47 35,7 1 ... 55 4755.0 


02 39,8 
~ . 20.8 


02 40.0 i 52 20.1 10 20,0' 58 00,0fl 0*:40,0 
- 14 15.0 - . 47.1,, . 00.0| - 2010.0— . ^OS.O 


02 l'J.O 


■in 25.0 .->133,0,! 10 20,0 i 37 50,0; 0437,0 


- 5,2 

- 3,2 

■+ 11.8 
K, 3,2 


5. Abweichungen / ^ r — ( » — o l . 
— I,x7 0.0 

- 5.0 + 11.3 . , 

- 5.0 0,0l + 15,0 
1+ 10.0^ + 4.3 . -15.0 


-j 1.5 


l + l 0.2 


1 1 0.0 


-|0.1 


0.0 


o,<^ 






0,0 


+ 0,2 1 
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6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 






1 

i » - 


j 


• 


• 




• 


' 1 


. i 

ti 1 "O 


• 




/>• 


a. 


0. c. 


a. 


e 


ä 


e e 


■o -o ^ 


« w 


•« 








1 




a. 


ft. 


a, la. 


«.»,», 


ft. i ft. 


a. 






gl3 


gl7 


1 

gl8 


§20 


+ 7 1+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 6 


+ 1 


+ 1 


+ 6,5 


+ 1 


+ « 


tzl. 


-% 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


-'is-'ls 


-•/8 


-'/a 


-% 


-•/. 


-»/. 


-% 


-»/. 


-»/. 


. n. 


-V. 


• 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


• 


• 


• 


• 


- V, 


-V, 


-'/. 


- V. 1 - V. 


- V. 


, m. 


-V2 


+ 1 


+ 1 


• 


+ 1 


-'U ■ 


-'/. 


• 


-•/, 


1/ 
/« 


• 


-V. 


• • 


-V. 


. IV. 


-1 


+ 1 


• 


+ 1 


• 


— 1 


• 


— 1 


• 


• 


• 


• 


— 1 . 


• 


, V. 


-V« 


• 


• 


+ 1 


+ 1 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


-Vi 


-V. 


- V. 


. VI. 


1 


+ 1 


+ 1 


• 

1 


• 


\ 1/ 


• 


• 


- V. . 


• 


• 


• 


• 




+"/,-»/. 


-»/. 


+ '/« 


1 


-V« 


i 108/ 5/ 


■h'^^lu 


7. Endgleichungen. 


+ llldr,— 9dv2— 9dr8-f 3<fr4 — 787,2 — 0, 


— 9rfri + l03dr«4- 7dr8— 5<^r4 -f 206,4 — 0, 


— 9dri-+ 7(ir2+- 103dra— 5dr4 + 664,8 — 0, 


+ 3dr,- 5dr,— öcitj -f 103 4x4— 79,2 — 0. 


8. Auflösung der Endgleichungen. 


• 


• 

ö 




1 < 


• 




i ^ 


* 

9* 


• 


• 


. 

M 


• 


• 


Probe. 




1 


^ ' ^ 


S4, 


9, 


S^ 


a. 


Ai 




•• 


^ 


SS, 




111 


9 


-9 


+ 3 


-787,2 


+10 


3 +7 


-5 


+206,4 
- 63,7 


+103 

- 1 




-5 +664,8 
- 63,7 


+103 





-79,2 
+21,2 
+ 7,0 
+29,1 


-5580 

- 200 
3444 

- 5 


-5133 

- 217 
3856 

- 17 




+0,081+0,081 


-0,027: +7,09 


1 -1 






1 


1 
dt,' 


-0,01 
-0,47 
-0,09 


+io 


2 +6 -5 


+142.7 





- 8.4 






-0,05S 


) +0,049 
dXi 


-1,40 
+0,01 
+0,34 


+102 


-5 


+592,7 






+0,049 
dx. 


-5,81 
+0,01 


+108 


-21,9 
+0,21 




-9229 


-9228 




+6,52 


; 


-1,05 


-5,80 




10. Wahrscheinlichste Werte o der Orientirungswinkel. 


< 


«0^ -0 — 0,0" 


0^ — 0^ +do^ — — 5,2" 


9. Wahrscheinlichste Werte r < 


fe"-,(+6,52) - + 2,2 


^11 — 0^ + do" - 12 ° 04' 42,8 


der Richtungen. 
1 < 


io'"- J (-5,80) —1,9 
io"'-|(-l,05 + 0,21) — 0,4 
fo' l{+B,b2-l.0S) +2,7 
io ^■^- 2 (- 5,80 + 0,21 ) — 2,8 


o'" o"'+do'" 17,6 


18 


ri—t^ + dv,— 0°00'06,5" 




17 


r« — tt + dta — 12 04 39,0 ( 


0^»' o'^'-tdo'"' 0.4 


18 


»•8 — ta + dr» — 37 10 14,2 




20 


r^ — X4 + dt4 — ^ 47 40 


1 < 
,9 


o^'-o'+rfo^'— 37^10*02,3 




[r] — [r] — 02 39 


( 





" o"+do" 4,8 
















I 


do] — 0,2 


[o] — [o] + [do] - 15 12,6 



-J 

^ 


Sau I. 
Gewicht i 
= 1.5. 


Sau 11. 
Gewicht 


Satz III. 
Gewicht 
= 1,5. 


Satz IV. 

Gewicht 

= 2. 


Satz V. , Satz VI. 

Gewicht Gewicht 

= 1. =1. 




gl3 

17 
18 
20 

;r 13 

18 
20 

17 
18 
20 


11 
00 01,31 

12.04 83,8' 
37 '10 09,0 ' 
55 47 35.0 ' 


Wahrscheinliehsle Werte 5 = r + o der Satzmittel. 

. .1 . |359'59 48,9|| 0|00|06,1|| . 1 . 1 . || ; 00 1 02,2 
358,50 156,2 12 '04; 31.4' .1.1 . f . 1 - 1 . ] 12| 04 | 34,7 
25,0--.|31.4 . ' . . [37 10il3,8l 00,11.9 . .| . 
43,42:5741 55,47 22,6 1 . . . , 18 37 37.9l| . . 1 . 


Summe [pr] 
-0.2 
+ 0,2 
-O.I 
— 0.3 


02 19,1 i 


48 25,0 II |5li32.9, 10 19,9ji 37;49.8i| 04 1 36,9 


+ 1.3 

— 4.2 ! 

:+ 6.0 

- 3,0 


Ü. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler i = S — « 

■ ,i -■"■'!! :+ ^'^ 1 

-,3,8 , + , 8,4 
(-, 8.6| 1 1 . I! - : 6,2 + 11,9 

, -(-,I2.4| l + i 2,6!' ! . — 12,1 


1 i + l^'^ 
I - 2.3 


,+ 0,1 


0,0' 1 — 1 O.lj 1 — 1 0.1 1 — 1 0,2;! 1 — 1 0.1 


— 0.4 


\ 14 1 


13. Quadratsu 

1 18.5 

1 1 14 1 1 106 

1 '^ II- 
; 154 1 ! 10 


, 74 

1 ■ 
77 




142 
146 




5 


Summe 

151 
347 

324 


1 ^ 1 


. 1 2421 


1 1^"^ 


151 


288 


i 10 


1088 




tl/ t^' 


»] 


+ 1/1«« .,..v- « .„l/l .,..^1 





^K --(% 


+ -.-1) 






_ 




Y 


"^ 


^ y 






■.) + (•; 



■.)+(*i -u)). 



Uc 



r,) + (4' 



,) + 



Hiemach sind die wahrscheinlichsten Werte der Richtungen r je gleich dem 
unter Berücksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel 
der orientirten Satzmittel r — o für die betreffende Richtung und die wahrschein- 
lichsten Werte der Oricntirungswinkel je gleich dem einfachen arithmetischen 
Mittel der Unterschiede « — r der Satztnitiel und der wahrscheinlichsten Werte der 
Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Aus den vorstehenden Formeln und Regeln ergiebt sich ohne weiteres wie 
bei dem im § 33 , Nr, 18 dargestellten Näherungs verfahren nötigenfalls die Gewichte 
zu berücksichtigen sind. *) 

§ 35. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Wir benutzen hier nochmals das bereits im § 21 nach dem Verfahren für 
direkte Beobachtungen laehandelte Beispiel und lösen die dort gestellte Aufgabe 
vermittelnde Beobachtungen. 



nunmehr nach dem Verfahre 



,1 der !> 



j § 33, Nr. 18 angegebenen Stell 



8 35. 



Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 
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Wir setzen die das 
Nivellementsnetz darstel- 
lende Figur wieder hier- 
her und stellen die ge- 
gebenen Höhen, die ge- 
mittelten Höhenunter- 
schiede (Spalte 5, Seite 85) 
und deren Gewichte 
(Spalte 6, Seite 85) hier 
nochmals zusammen: 




Fig 12 



Gegebene 


D< 


tv Züge 
Anfangs- 


Gemittelte 
Höhen- 


Gewichte. 


1 Höhen. 


Nr. 


und 
Endpunkte. 


unterschiede. 




H, -58,725 


1 


1-2 


Ah, — 2,9748 


1 

P^ -0,82 


>/57-61,U2 


2 


57-2 


JAj — 0,5625 


Pt -0,44 


//w-6U28 


3 


57-4 


Ah^ — X9,5052 


PS -1,12 


// 53 -60,325 


4 


4-58 


Ah^ — 0,4815 


P. -1,02 




5 


58-5 


JA5 — 0,3038 1 


/>5 =0,56 




6 


5-50 


JÄe — x8,9010 


/>« —0,50 




1 


2-3 


Ah, — x5,6622 


/>7 —0,64 




8 


4-3 


JAg — X6,7033 


Pb —0,98 


. 


9 


5 6 


JA» — X8,2362 


/)y —0,70 


1 


10 


6-7 


4 Ä ,0 — X7,3380 


P ,0 0,92 


1 


11 


7-3 


Ah,,— 0,3545 


Pu 1,10 


[JÄJ-Xl.0235 


[p]-8,80 



Unsere Aufgabe ist wieder, die wahrscheinlichsten Werte i/,, i/,, H4, /Tg, 
Hfif H, der Höhen der Punkte 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den mittleren Fehler m^y^^ 
eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten 
von 50 m , dessen Gewicht P 1 km — ^»^ ^^^» ^^ berechnen. 

1. Zwischen den wahren Werten (Ah) der beobachteten Höhenunterschiede 
und den wahren Werten ( H ) der zu bestimmenden Höhen besteht allgemein 
die Beziehung, dafs der Höhenunterschied gleich sein mufs dem Unterschiede 
zwischen der Höhe des Anfangspunktes und der Höhe des Endpunktes des 
betreffenden Zuges. Hiemach ergeben sich för diese Beziehungen die folgenden 
Gleichungen : 



(108) 



(Ah,) = (U,)^ H, 
{Ah,) = {H,)~- H„ 
{Ah,) = (H,)- //„ 
(4A,)= Hr^-(H,) 
{Ah,) = {H,)-^ H^ 
(Ah,)= H,,-(H,) 



(Ah, ) = {H,)-{H,), 
(Ah, ) = (H,)-(H,), 
(Ah, ) = (H,)-(H,), 
(Ah,o) = {H,)-(H,), 
(Ah,,) = (H,)-(H,), 



3. Daraus folgen für die wahrscheinlichsten Werte A H der Höhenunterschiede 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v die Fehlergleichungen: 

AH,=II'i — Hl f AH -j =H^ — H , 



(100) 



AH^ = H.2 — Ha, 
AH2 = H ^ — H i, 
AH 4= H ^ — H i 
AHji = H i — Hm 
AH^= H ti9 — ^5 



« f 



AH, = H 2 — H 4 , 
AH g = H^ — Hu, 
AH,Q = H , — If,, 
AH„ = H,-H,; 





U.T. IV. A. 


= dH, -Ak, 




= AH, —Akt 




^AH, -JA, 




= 4H,.-i*,. 




= AH„-Ak,^ 





-ja. 



\ v,= 4/f, — ii,, 
4, l>H: wahracheinlichsten Werte H der zu bestiinmenden Hohen zerlegeo 
,.!• III ilii^ Nftheningaweite ^ und die ihnen beizufügenden Aenderungeo d^: 

I «.»Si + iit., ff.-t. + Jt,, 
IUI) »■ = S. + ift., , ff.-t.+dt,, 

[ ff| = 6. + d5i. j ff, = fi, + dl,,. 
i, Mil den Näherungswerten ^ der zu tjestimmenden H&hen ergelxn sich die 
Kiülii.i iiiilfkwerte dt der beol>achteten Höhenunterschiede nach: 

IJti- 
Ai,. 
dt,= 
dS.= 
dS.= t. 
iH.-»»-l., 
Ferner ergeben sich die wahrscheinhchsten Werte J ^ der Höhenunterschiede 
Mii» den Näherungswerten d t) derselben und den diesen beizuiägenden , den Ata- 
ifcritngen d^ entsprechenden Aenderungen cid^ nach; 



(iin 



S. -*i . 


1 ds. 


= 6» — ll 


l, -«», 


' di. 


= 5»— 5. 


t. -»,,, 


di. 


= ^. — 6. 


»»-t. , 


{ ift. 


= 6» — 6f 


*.-*,, 


1 dS, 


= 6.-6» 



( AH, = Afti +dAf),, 
AH, = A^t + dA1t,, 

I AHt = Ait, + dAftt, 



Jif, = Afi, +dA1), , 
AH, =H), +<JJb. , 
AH, ^Ati, +dAit , 
AH,a^Afi,t + dAi^,, 



il, Diflerenziren wir die Ausdrücke (ll!3) ftlr die Näherungswerte A ^ nach 

II 4ip ■■■• 6'i so erhalten wir lolgende Difierenziaiquoüenten a, b, g; 

(Tabdlem 



Wr. 


y,, ...,Ä,,c. d. e. 9. /. 


=■ <■ .• 


■o C iji ■< 


<; 


i" 


■V 


TT\ 


























' ■ 1 




■ ■ ■ +fyf> 












^' 














A 




+i! : ' : , : ';. 










4 








-1 . ■ . ,/, 




;...'. 










A 


f'. 






. +1 . . '/•. 




. . 1 . 






. 




4 


f'i 






• -1 . . /; 












• 1 ■ 1 


1 


n 


-1 


+11 . - /7 


+ /.,-;., - 


■ . . +iT/, 


+ ;>, 






. 


ii 


f 




+1-1 . . . /. 






+ p. 


~p» 






u 


l><, 


. . . -1 +1 . /■. 








- 


■ 




l'J 


P -I+l/,. 

/'„ . +1 . . . -l/„ 

1 






+ PM 






. -pi, 


-Fl'i-;'. . 


■ - . +)',/■. 


+ rt 


—pH 




. '-pi, 




1 


+ 1'. 


+ ^',/. 


+ f.. 






1 












t*. 


+ ^'t/7 


+p» 






1 



Bestimmung der Hauptpunkte eioes PolygonDeties. 



Nr. 




'-es;- 


im, 

— eJT- 


-llf- • = 


8*7 ■ 


'-B57- 




«,- + 1 














o, = + l 




















«.-+1 
















.,--1 


















•). = + ! 
















<f, = — 1 










<i, = -i 


». - + l 
















». - + i 


t, = -l 


















d, = -l e, = 


. + 1 






10 








«ie = 


- — 1 


j,.- + ill 


11 




i„ = +i 








j.i- 


-'1 



Die Abwuchungen f der Näherungswerte d ff von den beobachteten Höhen- 
unterschieden äk ergeben sich nach: 





IA-iH,-J*,, 


/, . 


-J6, -JA, , 


r, = n,-ik,, 


r, = 


=iS. — i*, , 


f,=ii,-ii.„ 


/■. - 


-d», -i*. , 


f. = ill.-H., 


/",.= 


= d6,s — JA,,, 


A=J»,-J»„ 


/„ = 


^dfi„ — dA„. 


f.=il,.-ik„ 






C Hiernach erhalten wir folgende umgeformte Fehlergleichungen 




ja», = + it,. 


., =r, +<!-•!, , 




iii, = + i(,. 




'. -/■ +iiJt, , 




iAt,, = + i\,„ 




'. =f, +J'I5. . 




JJt. =-JS., 




.. -f. +iil,, , 




dit, = + dt., 




,, _/■, +iili,. 




JJ(, =-(!(., 


(115) 


,. =/. +i4t,, 




i/lt, =_J(,+it„ 




., =/, ■\-iH, , 




d/lt, - + Jt,-Jt., 




', -/■. +•"1. , 




dd», =-d», + d»,, 




V, _/, +J4II, , 




iiH,.=-dt, + it,, 




'„^fn + iitl,., 




i4li„ = + i!t.— 1|.; 




r„=/„+J4t„. 


Seite 
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^ 


s. ll 1 


S.| 5. 


a. 1 ^ , =- ^ 


S. S. 1 ^ 


Ml 


+ J..A 
+ p„/„ 




; 






+p.r. 

-r<f. 

-P.f. 


+ ;•. 


-p. 










'la 


+ P.f. 
-P„f,. 


+ p,. 


+ p,'.A. 

-Puf„ 




+ ,.. 
+1'. 
+ p. 




. 




+ p.f, 
-p.h 
-p.f. 




— ;'. 




+ P.A 
i-l'./. 
\-p.f. 


+ ;■. 
+ !■,. 


^ 


'" 


+p.r. 
-p„f,. 


+J',1 


-P„f„ 



(110) 



VermittelDde Beobicbtungen. 

, = AH, — ih,, 
, = iH, — äk,, 
,= äH, — äh,, 

t = AH,— äk,, 
, = jlff,— JA,, 

S. Die wahrscheinlichsten Werte H der zu bestimmendeii Hohen zeii^en 
wir in die Näherungswerte l) und die ihnen beizufl^;enden Aenderungen d^: 
I H, = f,, + di,, I H, = I), + df),, 
I 1 



, =iH, 


— ii. 


» =iH, 


— Akt 


, =JK, 


— JA, 


.0- J2/i 


— 4k,e 


„-dJT, 


— d*„ 



all) 



H^: 



I H, = 6. + dS,, I H, = ltT + dft,. 



4. Mit den Näherungswerten ^ der zu bestimmenden Hohen ergeben »ch die 
Näherungswerte AI) der beobachteten Höhenunterschiede nach: 



018) 



M6. 









-6.. 



( Af),^H„—Sti , 

Femer ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte A H der Höhenunterschiede 
aus den Näherungswerten A% derselben und den diesen beizufügenden, den Aen- 
deningen d% entsprechenden Aendenmgen dA\i nach: 

IAHt^Aii,+dA^t, I J/T, =J6, +rfi6, , 
AHt = A%,-\-dAii^, I AH, =i5, +rfJ6. , 

I <!//. = J5, + (fi6,, iif,„ = J^io + dJ^io, 

Jif, = Jll. + dJ^,, I 

5. DüTerenziren wir die Ausdrücke (Wi) für die Näherungswerte A ^ nadi 

6 ] , 6 7 , so erhalten wir folgende Difierenzialquotienten n , £,.... gt 

(Tabelle zu 



(113) 



Nr, 


p- 


fl. 6. .. d.\:.'g. f. 


=, 1 5,3,1, =,'a,l a. 


i 


"a. 


Ijil t 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

n 


pt 
p» 
pi 

p<. 
p« 
p-i 
Pi 

Po 
P^^ 
Po 


+ 1 
+ 1 


■ 

+1 
+-1 

+ 1 


; ' 1 1 
■ ■ , ■ ■ lA 

+1 . 1 . . r» 

-.'+. : : ;: 
:r' ;!:.?; 

-1 ■ ! . . i/. 
. -1 +1 . :;■. 

. . • !-l A, 


+ r, .,.'.;, , +P,A 
+ )■. . . 1 , ■ , +nf. 

, , , 1 .| . . . , 

+ i',-r, - • • , +nf, 


+m 


— P« 






■ 


I 


+ r.-p,' . 1 . . . +,.,/•, 


+ i: 


— l'i 






-p„ 



Bestimmiiag der Hauptpunkte 



Nr. 


SAH 
dt,,- 


-Mf- 


Sit L 84» 


pj» 1 8i« II 


1 


". = + 1 










II 


2 


«. = + 1 














8 






.,_+! 










4 






e, = — 1 










5 








J.- + I 








6 








(f, = — I 








7 


o, = -l 


'■ -+i 












8 




t. = + i 


e, = — 1 










9 








<f, — -1 e, = 


■ + i 






10 








«10 = 


^ — 1 


>..= + i|| 


11 




i„=+i 








9u = 


-'11 



Die Abw«chungen / der Näherungswerte i ^ von den beobachteten Höhen- 
unterschieden AK ergeben sich nach: 







l/,-Jt,-Ji,, 


A . 


-J», -4A, , 




f, = Ai,-Ak,, 


/". = 


-i», — 4fc, , 


OU) 


/, = J(.-Ji,, 


/■. - 


= dt), —Ak, , 


/. = a(._4»., 


A.= 


= J|„ — 4A„, 




f,-ä<l,-Ak,, 


/..= 


-45» — ii... 




t, = H.-ik„ 








S. Hiernach erhalten wir folgerde umgeformte Fehlergleichungen 






JJ6. = + it,, 




., =/-, +d4(, , 






i4t, = + J5,, 




., =/■, +i4t, , 






däi, = + dt., 




•. =A +d4S, , 






dH. =-dli., 




r. =/■, +d4t, , 






«14». = + J6., 




». =/■. +<i4t, . 


me) 




dJS, =-dt,+Jt., 
dJS. = + is.— lt., 

JilS„ = -dS,+dli,, 


(115) 


'. =/. +d4t,, 
r, =/-, +445, , 
r. _/. +445, , 
.. -/. +445, , 
'„-/,. + 445,., 
r„=/„+445„. 


Nr. 7 


Seite 
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ä; 


t\t.,tit 


a. 


a, 1 c 




S. S. 1 s. 


1] 


* 


+ p./. 


+p. 
+p, 

+p. 


.' 




* 


+ P.f. 

-p.r. 

-p.r, 
■ 


+>. 
+ P. 

+ P. 


— Pt 




+p.r. 
-p.r. 

-p.f. 


+f. 
+ p„ 


■ 


+ p'.f, 
-P,.f.. 




-;.„/■, 


+j'. r, 
+p.f. 
+pur„ 


+p. 
+p, 
+ c. 




: 




+ p,f, 
-p.f. 
-P./. 


+ P, 
+ P. 
+ P. 


-;', 




+ J..A 
-p.f. 
-p.f. 


+ 1', 

+ !>., 


— ;'io 


+ p.f. 
-p.,f,. 


ff» 
+ J'„ 


+ i.,.A. 

-p,a„ 



1. Näherungswerte i) 


2, Näherungswerte J6 der 


3. Ab- 
weichungen 


4. 

Produkte 




Höhenunterschiede. 


/". 


Pf. 


' Zug 1 2" be. 
Anfangs- ^ ^ stimmen- 




S"- -■ 


^1 


punkt Höhen-, der Punkt 

u-i, Nr 1 *"! ^""j ' 1 Höhe 

^^ Höhe "•^■i schied Nr.' i, = 

*■ I JA. 'j A + ji 


=^=" „r 


1 


1 5S,7s! 1[- 2,97 


2 i 61,70 


1 ' 1 'äK.735 ' 2 1 61,700 2.9750 


2,9748 1 + 0,2 


0.82 +0.16 


2 61,70 7 X5.66 


3 1 57,36 


2!'5; 6I,U3 ■ 2 91,700 i 0,5580 


0,5625 ,- 4,5 


0.44 — 1.» 


3 57,36 U x9,65 


7 1 57,01 


3'»; 61,U2 ' 4 ! 60,650 | x9,.5O80 


x9,5052 + 2,* 


I.I2 +3,1. 


7 57,01 ' 10 3.66 


6 ' 59,67 


4' 4 


60,650 5S 


fll.Kf- 


0.4780 


0.4815'— 3,5 


1.02 —3.57 


6 59.67 ■ 9 ],76 


5 ' 61,43 


5 1 5S 


6I.IW 5 


61,430 


0.3O20 


0,8038 — 1,* 


).56 - 1,0: 


5 ! 61.43 1 6i xM.9O:r>9l60.33) 


yi, 5 


61,430 !,1i) 


6«.3ii 


X8,8950 


X8.9010 -6.0 


0.50 — 3.0( 


















5S|(61,13) 


8i| 4 


60,650 j a 


57.360 


X6.7100 


xe,7ü38 +6,2 


0,98 +6,0( 


* 


»U.IW » 


v,«> 


9li 5 


61,430 ! 6 


59,670 


X8,2400 


x8,2362 + 3.8 


).70'+2.6l 










10 


6 59,670 


7 


57.010 


X7,3400 


X7,3380 +2,C 


).93 + 1.8i 












11 


7 57,010 


3 


57,360 


0,3500 


0.3545! -4,5 


I.lOi— 


4,95 


.677 


,693 


,0160 


,0235 -7.5 


8,801 




ä. Bildung der Faktoren u. s. w, der Endgleiehungen, Auflösung der Endgleichungen 


f„ : 2 . 


^ fi : Q 3 . 


'', " 


h,I 


-A ' -^ '^ 


^'^ ■ ^ 


in .- 


. ■ . 1 - 1 . 


fe„ • ■ 
























































" — 




1 


0,82' 








1+0,16 


7 


0,64 1 




-1,41 


3 1 1,12 


2 


0,44 








- 1.98 


8 


0,98'- 0,98 




'+ 6.08 


4 II 1.02, 


7 


0.64 — 0,64' 






+ Ml 


11 


1,10, 1 




— 1.10—4,95 


8 !,! 0.93. 




-t- 1,90— 0,64, . 1 . 




. 1-0,41 


1 + 2,72—0,98 . . 1-1.10 — 0.28 




(+3,12, . 
-0,88, . 




+ 0,34 










+ 0,22 




-0,22' . . . 1 . —0.14 


+ 2.50 — 0,98 . ! . '-1,10|-0,4S 






+ 0,39 . , . 


+ 0,44,+ 0,17 

-3.70 


+ 2,74 




























-1,40 












-0,59 


















<I^, = -I.1( 












d6. = — 4.12 


















6, = 61,7000 












6, = 57,3600 


















fl; = 61.6988 












ff,- 57.3559 












1 




6. Wahrscheinlichste Werte Jff 


7. 
Fehle 


8. Aenderungen dJt| der 
Näherungswerte der Höhen- 


9. Quadrat- 


1 




der Höhenunterschiede. 




unterschiede und Fehler i'. 


summen. 


1 


p„„k, ' Endpunkt, 1 1 5 B,= 


^ 


Anfangs- End- 


JJJ 


r—f 








[ 


punkt punkt 


liS, 


+ 


/!■'. 


Pf f. pvv. 


V 




-; T 1- 


Höhe [-ä-M^- 
U.. ;X a 


mm 


"^■lm*^?:''fc" 


dA%. 






1 .-is,?;-,o 1 2 


61.6988 2.9738 


-l,f 


1 1 . ;2 


— 1.2'!— 1,2' -1.0 


-0,82 


0.03 0,82 




.>: «1.1420 2 


61,6988 1 0.5568 


-5, 


57' . 2 


-1.2!-!,^ 


-f>;. 


-2,51 


8.91 14,31 






.'w «1.1430 1 4 


60.6485 1 x9,5065 


+ 1. 


5;, - u 


-1.5 


-1,5 


+ i.ä 


+ 1.46 


8,79 1,90 






4 60,6485 5S 


61,1380 1' 0,4795 


—u 


4 


— 1,5 58 




+ 1,^ 


-a,t 


-2,W 


12.50 4,08 






5S fil.US«' 5 


61,4279 'i 0,2999 


-3, 


5H 


. 1 5 


-2.: 


-2,1 


— 3,! 


-2,U 


1,82 8,50 






5 61.427B 59 


60,33501x8,8971 


-3,c 


5 


-2,1|5» 




+ 2,1 


-3,1 


-1,95 


18.00 7,60 






2 61,6988 3 


57.3559 'x5,657I 


-5, 


2 


- l,2i 3 


—4.: 


-2,S 


-5.1 


-3,26 


3.10 16,63 






4 60.648S 3 


57,3559 1 X6.7074 


+ a, 


4 


— 1.5' 8 ' -4.: 


-2,e 


+ a.b 


+ 3,5t 


37.70 12,71 






5 6!,427fl ' e 


59,6638 x8.23-^9 


-0, 


5 


-2,li 6 1 -6.2 


1-4.1 


-0,f 


-0,21 


10.11 0,06 






6 ' 59,6638 1 7 


57.0016 x7,3378 


-0,- 


6 


-e.2| 7 1-8,. 


-2.2 


—0.2 


-O.lf 


3.68 0,04 






7 ! 57.0016 3 


57,3559 i! 0,3543 


-0,^ 


7 


-8,4! 3 1 -4,1 


+ 4,3 


-0,2 


-0,22 


22,28; 0,04 






■ .6540 1 

1 ' 


,6601 ' ,0061 


-17.^ 




-23.0 


-32.9 


-9.9 


-17.4 




126,92 66,6S 


1 


und Berechnung der wahrscheinlichsten Werte ff der Höhen. 


10. Mittlere 
Fehler. 


04. 


'*.:0 5, 


P, : O 6 . 


'',:©'■ 


— K^J- 
























=ys-*"- 






S| ? ' "^ 


^ 


^ i -S i'-?! ^ 


■n 


V . ? 


V 




■ 




-i - 1 '^ 


Z 


- 1 " Pl - 




~ - 


- 


^! 


- 1 - 


— -v^ 


1 






+ 3,14 


5 


0,56 '-1,01 


9 


0.70' 1+2,66 


10 


0,92|+1,84 








+3,57 


6 


0,50 


1 1+3,00 


10 0,921-0.92.-1,84 


11 


1,10+4,95 


-+"Vor25-±''* 


■ 






















1 






+0,63 




+l,76'-0,70: .j-0,67 




+1,62 


-0,92 


+0,82 




+2,02 +6,79 


Probe. 


... 




— 0,09 


+ 0,48 






-0,« 


—0.16 




" ' " l' 




1 


-0,28 




-0,27 




-0,48 -0.18 
-0,07+0.08 

-0.63 +0.38 


- 0,07 

- 0,08 

- 0,25 

- 0,23 
-59,53 


+ 1,16 
-0.96 
+ 1.41 
- 5.10 

—57.17 




. '-0,43i+0,47 


. +0,16— 0,17 

1-1,35 


!+l,76 -11,701 .'-0.67 


+o.4o; . 


+0.38 


+ 1.341—0,921+0,55 






'+0,69^0,41 
1 1-5,81 




+0,841+7,07 


1 ■-2,4S 


ll ! 


-60.25 ; -60,18 




rf6, = -l,52 

6. = 60,6500 
H, =60,6485 






d6, = -2,ll 

65 = 61,4300 
ff 5 = 61,4279 




d 6. = -6,22 
6. = 59,0700 
7f, = 59.6638 


ds,--e,42 
&, = 57,0100 

i7, = 57,0016 


= 2. 




11. Schlufsprobc. 


[,.vv\ = lpff\ + 2 


^_ 
















- 126.9 - 60,2 




1'' 
















= 68,7. 




■ 


L 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n. T. IV. A. 



7. Mit den Faktoren a, h, g der umgeformten Fehlergleichungen, den 

Abweichungen / und den Gewichten />,, pa, pj, .... Pu ergeben sich die Faktoren 
und Absolutglieder der Endgleichungen in vorstehender Tabelle (Seite 15S und 159) 
in gewohnter Weise. 

8. Die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen können aber auch in einfadierer 
Weise nach mechanischen Regeln gebildet werden. 

Bezeichnen wir in imserer Figur die neu zu bestimmenden Punkte mit 

Ä ^«»n,^c, ^d,^.,^,cnt. 

sprechend der Bezeichnung 
a , b , c,d\e ,g der Diffcren- 
zialquotienten nach 4s,§s, 
^4, 1^5, 1^6> ^7, so ergeben 
sich durch Vergleichung der 
vorstehenden Tabelle (Seite 
158 und 159) mit der Figur 
die folgenden Regeln: 
sind gleich der Summe der Gewichte 
. treffen. 




Fig. 13. 



1. [paa], [phb], [pcc], [pdd], 
der Züge, die die Punkte Pa, ^o, ^o ^ä» 



• • • • 



2. [pnb]f [pflc], [p«<^]> ••••>\ sind gleich den 
[p6c],[pfed], ,1 negativen 



PaPt. PaPc. PaPä. 

^cP*. 



[pcd]f ,j Gewichten der 

, j Züge 

3. [p«/], [p^f]f [/>«/]> [P^f]f setzen sich zusammen aus den Pro- 
dukten pf der Züge, die die Punkte i'^ , i'^ , P^ , Pj , treffen und zwar so, dafs 

bei Bildung der Summe die Produkte pf i^v die Zi\gtf die auf den betreffenden 
Punkten endigen, im positiven Sinne und für die Züge, die auf dem betreflFenden 
Punkte anfangen, im negativen Sinne zu nehmen sind. 

0. Die Autlösung der Endgleichungen , die Berechnung des mittleren Fehlers 
und die Ziehung der Rechenproben erfolgt nach den Formeln (120») bis (129) in 
gewohnter Weise. 

10. Die Rechnung gestaltet sich für unser Beispiel in schematischer Anord- 
nung wie folgt: (Siehe Seite 100 und 161.) 

11. Die vorliegende Aufgabe kann auch in folgender Weise behandelt werden: 
Aus den im Felde erhaltenen Lattenablesungen können Höhen A^ und A^ des 

Anfangs- und Endpunktes des Zuges gebildet werden, die sich auf einen beliebigen 

Punkt Pals Anfangspunkt 
beziehen. Aus den wahren 
Werten (hj und (ÄJ 
dieser Höhen werden 
dann die wahren Werte 
(HJ und (HJ der sich 
auf den Normal-Höhen- 
punkt {N2^) beziehenden 
Höhen gewonnen durch 
Zulegung des wahren 
Wertes (o) des Höhen- 




Fip. 12. 



Unterschiedes zwischen dem für die Höhen h^ 
dem Normal-Höhenpunkte, so dafs wird: 

(-^«)=-(A«) + (o), oder 

(^.)---(ÄJ + (o), 



und h^ gewählten Anfangspunkte und 

(ÄJ--=(i^J-(o), 
(ÄJ = (H.)-(o), 
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Hiemach ergeben sich für unser Beispiel die folgenden Gleichungen ftlr die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten (ä) der beobachteten Höhen, den wahren 
Werten (H) der zu bestimmenden Höhen und den wahren Werten (o) der Orien- 
tirungshöhenunterschiede: 



8) 



Zugl:(A}. 


) M, • 


— (o*) , 


(*J; 


)-{B,)- 


— (o*) , 


Zug 2: {h%] 


1 ^Ö7 


— (o'), 


(»ii 


1 (H.)- 


— (o'), 


Zug 3: (A*,] 


1 ^67 


— (o'), 


(A^ 


)-{H,)- 


— (o*), 


Zug4:(A*) 


)-{B,)- 


— (o*), 


(*«) 


n», - 


— (04) , 



Zug5: (A*g) = >ir,. -(o») 

(At) = (H.)-(o») 
Zug6:(A«) = (H.)-(o«) 

Zug7:(^)=(H,)-(o') 

(*J) = (ff.)-(o') 
Zug8:{A8) = (H,)_(o'') 



10 



Zug 9: {J^) = (H,)-(o^ 

(hl) = {H,)^(o^ 

Zug 10: (hl^) = {H.)-{o 

Zugll:(ÄV) = (^7)~(o" 
(Aji) = (ir3)-(o" 



Hieraus ergeben sich folgende Fehlergleichungen (109) und (HO), die wir 
gleich zusammenfassen: 



m 

id 
0) 



..1 _ 



Zugl: i{ =H, — 0» — Ä} 

vi =jr, — o> — AJ 

Zug 2: v% = H„-o*-hl^ 



vi =H^^o''--hl 



Zug 3: 4 = /^„ — o'-äJ^ 
Zug4: rj =^4 — 0* — A* 

= Mkh 0* Ar, 



V 



58 



58 



Zug5: A = >/„-o»-Af 



'58 
.5 



5-5-0' 



58 

Zug6: vi =H,-o^^hl 

4 = '^w-^*~*59 
Zug 7: vi =fl, — 0' — aJ 

^fi-s-o'-Aj 



^8 

.8 



Zug 8: vi =1/4 



8 

o« — Aj 

o«-A| 



Zug 9: vi =^5 

.9 



o» — A 



Vi =H,-^o^ -Ai 



Zug 10: rj® = JJe — 0»« - h^^ 
Zug 11: rjl = fl'7 — o"-^Aj^ 



r 



11 
8 



= fl'8-o" 



A3 . 



Wie sich die Gleichungen zwischen den Näherungswerten 1^ der beobachteten 
Höhen, den Näherungswerten ^ der zu bestimmenden Höhen und den Näherungs- 
werten der ebenfalls zu bestimmenden Orientirungshöhenunterschiede gestalten, 
ist nach den Gleichungen (108) leicht zu übersehen. Da jene Gleichungen ftlr das 
folgende aber bedeutungslos sind, schreiben wir hier ohne weiteres die Differenzial- 
quotienten nach den Gleichungen (108) an: 



(114) 



a 



^§2 

. — = + 1 , 



6' 



C$8 



= + 1, 



^ulO 



10 



^ -=+1, 



h* = - — = 4-1 

........ 

^" = ^§7 = + ^' 



a 



' = - = 4-1 



11 



C$8 



=+1, 






'57 






i — 7J — 1 

' CO* 



i, = 






1, 



«7 = 



— ^7 — _1 



^^J^ 



« a — . 



CO 



n = -l. 



Bilden wir nun die Summen [pav], [pbv], [pcv], .... und beachten wir, 
dais diese Summen nach den Formeln (ViS) gleich Null sein müssen, so erhalten 
wir folgende Gleichungen: 

11* 






Vennlltdnde Beobachtungen. 
-»5)+l'3 (Ä.-o" -»i )+pI I.H,- 



0' — Aj )=.0, 



'■-'")+p!'(-h.- 



-Aj')„0, 






-»5,)-p| (f.- 



' — *2 ) = 0, 



IP"' 



-pi'Ci 



-»;')-pä'(ü 



-AJ') = 0. 



Nach der ersten Gruppe dieser Gleichungen mufs die Summe der mit den 
Gewichten multiplizirten Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Werten tl 
der Höhen und den durch ZuJegiuig des Orientirungshöhenunterschiedes o orientirten 
Beobachtungsergebnissen h oder die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 
wahrscheinhchsten Beobachtungsfehler ihr jede Höhe oder Ihr jeden Punkt gleich 
Null sein, und nach der zweiten Gruppe der Gleichungen mufs, da die Gewichte 
ihr die beiden Höhen eines jeden Zuges einander gleich sind, die einfache Summe der I 
bezeichneten Abweichungen oder Beobachtungsfehler fllr jeden Zug gleich Null sein. I 

Aus obigen Gleichimgen folgt: 



-,W i'ä- 



M+cS («S +«')+fä'(»ä' + «")), 



»' -|((«. -»ii+iff.-'ä». 

«' -J(i»»-»l,i + (H.-»i)), 

."-l((H-,-i>'l + (if,-Aä'))- 

Hiernach sind die wahrscheinlichsten Werte H der Höhen je gleich dem mit ] 
Berücksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel der durch < 
Zulegung des Orientirungshöhenunterschiedes o orientirten Beobachtungsergebnisse t 
eines jeden Punktes, und die wahrscheinlichsten Werte der Orienlirungshöhenunter- i 
schiede D sind je gleich dem einfachen arithmetischen Mittel der beiden Unterschiede ] 
zwischen den wahrscheinlichsten Werten W„ und H ^ und den aus den Lattenab- I 
lesungen gewonnenen Werten h^ und i, der Höhen des Anfangs- und Endpunktes 1 
eines jeden Zuges. 

Die hier gewonnenen Formeln und Regeln stimmen im wesentlichen Qberan 1 
mit den im § 33, Nr. 17 und 18 und im § 34, Nr. 10 und 11 gewonnenen Formeln ' 
und Regeln, so dafs das dort behandelte Naherungs verfahren auch hier eingeschlagen 
werden kann. 

Als Beobachtungsergebnis filr den Anfangspunkt eines jeden Zuges wird 
A^=^ 0,000 und dementsprechend als Beobachtungsergebnis für den Endpunkt eines 
jeden Zuges Aj=^ JA, oder der beobachtete Höhenunterschied genommen. 

Da in der Regel viele Höhen // und Orientirungshöhenunterschiede o 
stimmen sind, so ist es, um möghchst rasch zum Ziele ^u gelangen, wichtig, dafe die j 
L ersten Näherungswerte bereits den wahrscheinlichsten Werten nahe kommen. Dicsl 
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wird auch in einfacher Weise erreicht, indem das Netz erstens in BerechnungszQge 
zerlegt wird, die eine möglichst günstige Bestimmung der Höhen der einzelnen 
Punkte erwarten lassen, dafs dann zweitens die ersten Näherungswerte ^i der 
Höhen in den Berechnungszügen durch Addition der beobachteten Höhenunterschiede 
gebildet werden, wobei von den Höhen der gegebenen Punkte oder, wenn solche 
fehlen, von einer beliebig angenommenen Höhe eines passend gewählten Punktes 
ausgegangen wird, dafs hiemach drittens die Verbesserungen »i der einzelnen 
Höhen ^i berechnet werden, die aus den Abschlüssen der Berechnungszüge auf 
die Höhen der Endpunkte dieser Züge folgen, und dafs endlich viertens das einfache 
arithmetische Mittel der Verbesserungen x>i für die Höhen ^i des Anfangs- und 
Endpunktes eines jeden Einzelzuges als erster Näherungswert o i der Orientirungs- 
höhenunterschiede genommen wird. Die Höhen der Endpunkte der Berechnungszüge, 
auf die abgeschlossen wird, sind, wenn der Endpunkt ein gegebener Punkt ist, die 
gegebene Höhe dieses Punktes, oder wenn der Endpunkt ein Knotenpunkt ist, das 
allgemeine arithmetische Mittel der Höhen ^ i , die sich für den Knotenpunkt in den 
einzehien auf diesem endigenden Berechnungszügen ergeben haben, oder wenn der 
Berechnungszug ein geschlossenes Polygon bildet, die Höhe des Ausgangspunktes. 




Fig. 14. 



Zur weiteren Erläuterung des Verfahrens ist auf Seite 166 imd 167 die im 
Jahre 1885 ausgeführte Berechnung der Höhen der Knotenpunkte des von den 
Studirenden der Geodäsie an der Landwirtschaftlichen Akademie Poppeisdorf nivel- 
lirten Höhennetzes von Bonn und Umgebung wiedergegeben. Das Höhennetz, wovon 
das vorstehend unter Nr. 1 bis 10 und im § 21 behandelte Netz ein Teil ist, ist 
angeschlossen an 4 Punkte der Landesaufnahme und an die Höhenmarke der Euro- 
päischen Gradmessung an dem alten mittlerweile abgebrochenen Bahnhofsgebäude 
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in Bonn, Es enthält lö Knotenpunkte, die durch 29 Züge mit den gegebenen Punkten I 
und untereinander verbunden sind. 

Die Berechnung der ersten Näherungswerte der Höhen fi , und der ersten 
Verbesserungen o, ist im wesentlichen nach dem im § 21 behandelten Verfahren 
durchgeführt mit den Vereinfachungen, dafs die durcli die Ausgleiclmng der Fehler 
in den einzelnen Netzteilen bedingte Erhöhung der Gewichte unberßck sichtigt gelassen 
ist und dafs die Ausgleichung der Fehler nicht jedesmal auf die sämtlichen bereits 
berechneten Netzteile ausgedehnt, sondern auf die den betreffenden Knotenpunkten 
nSchstgelegenen Netzteile beschränkt ist. Die Be rech nun gszüge und deren Nummern, J 
denen die Berechnung der Höhen tj , und der Verbesserungen b , gefolgt ist, sind | 
in der auf Seite 165 beigegebeiien Uebersichtskarte dargestellt. 

Nachdem sich für die den Höhen ^i = ^«-{-df), entsprechenden Orientirung» 1 
höhen unterschiede o^ nur noch sehr kleine Zahlenwerte ergeben hatten, i 
Verfahren abgebroclien. 

Den Mittelwerten |o + --> — j— aus den Höhen ^g ist jedoch noch eine iiu.J 

Kopfe berechnete Verbesserung +p -n- hinzugefügt, deren Berechtigung aus den I 
im § 33, Nr. 14 erhahenen Formeln (IST) folgt, wenn diese l'"ormeln durch Einführung } 
der Gewichte verallgemeinert werden und wenn beachtet wird, dafs dort die s 
den der Entwickelung zu Grunde liegenden Formeln (ION) mit anderem Vorzeichen J 
vorkommen wie hier. 



§ 36. Rückwärtseinschneiden. 

Zur Bestimmung des r 9 durch Rückwärtseinschneiden sind auf diesem J 
Punkte die Richtungen nach den gegebenen Punkten - ^ 3, 7, 8, 6 in 4 vollen Rieh' 1 
tungssätzen beobachtet worden. Die rechtwinkligen Koordinaten j^ y, der gegebenen 1 
Punkte und die arithmetischen Mittet r, der vier für jede Richtung erhaltenen Be-I 
Obachtungsergebnisse sind: 



Nr. der 




Ordinalen. 


Richtungen. 








1 > 1 ■ 1 .. jl 


S3 


ji = 5 482,42 


y,=xa 013,62 


r, 23 


38 


4.5 


SV 


r j = 2 125,96 


y. = X6 036,88 


r, 154 


45 


05 


g8 


/, = 5 080,04 


!/, = x4 914,53 


r. 241 


52 


52 


Ä& 


.r, = 6 123,25 


y , = X5 990,33 


r, 294 


17 


05 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte r y der rechtwinkligen Kot 
des ,*. 9 und der mildere Fehler m , einer einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze bestimmt werden. 

1. Die beobachteten Richtungen r,^ beziehen sich aul eine behebige, nicht 
genau bekannte Anfangsrichtung. Um aus ihren wahren Werten (r^) zunächst die 
wahren Werte (f^) der Neigungen der einzelnen Strahlen gegen die Abscissen 
axe zu erhalten, mufs ihnen der wahre Wert (o) eines aus den Beobachtungs- 
ergebnissen mit zu bestimmenden Orientirungswinkels hinzugefügt werden , so dalä ^ 
also wird: 

!'■■.) = ('■„) + (<'), oder 
(%) = (>■„)-(«)■ 
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Der wahre Wert (v„) der Neigungen steht nun zu den wahren Werten der 
zu bestimmenden Koordinaten ( x ) ( y ) des § 9 und den gegebenen, als wahre Werte 
anzunehmenden Koordinaten x^ y^ in der Beziehung;^ dafs ist 

<c(v„) = T- r, oder 

Somit ergeben sich für die Beziehungen zwischen den wahren Werten (r„) 
der beobachteten Richtungen und den wahren Werten der zu bestimmenden 
Gröfsen (x), (y), (o) ÜXr unser Beispiel die folgenden Gleichungen : 



(108) 



{»•,) = (*, )-(o), 
(r,) = (»,) — (o), 
(r») = (vt)-{o), 



X4 {£ ) 



2. Hiemach erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte Ri, Ä 2 , -B » , -B 4 der 
beobachteten Richtungen und die wahrscheinlichsten Werte v , , v^, v j , r 4 der 
Neigungen aus den wahrscheinlichsten Werten x, y, nach: 



(10») 



Ri ^=Vi — 0, 

-ßa = V2 — > 
Ra = Vi — o, 



, y-t — y tt 

X 2 ~- * 
X 3 l 



;-.? 



und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach: 

r2 = -ßj — r2, 



(110) 



I t'a^-Ba — ra, 



3. Die wahrscheinlichsten Werte x, y, o der zu bestimmenden Gröfsen zer- 
legen wir in die Näherungswerte 5 , p , und die den letzteren beizufügenden 
Aenderungen d^c, dx) , do , setzen also : 

f ^=X^+dl, 

(111) { y--^r) + dr), 

' 0:= o-{-do. 
Den Näherungswerten S , 9 , der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen die 
Näherungswerte r i , r 2 , r 3 , r 4 der beobachteten Richtungen für die sich nach den 
Gleichungen (108) ergiebt: 



(112) 



r 1 -= n 1 — , 
r 2 = n 2 — , 

^3 = ^3 — 0, 

r4=n4 — 0, 



•'s — h 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



Aus diesen Näherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der beob- 
achteten Richtungen durch Beifügung der den Aenderungen djc, dy, do ent- 
sprechenden Aenderungen dvi, dti, dx^, dt« erhalten nach : 



(113) 



{ B^ = Xi-^dXi , 
l Rs = tt + dXi, 
l Ri = Xt + dx4, 



4. Differenziren wir die in den Gleichungen (112) ftlr die Näherungswerte r, 
erhaltenen Ausdrücke nach i, t), o , so ergeben sich die Differenzialquotienten zu- 
nächst in allgemeiner Form wie folgt: 



er 



n 



«»=-c^ = + 



=+ 



1 



— 2 



r-,r\2(»«-9)(-i)('«-^)~'(-i)?" 



1 + 



C:-:-:) 



Vn-V 



Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks ftlhren wir die Näherungswerte 8^ der 
Strahlenlänge ein nach: 

«S = (',.-s)'+(y,-9)', 

womit wird: 



ör. 



y«~9 






H 



Ebenso wird: 

*• CX) ' 



1 



oder mit Einführung von S^: 



1 ^» — X 






et) 



Endlich ist: 



et 



n 



C„ = -. - = — 1 . 
*» CO 



Damit ergeben sich für unser Beispiel die folgenden Ausdrücke für die 
Differenzialquotienten : 



(114) 



« 3 — -+- - -g ^ - ^ , 



&1 






6, = -'^*"^-" 



..=+'•-%■■ 



Cl=— 1, 
Ca = — 1, 

C8 = — 1, 
C4 = — 1 . 



Ö8 ^ ' 

Die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der beobachteten Gröfsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

/s -~ ^3 Tj, 



(115) 



§36. 



ROckwärtseinschneiden. 



171 



5. Hiemach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen wie folgt 



(116) 



dt, 

dt 2 
dt. 



. dxi = 
) dx,= 

I 



«1 dTc-\-bi dr) — do , 

a^di-\-b^dr) — do , 
a , die -\- b ^ dt) — do , 



an) 



i 



Vi 

V» 
^4 



fi + dx,, 

f^ + dXt, 
fz-\-dXi, 
f. + dx,. 



Wenn wir das Gewicht der gleich genauen Beobachtungsergebnisse r gleich 
Eins nehmen, können diese umgeformten Fehlergleichungen, indem nach den 
Formeln (135) 



(185) 



As 
A, 



= a, — 



a 



= (i 



= n 



"4 ' 

[«] 
4 • 

[a\ 
4 ' 

M 

4 ' 



■B. 



6. 
6, 

*4 



4 ' 

Ly 

4 ' 

m 

4 ' 

[6] 
4 ' 



gebildet wird, nach den Formeln (136) reduzirt werden auf: 



(136) 



( 



dxi =Aidi + B^dr), 
dx2 = A^dTc-^-B^dt), 
dXi = Asdi'}-B^d^, 
dXi = Aidic + Bid}), 





F -f -f^^ 
^1 / 1 ^- 


■ F f ^^^ 








Verden auf: 


V , — i'\ + dr , , 


x>2 — F^-\-dxt, 


t'8 — ^8 + <^ts, 


V, 


i^4 + dr4. 



(US) 



Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergeben sich die Endgleichungen: 



Nachdem durch Auflösung dieser Endgleichungen die Zahlenwerte von dj 
und dp erhalten sind, ergiebt sich do nach: 



(18?) 



do^ + Wds + fJld, + [{l. 



6. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier für eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich zu: 



(125) 



m 



-±t~i\-±f:A' 



und danach der mittlere Fehler m i einer einmaligen Beobachtung einer Rkhtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht p i = 0,25 ist, nach : 



m 



,= + „-|/i=±„y_i^. 



7. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich wie folgt: 



172 



V-tmixiMtin^i^ Bec bachcin^nt. 



ILT. IV.A. 



TM- 



1. Berechnung der genäherten Koordinaten ca. 



CoIIin*5cher Hillfspunkt ^^. 



Gesocfater Ponkt P. 



-"i 



:'* 



p 



- i - « 



^'0 = 



fm-ÜC 



.'* 







B. 
r. 


















1 *' 



/; 



Jya ^ -* ' ^9 ^'i . Ji' ■ = ^''1 ^9 '; . Jy* = J^*^ '•• -*yt = J-%9'i- 



y'; = ya-r Jya -,=--'. + -^-i 



o=yaH--iy. 









P • 



< . 



P,:-3. 



P:-9. 



y^ X4 914,53 
t/^ y8 013,62 



/^ 5 056,54 



5 432,42 



y* - y« + 3 099,09 /, - -r^ -r 345.4S 



Ay^ -\-2 867,93 



Jri' 4-4 134,91 



Ay^ — 231,16 J/<^ -|-3 7.S9,44 



y^ X7 7>J2,46 
y^ X6 036,S>< 



j^ 9 221,-0 
r 2 125.96 



y^ — y^ - 1 745,58 r^ — ^r,-' 095,'^l* 



## 



a S7 Ö7 47 

i 228 53 40 

p* ^3 38 21 



«9 r--^ 0.246« 



r; 1349« 



.V 



r: -= p: — .i 214 44 41 r^ 



»'e' 



(C 



— ar ISO- 176 30 34 r^ = 



= r^ -i- o 100 57 « 
= r^ 4- .i 242 42 38 



«y rjf -h 0,693 59 
«^ pj' — 0.061 00 

C. +0.754 59 




J y^ + 1 766,64 
J y,^ — 1 :i32,42 

9 X.6 681,17 



Jr^ - ^1.80 
J/ - 6^7/2'^ 



4 745.14 



Jy; + 3 099.09 
■^'':*9vi - 21,07 
Jr*f<7,.^ j_m62 

-4» -f 3120.16 
^i 4-2 859.47 



Jy*+m« 

Jjr*l9r^-178a» 

A, +2429^1 
5, +4.^ß 



2. Berechnung der Neigungen n, v und der Diüerenzialquotienten n, 6. 



i*n- 



S3 



«■ 7 



Vn 



^n- 



r. 



n. 



9 
r. 



Jr*. 
Ö-. 

Q" 



eotg n = • 

a 

n. 



XH 013,6-J 
5 432,42 



/ 6 681.20 
4 710,10 

XfWWl.27 
4 74:.. 16 



4 1 332.42 

-f- 687.32 

-f 1,938 57 

62 '42'4><" 



1 77 53 43 
47 24 09 

2 24 77 52 
0,091 761 



4- 122,264 

- 63,069 

+ 0,515 84 

I 62° 42* 49" 



X6 036,H>< 
2 125,96 



644.32 

- 2 619.14 
•- 0,246 00 
193 4ir 13" 



X4 914,53 
5 086,94 




I -■ 1766,67 
-f 341,84 

5.168 12 
owo 57' 04" 



415148 

6 85 98 94 

7 27 50 42 
0.028 352 



— 18,268 

+ . 74,258 

+ ' 4,064 92 

193° 49' 15" 



8121123 

1168 55 

3 23 79 78 

0.063 702 



-, 112,540 

- ; 21,776 

-1 0,19350 

280°ö7'05- 



ig f. 

V. 



+ 13ai85 

+ ^"S 

+ 1.93S64 
62^- 4? 511 



- 644.39 
_ 2619:» 
+ O.2460J 
198"49'1?1 



+ i 34LS 



^^^^^^^^^^^^^^^^ KQckwärlaeinschneiden. ^^^^^^^^^^^^^^^^^ 


■ 


P^. 


y.- 


9. 


^v^y^-n. 


Ji)'- 


.= .!i«. 


v«~-y- 


^1 




'■„. 


E- 


Js = /,-^ 


ds". 


'— 'r>- 


'n-'- 


H 






y- 


(sn. 


ä'. 


e«; n = - - . 


tgp. 


H 








^T- 




"■ 


■ 


- 6 


x5 990,33 


— 690.87 


47 73 01 


- 60.030 


- 1 690.94 




6 122,25 


+ 1377,15 


1 89 65 42 i ~ 119,662 


+ 1 377.09 


^H 






j— 0,50167 


2373843 !-■ 1,99337 


— 0,50174 


^H 






|l 333 = 21'30' 


0.086 891 1 333°21'32" 


333 ==21' 19- 


1 




3 722,93 


5 705,20 i + 3 738,73 


'i 


+ , 3 738.48 






5 705,72 'U S 721.00 


- 1082,27 - 1982,79 


-; 5 721,27 


1 


3, Bildung der Faktoren A und B. 


4, Bildung der Abweichungen F. 




A ■= 


ß = 




/ ^ = 




"■ \"-^-\ 


''■ 6-[*5. 


t = n-o.|i 
J 




^-".-'- 


1 


83 


+ 122.3 1 + 139,4 


-■ 63,1 — 30,5 


39 ' 04 : 00 


23 , 38 45 


+ 1 3 


-1 9.0 


23|38 48 


87 


- 18,8'- 1,2 


+ , 74,3 + . 106,9 


151 45' 13 


154 1 45 ! 05 


+ 1 8 


- 4.0 


^1 


S8 


- 112,5 — 95,4 


-, 21,8 + 10,8 


241,53 04 


241 52 52 


+ ' 12 


0,0 


^H 


86 


- 60.0-1 42,9 


^ 119,7 — . 87,1 


294 ' 17 ' 30 294 17 | 05 


+ 1 26 


+ ] 18,0 


H 


- 68,5 i-j 0,1 


- 130,3 + 0.1 


:34|35j 


, 33 . 47 


+ 1 48 


! 0,0 


rj!i 


- 17,1 1 [^I 


- 32.6 : 1 


1 . 


1 [/] 


+ 12.01 


^1 


" 








1 ' n 




1 


5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleiehungen. 


P„. 


Ä. B. F. 


l'AA. ,1 AB, pA F. 


pBB. pBF. 


: 3 


1 + 


139 — 31 — 9,0 


19 321 - 4 309 — 1251 


961 + 279 


S7 


1 - 


l [ + 107 j - iß 


1 - 107;+ 4 


11449 — 428 


^H 


g8 


l ~ 


95 1 + 1 11 1 0.0 


9 025-1045 


121 


^H 


86 


1 - 


43 I — 1 87 | + ! 13.0 


1 849 + 3 741 , - 559 


7 569 — 1131 




' 1 ; 0.0 


+ 30196 -17201-, 1806 


+ 1 20 lOO j - ! 1280 


6. Auriösiitig der Endgleiehungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte j, y, o. 


[l>AA]. \[pAJl]. l,.AF]. 


l,.BB]. [pBF]. 


Probe. 


, 1 


+ \ 30 196 — 1 1 720 — 1 S06 


+ 20 100 1 — 
- 98 - 


1280 
103 


- 


95 


- 


116 

88 


^^9 


- 


2,2 




+ i 0,057 
dt 


+ 0,060 
+ 1 0,004 


+ ■ 20002:-,' 1383 
da +] 0,069 


+ i 12.0 


+ 0,064 


— 204 - 


204 


da 


+ 1 8,7 




l 


4 745,10 




1, XG681.2IJ 


= 2. 


o = 39^04'O0" 


l| 


4 745,Ui 


y .X6 681,27 


(. = 39^04'09" 


7. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der Neigungen siehe WAe\VsK?.^. 
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n.T 


. W.A 


8. Wahrscheinlichste Beobachnmgsfehler .. 


IQ«*. 

summa 


/',. 


.=.-.. 


R-T. 


Adi ■+ Bdti = <fr. 


F+d,. 


fff. ,,'. 


83 
8' 
48 
86 


39 ! 04 1 09 


- 3 
+ 5 

- 5 
+ 1 5 


+ 


8,9 
0,1 

6,1 
2.8 


; . i 

- 2,1 + i 6,8 
+ ',4+1 7,8 
+ 0,8—1 5,3 
-1 6,0 - : 8,8 


+ 
+ 


2,2 
8,S 
5,3 
4,2 


81 i 
11 11 
i 

m 1! 


23 ' 38 1 42 
IH 45 ■ 10 
241 ! 52 : 47 
294 : 17 ' 10 


1 33 1 49 1 + ! 2 


- , 0,1 j + 1 0,1 1 1 0,0 


1 0,0 


2« e 1 


10. Schlufsprobe und mittlerer Fehler. 


[pr.l_[pfF] + .Z=266_2M-62. 





§ 37. Vorwärtseinschneiden. 

Zur Bestimmung des g 9 durch Vorwärtseinschneiden änd auf den 
gegebenen Punkten ^^ 7, 8, 6 die Richtungen nach 3 ^ und nach mehreren gegebenen 
Punkten je in 4 voUen Richtungssätzen beobachtet worden. Die Koordinaten i, j, 
der gg 7, 8, 6, die arithmetischen Mittel r„ der vier für jede Riditung erhaltenen 
Beobachtungsergebnisse und die aus den gegebenen rechtwinkeligen Koordinaten 
abgeleiteten Neigungen v^ der gegebenen Strahlen gegen die Abscissenlinie sind: 



Ziel- 
punkte. 


Richtungen. 


Neigungen. 


Ziel- 
punkte. 


Richtungen. | Neigungen. 




Standpunkt: §7. 


Standpunkt: g6. 


/, 


= 2125,96, y, = x603C,88. 


r, = 6122,25, y. = x5990.33. 


S8 


r, 73 39 45]v, '339 14 28 


g3 


r„124 58 155 -,> 108 49 35 


S9 


r. 108 14 33|l 1 1 


89 


r,. 169 ,30 '42 


S3 


r, .125 17 42 i K, 30 52 23 


S' 


r„ 195 29 10 fM 179 19 58 


S5 


Tg 36 37 40| v^ i302 12 13 


8f 


r„!242 IS'OS V 226 05 55 




Standpunkt: J8. 


?'^ 


r,,' 252 50,38 1. 236 | 41 13 


86 * 
63 


-^5 08ß,94, y, = x4 914.53. 
r, 108 10 001», i 46 05 55 
r,o 145l4230'v,„ K3 38 20 


X y der rechtwbkligen Koordinaten des 


*9 


r,Jl63 Ol 05j, 1 


* 9 und der mittlere Fehler in , einer 


1 '^^ 


r„ 221:18 30|r„ 159 14 28 


einmaligen Beobachtung einer Richtung 


25 


r,3 305 47 56 


\v,3 243 43 '45 


in eine 


m Richtungssatze lediglich aus den 



auf den gegebenen Punkten erhaltenen Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. 

1. Wir führen die Entwickelung der Formeln zunächst nur fbr die auf 3 7 
beobachteten Richtungen durch. 

Diese Richtungen r„ beziehen sich auf eine nicht genau bekaimte Anfar^- 
richtung. Um aus ihren wahren Werten ( r^ } die wahren Werte ( v„ ) der Neigungen 
der einzelnen Strahlen gegen die Abscissenaxe zu erhalten, mufs ihnen daher, ebenso 
wie in dem im § 36 behandelten Beispiele, der wahre Wert ( o 7 ) eines aus den 
Beobachtungsergebnissen mit zu bestimmenden Orientinmgs winkeis hinzuge&gi 
werden, so dafs also ist 



§3T. 



Vorwärtseinschneiden. 
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(!♦) {vJ = {rJ + (o,) oder 

(2*) (rJ = (vJ-(o,). 

Der wahre Wert ( v « ) der Neigung des Strahles § 7 — § 9 steht zu den wahren 
Werten der Koordinaten (x) (y) des § 9 und den gegebenen als wahre Werte 
anzunehmenden Koordinaten x 7 y 7 des § 7 in der Beziehung, dafs ist : 



(3*) 
(4*) 



(^((,,e) ±180°)= ^-[f joder : 



(ve) ± lSO° = aretg 



y? — (y) 



»" 



Hiemach exlialten wir für die Beziehungen zwischen den wahren Werten ( r^ ) 
der auf § 7 beobachteten Richtungen und den wahren Werten (x), (y) , (07) der 
zu bestimmenden Gröfsen die folgenden Gleichungen: 



(5*) 



J (r«) = (i'e)~(07), 

I ('•7) = (V7)— (O7), 



(6') (vti)±lSO° = aretg 



y7--(y) 

I7— (i) 



." 



Für die wahren Werte (vs), (vj) , {v») der Neigungen der Strahlen nach 
gegebenen Punkten haben wir die aus den gegebenen Koordinaten abgeleiteten 
Neigungen v^, v^ , vg anzimehmen. 

2- Danach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte R^, R^, -B7, Rg der 
beobachteten Richtungen und der wahrscheinlichste Wert v« der Neigung für den 
Strahl § 7 — § 9 aus den wahrscheinlichsten Werten x, y , o 7 der zu bestimmenden 
Gröfsen nach: 



(7*) 



Ol 



1 9 



R^ = v^ 

Rj = vj 

RB = Vs — Of; 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach: 



m 



Vj = Rj — rj, 
V g = Rg — fg. 



3. Die wahrscheinlichsten Werte x, y, 07 der zu bestimmenden Gröfsen zer- 
legen wir in die Näherungswerte tc, r) , 7 und die diesen beizufügenden Aenderungen 
dl, dy, doi, setzen also: 

(10*) y =9 +dr) , 

07 = O7 -[-^07. 
Den Näherungswerten j , 9 , 7 der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen 
die Näherungswerte r , r « , r 7 , r « der beobachteten Richtimgen, wofür sich ergiebt : 

r5=:v5-07, __ 

(12') n e ± 180° = arc <^ ?^^^ ? ^" . 



(ir) 



t6 = n« — 07, 

t7 = «'7 — O7, 



^7 — E 



Aus diesen Näherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der 

Richtimgen durch Beifügung der den Aenderungen <i j , dr) , d 7 entsprechenden 

Aendenmgen dx^, dx^, dx^, dr» erhalten nach: 

= Xi + dx 
I I? 
(13*) 



(R5 — ^ 6-T^*'6f 
Rt^ = x^ + dx^, 



I Ri = t 

y R»=x 



7-p<ir7, 
»-{-dxg. 



Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



4. Drflfercnziren wir die in den Gleichungen {IV) und (12*) für die Nähcnmgs- 
v.'tn-: z^ erhaltenen Ausdrücke nach j, 9, O7, so ergeben sich die folgendeo 

as = 0, I 65 = 0, 



-T 



«s = + — 



y ' — 9 ^.. 



d 



ö e — "ö— Q 9 



fe, = 0, 
^8 = 0; 



d 



6 



«5 = — 1, 

«•= — 1, 



Ct = — 1, 

C8= 1. 



07 = 0, 

«8 = 0; 

Die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der beobachteten Gröisen 
mjd den Beobachtungsergebnissen sind: 



Vj*) 



5. Hiemach ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlerg^eichungen: 



I dr7= —dOf, ^^' ^ I r7=/7 + dt7, 



di + bf^di) — d07, 



+ dv., 



I «7 / 

d07, V r8=/84-<it8. 

Nehmen wir die Gewichte phyVtyPitPn der gleich genauen Beobachtungs- 
ergebnisse gleich Eins, so können diese umgeformten Fehlergleichungen nach 
Formel (145) reduzirt werden auf: 

=/e - ^^}Z-{- + ^« • . i Gewicht = -'^- . 

Wenn wir nun als Näherungswert 7 des Orientirungswinkels flir die auf 5 7 
beobachteten Richtungen das arithmetische Mittel der Differenzen v — r , also 



(18') dn^ = a^di + h^d^, 



(*20*) 



07 



_lv-r] 



nehmen, so wird [/]— /s = und damit aus den Gleichungen (18*) und (19'): 

3 



(21*) dn^ = a^di + h^d^, 



(22') 



r>«=f6 + dn^ 



Gewicht 



was sich wie folgt ergiebt: 

Zunächst ist: [/] — /«— A +/? +/§ . Für diese Summe erhalten wir, indem 

wir in die Formebi (15') für tö, r?, r« die in den Formeln (11*) erhaltenen Werte 

setzen : 

f& = Vi — r^ — OT, 

fi = VT—r7^0'jy 
/» — ^8 — >'8 — 07, 



und dies wird gleich Null für 07 = 



_[v-r] 



, wie behauptet ist. 



i». Die Formeln, die wir hier ftlr die auf g 7 beobachteten Richtungen ent- 
wickelt haben, gelten allgemein, so dafs, wenn wir als Nähenmgswert der Orien- 
tirungswinkel für die auf einem gegebenen Punkte beobachteten Richtungen allgemein: 

' " n— 1 

nehmen, immer 



n 



•) Vergl. die Entwickelung der Diffcrenzialquotienten im § 36, Nr. 4. 
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und damit ftir diese Richtungen nur die eine reduzirte Fehlergleichung: 



erhalten wird. 



(26') »«=/■»- «in», 



Gewicht = — — 

n 



Wenden wir dies auf unser Beispiel an, so erhalten wir zuerst die Näherungs 
werte O7, Og, o« für die auf g§ 7, 8, 6 beobachteten Richtungen nach: 



(27') 



-[^~^J 
07- - 3- , 



(28') 



0« = 



_[v^r] 



(29') 



0« = 



[v-r] 



und dann die reduzirten Fehlergleichungen: 



(30') 



rfn« =ae dg 4-^6 dt), 
drin =«11 «^E + ^n <^9> 
dn ,5 = « 15 <ij + * 16 <^9 » 



(31') 



»6 =/"« +dne , 
J)n=/"ii+<'nii, 



Gewicht 


4' 


n 


4 
5' 


n 


4 
~5' 



(32') 



Hieraus ergeben sich die reduzirten Endgleichungen: 

[p a a ] dj -f [p a 6 ] <f 9 + [7) fl/] = , 
[pah]di + [phh]dr^ + [phf] = Q, 



woraus die Zahlenwerte von d j und d g durch Auflösung erhalten werden, während 
sich allgemein für do^, wenn beachtet wird, dafs [f]=f^ ist, nach Formel (146) 
ergiebt : 

«« ^« /« 0« 

(33') do =J!dj+^d9_|.^ = ^, 

fl fl fl Tl 



(34') 



Demnach ist in unserem Beispiele: 
0« 



d0 7 = 



4 ' 



(35') 



d0 8 = 



11 



(36') 



dOe 



15 



5 • 



Nach den Bemerkungen zu den Formeln (143) bis (146) im § 30, Nr. 10 ist 
dem Betrage 2 , , der sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach 
Formel (127) ergiebt, noch der Betrag 



(37') 



-^S — — ^/6 ^ / 11 ^- / 16 



hinzuzusetzen, um nach Formel (129) den richtigen Wert von [pw] zu erhalten. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier filr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich nach Formel (125) zu: 



(38') 



m 



-±f:i\=±]/lB.- 



und danach der mittlere Fehler m 1 einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht p 1 = 0,25 ist, nach : 



(39') 



m 



, = ± „ y^i^ = ± „ l/_i^ . 



8. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich wie folgt: 

Koll. 2. Anfl. 12 



Vermittelnde Beobacbtungcn. 





I. Berechnung der genäherten Koordinaten r i). j 




^1 


V 






v.=',+ A,^ = ,., + A.,. B=s, + Jy,-y^ + -lv.- 




P,:%V: i;,-!'^- P-.rd. 1 




s 
Vt — y 

Ay 


' X4 914.53 
X5 900,33 


J^ 5 086,94 
j-j 6132,25 


^^Il00!56 58 dy^ 


+ : 1 075,30 




¥-1 
'9<Pa 




153 31i24lld 




— 1 519.43 




, -f 1 07S,eo 

+ 1 766,73 
+ ! 090,90 


'6-'J+ 1035,31 
J/„'— 341,80 
Ai, — ! 1377,10 


— 5.168 OC^JJ 


— 1 5351.« 




— 10,50171' 


+ i 1 595.23 




— ' 4,667 19! 


B ' + 6 42:,J1 




XB 881,30 


ir 4 745.14 


|i ! 1 




2. Berechnung der Näherungswerte o 
der Orientirungswinkel. 


3. Abweichungen 


4. Näherungswerte n 
der Neigungen. 




Ziel- 
punkte. 


Neigungen, R)cht«ngen>j 


,^^_a/ f= 




Aus Abteilung 2 der 

Rechnung im § 36 iolgt: 

n,= 13°4»'13" 

n, = 100 '=57' 04" 

n, = 153-2r30" 




SB 
§5 


Standpunkt: 7.1. 
339 U'SB 73 39 45' 2C5 34 43 
30 52 23, 125 17 42' 265 34 41 
302 12 , 13 36 37 40 365 34 33 


73. 39 49,tt|+4.0 
125' 17 44,d-H2,0 
36| 37 34,0|— 6,0 




lÖ Ol 35 107 43 57 
, o, = '''~"'^' = 265 34 39,0 


, 35 07.0, 0,0 

1 




§6 

S3 

8 5 


Standpunkt: rS. 
46 05 55 108 10 00. 297 1551 55 
83 38 20 145 42 30 297 ' 55 , 50 
159 14 2S, 221 |18 30 297 55 58 
243 43 45 1,305 47 56 1 397 55 49 


108 10 03,0,,+ 2,0 
145' 42 27,Of— 3,0 
221 18 35.0 + 5,0 
305 47 53,(^:— 4,0 


«, 6. 




Nach Abteilung 2 der- 
selben Rechnung ist: 
«, = - 18,3, t, = + 74.3 
a, = — 112.5'6ä = — 21.8 
o,=— 60,0 6, = — 119.7 




42 38 58|56 43 32 
„ = ^ "7-'^ ' = 397 55 53.0 


58 56,0 0,0 




■J3 

$5 


Standpunkt: r' 6. 
lOe 49 35 124 5S 55 343 50 40 
17B 19 58 |1»5 29l 10, 343 50 48 
230 05 55|'242, 15,08 343 50 47 
238 41 13| 353 150 38, 343,50 35 


134 58 52,5—3,5 
105 29 l.'i.Sl + S.B 
243 15 12,5; + 4,5 
253 50 30,5; — 7,5 




56 41 33 51 : 22 50 
0„ — ^''~^^ — ^\3 50 43.5 


33 51,0 0,0 

■ .i 




G. Abweichungen /' für die rcduzirten Fehl erglcichun gen. 1 




i'„ 


Neigungen ti. c — ji--o. Richtungen r. 


l—X^T 






13 4n 
100 57 

153 21 


13 108 14 34.0 
04 163 Ol 11.0 
30 169 30 47,5 


108 14 33 
103 Ol 05 
169 30 42 


+ 1-0 
+ 6,5 
+ 5,5 




4li 32,5 1 ; 4ß ! 20 


+ 13.S 




7. Bildung der Faktoren u. s, w. der Endgleichungen. | 




S\ 


!■■ 


fc. /. 


r — . : r-b. . ;."/■. 


i>bh. pbi. 




.'7 

;; e 


0,75 
0,80 
0,80 


— 18 + 74' + 1,0 
-1112 - 22 + 6.0 

— 1 00 — 120 + 5,5 


243 
10 035 
2 880 


— 090 — 1 14 
+ 1 lori —'538 
+ 1 5 760 — «Öi 


4 107 + , 5C 
1 387 -■ 106 
1 11520 — ! 528 




— 11)0! — 1, 68 + 12,5 


+ ', 13 ISS 


+ 1 6 733 1 — 1816 


+ IIÖ014 -, 578 



Vorwflrtseinschneiden. 



. Auflösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten \Ve 



9. Bildung der wahrscheinlichsten Werte o der Orient! rungswinkel. 13. Zusatz^] 



34 30,H 
55 ! 53,8 
50 1 42,3 



I. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte p der 
Neigungen. 



v± 180°. 



279,11 —1 4 002.22 



11. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehlcr 






Neigungen, ß_^ 



■ I '■■ l'ß---. 

Standpunkt: g 7. 

33gil4|38li 73|39|48,8'| 73 3d 45:1+13,8 
13 49 I 13 i 108 14 I 33.8 1 108 ' 14 33 |l+ 0,8 
30 52 I 23 125| 17 43,3 ' 125 17 42 + '3 

303 ' 12, 13 1| 36 37 33,8' Sf) 37 40 — 6.2 



49 ■ 



i 49 40 |-(- 0,2 — j I 



Standpunkt: .■■, B. 
46 OS 55 II 108 110 02,2:108 10 00 |+ ?,2 
"" 38 20 '145' 42 ,37,2 I 145 42 30 |—' 2,8 
100 5e 57l|l83 Ol I 04,2 il 163 Ol 05 'i- 0,8 

156 U:28 22l,lS 35,2 921, 18 '30 -|-, 5,3 

S43, 43 I 45 !| 305117 1 53,3 II 305 47 56 —I 3,8 



-I- 0,2 |-i-^ 2,0 j-1- 13,5 



125 I 



I 00 oi.oi 



I oo; I 



108 49|35 

153 31 ' 25 

179 19 5S 

328 05,55 

■236 41 1 13 



Standpunkt: j; 6. 
1124 '58 '52.4 124 58 SSI— 12,6 
liae 30 ■43,4 |]09 30.42 + 0.4 
,195 20 ' 15,4 1 105 29 10 -I- 5,4 
|243 15 13,4||243 15 . 08 1+ 4,4 
1^52 '50 i 30,4 i| 253 50 | 38 ,|— 7,6 



' 18 I 



al 



' 04 I 33,0 I '04 33 'i 



|0,.i 
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Vermittelnde Beobachtungen. 
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§ 38. Kombinirtes Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden. 

Nachdem die Koordinaten des g 9 im § 36 lediglich aus den auf dem zu 
bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen und im § 37 lediglich aus den auf 
den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen abgeleitet worden sind, sollen 
jetzt die Koordinaten des § 9 nochmals aus allen für die Bestimmung dieses Punktes 
durch kombinirtes Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden vorliegenden 
Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. Hierbei sollen einige Vereinfachungen 
des im § 37 und einige Aenderungen des im § 36 eingeschlagenen Verfahrens durch- 
geführt werden, die zweckmäfsig sind, wenn es sich darum handelt, die wahr- 
scheinlichsten Werte der Koordinaten eines trigonometrischen Punktes möglichst 
einfach zu erhalten und darauf verzichtet werden kann , die Berechnung der wahr- 
scheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und der mittleren Fehler in vollem 
Umfange durchzuführen. 

1. Aus den Richtungen r, die auf den gegebenen Punkten beobachtet sind, 

fv — rl 
können zuerst durch Hinzufügung des Orientirungswinkels ^n^=^ ~Z^'[ orien- 
tirte Richtungen 

abgeleitet werden und zwar in unserem Beispiele wie folgt: 



Ziel- 
punkte. 


Endgültige 
Neigungen 

V, 


Beobachtete 

Richtungen 

r. 


0- 


V — r 

und 
Av-r] 
' n 1 • 


Orientirte 
Richtungen 
y r -}- 0. 


1 


g8 


339 


14 28 1 73 


Standpunkt ; 
39 45 1 265 


S7. 
34 


43 


339 ; 14 24,0 


1 
+ 4,0 


t.9 




1 

1 


108 


14 33 

1 


i 


r 
1 


1 


13 ! 49 12,0 




S3 


30 52 23 


125 


17 42 


265 


34 41 


30 52 21,0 


-1-2,0 


g5 


302 


12 13 
[r] 


i 36 


37 ; 40 


265 


34 33 


302 i 12 19,0 


— 6.0 




49 40 




117 


08 16,0 


0,0 1 






4-n07 


1 


18 36,0 


, 265 

1 


34 


39,0 


0. 1 


1 


; [<p] 




08 16,0 


1 
1 




g6 


46 05 I 55 ■ 108 


Standpu 
10 00 


nkt: 
' 297 


g8. 
55 55 


46 1 05 , 53,0 


+ 2,0 


! *3 


83 38 20 [ 145 


42 30 


297 


55 


50 


83 1 38 


23,0 


3,0 


, S9 


163 


Ol 


05 


1 






100 56 


58,0 




' t7 


159 14 


28 221 ! 

M 1 


18 


30 297 


55 


58 


159 ' 14 

1 


23,0 


+ 5,0 


^5 

1 


243 43 45 
[r] 


305 


47 56 ■ 297 


55 : 49 


243 ' 48 


49.0 


~4,0 




00 Ol 




212 


39 26,0 


0,0 




+ n08 
-[y]' 




39 25,0 


297 


, 55 ■ 53,0 


1 
1 






39 26,0 

1 




;r,3 


108 49 35 ; 124 


Standpunkt : 
58 55 343 


fe6. 
50 40 


108 ! 49 37,5 


— 2,5 


39 


' 1 


169 


30 42 




153 ' 21 . 24,5 




1 :i:7 


179 19 58 


195 


29 10 343 


50 


48 


179 1 19 52,5 


+ 5,5 


:=; 8 


226 05 55 


242 


15 08 , 


343 


50 


47 


226 i 05 ; 50,5 


4-4,5 


3 5 
i 


236 41 13 


252 


50 ; 38 


343 


50 35 


236 41 20,5 


— 7,5 , 




04 33 ' 


1 170 


18 05,5 


0,0 ' 








18 32,5 


343 


50 42.5 






1 




18 


05,5 

1. 
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Hierbei ergeben sich die beiden Proben , dafs [r] + no = [g>] und 
[v] = [v — ^] = sein mufs. 

2. Sodann können allein die orientirten Richtungen g> für die Strahlen von den 
gegebenen Punkten nach dem neu zu bestimmenden Punkte als Beobachtungsergebnisse 

n — 1 

mit dem Gewichte in die weitere Rechnung eingeführt werden, während alle 

n 

übrigen orientirten Richtungen in der weiteren Rechnung unberücksichtigt bleiben. 
Demnach können in unserem Beispiele allein die orientirten Richtungen 

für den Strahl g 7 — g 9 : q>^= 13^49' 12,0" , Gewicht p% = ^, 

(2') „ „ „ g8-g9: 5P3-100 56 58,0 , „ ^»=5' 

f. n n g 6- g9: 9)4 = 158 21 24,5 , „ ^*=5- 

als Beobachtungsergebnisse in die weitere Rechnung eingeführt werden. 

3. Die Richtungen <p können als endgültig orientirte Richtungen angesehen 
werden, weil damit ohne weitere Aenderung der Orientirung die wahrscheinlichsten 
Werte der gesuchten Koordinaten x y des § 9 erhalten werden, was später (unter 
Nr. 6) bewiesen werden wird. 

Danach ergeben sich für die Beziehungen zwischen den wahren Werten (9) 
der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und den wahren Werten (x) (y) der 
gesuchten Koordinaten die Gleichungen: 



(3') 



{(pi) = {Vi), 



(4') 



^7 — \^ ) 
(vs)±m^=aretgl^-\-l\Q" 

* 8 \^ ) 



(V4) ± lSO°=arctgy— y[ q" 



4. Weiter ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte 0^, 0^, 04 der orien- 
tirten Richtungen aus den wahrscheinlichsten Werten x y der zu bestimmenden 
Koordinaten wie folgt: 



(5') 



02 = V^, 



(6') 



Vi ± 180° = rtrc/sf- — e"i 



X 

V 8 + 180^= arc tg ^-^'^1 ^" , 

X ^ — X 

v^ ± 180- = arc<sf?'-"'^^", 

J 8 X 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach den Formehi (110): 

j Vg = (p2 — ^2 = ^2 — 9>2, 

(7*) [ l'8=^3— 9>8 = *'3 — 9>3| 

l r4=^4 — 94 = *'4— 94- 

5. Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werte x y der zu bestimmenden 
Koordinaten in die Näherungswerte i 9 und die diesen beizufügenden Aenderungen 
dx dx) f setzen also: 

(«') »y = 9 + rfg. 

Dann ergeben sich die den Näherungswerten i v der Koordinaten entsprechenden 
Näherungswerte r = n der orientirten Richtungen nach: 

y? 



I r=}i + di, 



(9*) 



r4 = n 



r« = n 



«> 



8; 



»* = n«; 



(10') 



n, ± 180 '^r^arcisr^' - ^^ q" 

X 1 — r 

ff .^ 

n,± 180^=:flrc(^^*'"^^()" 

^8 ? 

n4 ± 180 ° = arc(sr?^"^%" 











1. Naherungswerle i » der Koordinaten. 






sind, wie im § 36 und 37 angegeben ist. Wir nehmen wie im g 36: 




r — 4 74-xlO , p — xO G>51,2I) . 


2. Näherungswerte u der Neigungen. 


3. DifFerenziaiquotienten .;, b. 


Nach Abteil, 2 


n,= 6S'>42'48" 


Nach Abteil. 2 i «, = +122,3 6, = - 63,1 




der Rechnung 


n, = 193 49 13 


der Rechnung (i , = - 18.3 6 , = + 74.8 




im g 36 ist : 


n, = 280 57 04 


im g 36 ist: 1 Ob = ~ 112,5 fc, = — 21.S 




1 n. = 333 21 30 


1 .>^ = - 60.0 ■ 6. = -119,7 


4. BUdung der Faktoren A, B. 


5. Bildung der Abweichungen J'. 


P,. 


a) für die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen. 


1 


a. 1 J = «. 


b. , B^b. 




9- 


n — if. 


y=f. 


ft7 


- 18,3 . 


+1 74.3 




1' 1 
13 4912.0!' 49 i 13 


+ 1 1.0 




^M 


^.f 


- 112,5 1 


- 21.« 




100 56 58,0' 57 1 04 


+ 1 6.0 




1 


aö 


—1 60.0 




-! lHt.7 






153 '21 24.5 ,21 ■ 80 


+ ' 5.5 




- nio.y 


-' 67.2 


07 34.5 07 47 


+ 12.5 


b| filr die auf dem neu zu bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen. | 


















1 


S3 


"■ "--^■ 


'- ^--!'- 


r. 'y = r + o. 


n. 


n— y. 


'=':'• 


+ 


122,3 


+ 


139.4 




1 
63,1 — 1 30,5 


23 


■ 


89 04 ' 00 


42 


48 


+ 1 8 


— y,o 


38 [45 


82 ! 42 45 


^H 


Ä7 


— 


18,3 


— 


1.2 


+ 


74.8 ■ + i 106.9 


154 


45I0& 


193 '49 05 


4y 


13 


+ 1 8 


- 4.0 


^M 


KÖ 


^ 


112,5 


— 


95.4 




21.8 1+ 10.8 


241 1 52 1 52 


280 : 56 52 


57 04 


+ ' 12 


■ 0.0 


1 


ae 


— 


60.0 


— 


42,9 


— 


119,7 - 87,1 


294 1 17 I 05 


333 21 05 


21 ISO 


+ , 25 


+ 13.(1 


-1 ÖS,5 '-■ 0,1 


- 


130.3 1+ 0,1 




38,47 


49 


47 


50 35 


+ ,48 


— 0.1) 


1 


llJ 


- '"'•'' V 


" 


32.6 




-4o 




16 


00 


iü 


+ 12,0 




133 47 


6. Bildung der Faktoren u, s. w. der Endgleidiungi.ii. 


p.. ,- 


A. 


B. 


F. 


pAÄ. pÄB. pAF. 


j.£fi. ,.«F. 


S7 


0.75 


- 18 


+ 


74 


+ 


1.0 




24S 


~\ 999 ! - 


14 


■ 4 11)7 + 56 


^1 


ft» 


ü,8 


~| U2 


— 


23 


+ 


6.0 




10 035 


+ 1971 


— 


53» 


387 1 — i 106 


1 


f 6 
*3 


0,ö 


- 60 


— 


120 


+ 


5,5 




2 880 
19 321 


-t- 5 760 
-1 4309 


: 


264 
1251 


11 520 - Sie 

961 + CT 


1,0 


+ i 189 ' - 


31 


— 


9.0 


^1 


s-i 


1.0 


-~\ 1 


+ 


107 


— 


4.0 




1 1 - 1 107 ' + 


4 


11 449 < — tiS 


^1 


s« 


1,0 


- 95 


+ 


11 




0,0 




9 025 — j 1 045 1 





121 ' U 


1 


s« 


1,0 


— 1 *8 




Ö7 


+ 


13,0 




1 849 ' + , 3 741 1 — 


559 


7 569 . — 1 131 




+ ' 48 354 1+ 5012 — 2 622 


+ 1 36 lU 1 — ' 1 8S8 


y 


^^ 






^^ 



s Vorwärts- und KQckwilnseüischneiilcn. 



B. A 


uflüsung der Endglcichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte /, j;, o. 1 


r 


r- A.l 


. |p^if|. \i.AI'].\ 


li.hii]. [/'-w-'j. 


Probe. 


+r^'jt 1- 0,9 

+ L^,'-^,4 
+ f '' ' + ^ 12.0 


-+- J43354 +, 50121— 2622 


+ 36114 -' 1858 

- ' 581 + ' 304 


— 157 - 144 

- 68 - 82 




— ' 0.116 + ' o.oeol 


d,= 


— 1 0.005 


+ 35 533 - 1 554 


+ 0.055 
4 745.10 


ij — 


+ 0,044 
X6 681.20 


- 225 - 226 


d 


0= + 9,7 
^3'J''ü4'O0" 


1 




4 745.16 


x6 681.24 


-39 04 10 


7 Berechnung der wahrscheinlichstei* Werte v der 
Neigungen. 


11. Schlufsprobe und mittlere 
Fehler. 


P,. 


t \ '■■ 


Vn-y- |1 'ff-- 


= 326 — 225 = 101. 
^4,9". 

= -■'■''1/0,25= *»■»"■ 




S3 


XH 013,62 1 X6 631,24 
5 432,42 1 4 74.J.16 


+ 1 332,38 
+ 1 687,26 


1,938 68 
62°42'53" 




i^ 


X6 036.88' 
2 125,96 1 


- 644,36 ' 0,24601 

— . 2 61<t,20 ' !93 49 15 




88 


X4yi4.63 

5086,9* ,1 


- 1766,71 1 5,16914 
+ 341,78 '1 280 56 56 




tt 


X5 990,33 
6 122,25 




- 690,91 .: 0.50172 
+ 1 377,09 i', 333 21 22 






3 722,93 5 705.60 


— 1 1982.67 




8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler ''. 


9. Quadrat- 




P,. 


a) filr die auf den 


gegebenen 


^unkten beobachteten Richtungen. 
Adi + Bd^ = dn. j.-'^^^ 


pFF.\pv„. 




6' 
sS 

6« 
[»J 

-40 

= ['J 


1 ■ 1 
13 ! 49 12 1 49 15 
100 56 , 68 56 ■ 56 
153 . 21 1 24 1 21 22 




3 
2 
2 


_■ ].0 + 3,3 +' 2,3 

-\ 6.2 1 — 1,0 i - , 7,2 
- 1 3,3 , - 1 5,3 - 8,6 


+ 3,S 
- 1.2 
-1 3.1 


1 11 

29 . 1 

30 10 

1 

i 

81 ' 7 

16 

■ 22 

169 46 




1 07 1 34 , 07 33 1 — 1 1 


-, 10.5'- 3.0 1- 13,5 |—. 1,0 




b) für die auf d 
. = r + e. 


m neu za bestimmer 


den Punkte beobachteten Ric 


htungen. 




39 04 1 10 
62 ' 42 "' 55 
193 1 49 15 
280 i i7 ■ 02 
333 i 21 ' 15 


42 ' 53 1 ~ 2 
49 , 15 10 

56 1 56 — 6 
21 1 22 1 + 1 7 


+ ,7.7 -1 1,3 + 6,4 

- ' 0.1 + 4,7 1 + 1 4,6 

- 5,2 +1 0,5 -j 4,7 
-■2,4 - 3,8 i-l 6,2 


-' 2,6 
+ 0,6 

-1 4,7 
+ . 6,8 




50 . 27 1 
16 40 


50 27 


: + , 


j 0,0 + 0,1 + 0,1 

1 1 1 


+ 0,1 


326 97 




33 47 


1 





-J 












-J 
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Vermittelnde Beobachtungen. 
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Aus diesen Näherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der orien- 
tirten Richtungen durch Beifügung der den Aendeningen d^ di) entsprediendeo 
Aenderungen dn erhalten nach 

/ fl>, = r, = n, + dn,. 



av) 



^, = r, = n, + <fn,, 
( ^^ = r4 = ti4 + dn4. 



Durch Differenzirung der för die Näherungswerte r = n erhaltenen Ausdrücke 
nach ]r und r) ergeben sich wie im § 36, Nr. 4 die Differenzialquotienten : 

öS 



(12') 



»4 



(13*j 



i. 




»2 


5 




», 




ä2 
*8 


J 




»4 

1 





»4 


i 





Die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der oriendrten Richtungen 
und den Hcobachtungsergebnissen sind: 

fi"X* — ya = nj — y,, 
(lO A^-ra — 9), = tl3 — y,, 

/4=^r4 ^4=114 <p 4, 

(I. Hiernach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117) 

wie folgt: 



iun 



(16') 






Gewicht p^^^j^, 



w 
n 



P*=*i' 



dWi (i^dx+h^dn, 
du* n ^dx-{'b^dn , 

Diene Fchlcrgleichungen stimmen überein mit den reduzirten Fehler- 

glrichuHKen (JW) und (31') im § 37, Nr. 6, liefern also auch, da die Gewichte 

ulrii'h imgenoinincn sind, dieselben Beiträge zu den Endgleichungen wie die 

(ilrirhuiiK«*» (30*) und (ST) a. a. O.; denn die Differenzialquotienten « , 6 in den 

(ilriiliuiiK«*n (!•''>*) sind dieselben wie die in (30*) im § 37 und nach (1*) und (U*) 

htiiimirn <lit? Werte 

/=n — y = n — r — 0^ 

(lliririii mit den Werten von / nach (11') und (15') im § 37, denn diese sind: 

/ = r — r = n — o„ — r. 

J, Da» im § 36 dargelegte Rechnungsverfahren für die auf dem neu zu 
lirhliiiiiiifndcn Punkte beobachteten Richtungen wird nur soweit formell geändert, 
iiU di(* vv(tnsi'lu"iiswerte Uebereinstimmung mit dem vorstehend dargelegten Ver- 
iihicit Inr i\\r auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen dies bedingt. 

Driiiiuu'li werden die Abweichungen / gebildet nach: 
I y I f" I f c» , 

<''^*' y» r,-\-o, 

mihI «Ii» \vahi>*<'li«*inli*'hstcn Beobachtungsfehler v nach: 

I (P. 



(18') 



»1 I 0, 



(20*) 



(/, — ni —<pi, 
/* = n i — 9> j , 

1/3 = «8 — 9^8, 
/4 — n 4 — 9 4 , 

f 1 ^ V 1 — <P 1 , 



1; 

WU' •»^'•'*' ^v«'il<*r(?s zu übersehen ist, zu denselben Ergebnissen fahrt, wie 
Wwl^MMMH I»»«' ^» <*•'» !• ormeln (112) und (115), (109) und (110) im § 36. 



die 
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S. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
den vier für eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen kann 
dann berechnet werden nach: 



,yi,^^^^yi,.- 



(21-) 

und der mittlere Fehler m , einer einmaligen Beobachtung t 

Richtungasatze, deren Gewicht p^ =0,25 bt, nach: 



r Richtung ii 



■-±"V^,--'»y«k- 



9. Die Rechnung nach dem entwickelten Verfahren gestaltet sich ", 
(Siehe die Tabellen auf Seite 182 und 183.) 



g 39. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

In einem Walde sind an einer verdunkelten geraden Grenzstrecke S PunEte 
■^1. ^1, ^t, ^\i ^^ aufgefunden worden, die Punkte der Grenzlinie sein sollen. 
Die Interessenten haben sich dahin geeinigt, dafs die gerade Linie, die sich möglichst 
gut an die aufgefundenen Punkte anschliefsl, als Besilzgrenze festgesetzt werden solL 

Zur Lösung der sieh hieraus ergebenden Aufgabeist an der Grenze im Anschlufs 
an bereits bestimmte Poiygonpunkte ein Polygonzug gelegt worden und die Punkte i", 
bis /'s sind von diesem Polygonzuge aus eingemessen worden, wonach die Koor- 
dinaten für sämtliche Punkte im allgemeinen Koordinatensystem berechnet worden 
sind. Diese Koordinaten sind dann auf eine Abscissenaxe transformirt worden, die 
ungefähr parallel der zu bestimmenden Grenzlinie liegt, wodurch die folgenden 
Koordinaten erhalten sind : 



/•„. 


Abscisse. Ordinate. 


/', 
p, 


«,= 0.00 1 0, = — 1,10 
n,= 712,53 1 0, = — 0,24 
(., = 1318,42 0, = 4-2,95 
0,^1731,04 <., = + 2.I8 

«( = 2020,50 , 0, = -1-4,63 1 


["] = 5788,49 ['>]^~S,i2 ! 



■xTsoeo 








X7WO0 


X' ^ 






■t 


i 


a 


1 
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1. Die zu suchende gerade Linie ist bestimmt, sobald aus diesen Btfaisen der 
wahrscheinlichste Wert x der Richtungstangente der Linie und der wahrscheinlichsie 
Wert y der Ordinate im Anfangspunkte der Linie ermittelt ist. Bei Ermittelung 
dieser Werte können die gegebenen Abscissen a als fehlerfreie wahre Werte ange- 
sehen werden, da bei der gewählten Lage der Abscissenaxe ein in den zulässigen 
Grenzen liegender Fehler der Abscissen die Lage der zu bestimmenden Geraden 
nicht wesentlich beeinflussen kann. Demnach können die Zahlenwerte der Ordinaten o 
als die einzigen vorliegenden Beobachtungsergebnisse angesehen werden. 

2. Für die Beziehungen zwischen den wahren Werten (o^) der beobachteten 

Gröfsen und den wahren Werten (x), (y) 
der zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich 
nach Figur 16 die Gleichungen: 

^,^,<n ry^ tfo^j ( Ayj 

iy) (y}\ ^9(^)=(^)=---~;^ — , oder 

o ^» ( Jy^) = a„(x), imd denmach: 

Fig. 16. (oJ = (y) + ('4yJ = (y) + a.(x), 

oder auf das vorliegende Beispiel angewendet: 

(oJ=:a,(x) + (y), 




) (0 



' (06)==a5(x) + (y)! 

$. Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 
Ordinaten aus den wahrscheinlichsten Werten x y der zu bestimmenden Gröfsen 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler r nach: 

0,=a,x + y, ff 1 = 0,-0,, 



I 

05 = «5i-j-y; vts=Os — 05. 



(10») ".-«.. y. (110) 



«'o { : 



4. Die zu bestimmenden Gröfsen x y werden zerlegt in die Näherungswerte r 9 
und in die diesen beizufügenden kleinen Aenderungen di dt) , so dafs ist : 

= r) + dv}. 

Die den Näherungswerten j 9 der zu bestimmenden Gröfsen entsprechenden 
Näherungswerte der beobachteten Ordinaten ergeben sich nach: 

I , -- « , j + 9 , 

(112) ':r.'.^'.^': 

womit die wahrscheinlichsten Werte der Ordinaten durch Beiftkgung der den 
Aenderungen d j d 9 entsprechenden Aenderungen d erhalten werden nach : 

(113) \ ""::,':/:'':: 

1 05- ^05—^05. 

Die Näherungswerte r 9 werden hier am einfachsten gefunden, indem flu* 9 
ein abgerundeter Wert von o , genommen und r nach einer der Gleichungen (115) » 
beispielsweise der letzten dieser Gleichungen gerechnet wird aus: 

^_05 — 9 
«5 
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5. Differenziren wir die in den Gleichungen (113) flQr die Näherungswerte o 
erhaltenen Ausdrücke nach tc und t) , so ergiebt sich flQr die Differenzialquatienten 

CO 



a 



ci' 



K ^0 



(114) 



[ «1 = «1, 



6i= + l, 
6, = + l, 



Die Abweichungen f zwischen den Näherungswerten der beobachteten 
Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen o sind : 



(115) 



I 



(116) 



/i =0i — Ol, 
/« =0s — Oj , 

I 

Wö = Oö — Oö. 
6. Hiemach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 



(u:) 



/a + «^Oj, 



dQt, = a^di-\-dx), 



V5=/6 + <'08. 



Diese umgeformten Fehlergleichungen können, indem 



(135) 



A [«] 

A - [^] 

^2 «2 g > 



F -f ^f^ 
F -f -f^l 



-4R = a* — 



[«] 



i='.=/. 



_[/] 



gebildet wird, reduzirt werden auf: 

i do^=Axdi, 



(186) 



d0 2^^2<i5, 
I 



i'i=F,+(io,, 
r2 = F, + do„ 



V 



F„ + do^. 



wonach 

und weiter: 

CI3:) 

ist. 



7. Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich die Elndgleichung: 






5 



8. Der mittlere Fehler m = m der als gleichgewichtig angenommenen Beob- 
achtungsergebnisse wird erhalten nach : 



(135) 



m 



_ „ _ -1. l/[ "^^ " ] _- _i_ l/ 1 "" ] 



0. Die Zahlenwerte der Abscissen o, die in den Formeln (109), (ll!S), (116) 

als Faktoren von x, 5, di auftreten, sind für die auszufilhrenden Rechnungen 

unbequem. Es empfiehlt sich daher, dafür in die Rechnung die Werte 'a = .j-^^ 

einzuführen, wonach statt x , 5 , d ? in den angeführten Formehi 1000 x , 1000 1 , 1000 d £ 
zu setzen und auch in den Formeln (135) bis (13?) a und 1000 d^c statt a und d]c 
zu nehmen ist. Hiemach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 



■ 


^■WBiiii^imiH 






, = -w. ,«o,.--i_±w=^=i»j__i*. 


Or<&iateii- 


3. Ab- 


der Eai^leklumg«!, 


/',. 


" 


/-^. 




AA A } 


/■. 
P, 

[«) 


0,000 0,000 — LO - l.OOO 
~ 0.71$ -5- 1.99« - 1.0 + 0.99« 
■^ 1,318 ^ ZfiSiO - 1,0 ~ 2.«90 
~ 1,731 — 4,Ä47 - 1,0 - 3,8*7 
- %(m -^ 5373 - 1.0 -u 4,S73 


- I,lw0 ~ 0,10W 

- 0.310 - 1.395 

- 2,950 — y,2«0 

- 2.180 — I.M7 

- 4,«*) - ■'.'>43 


- 1,158 — 0^457 

- 0.4*5 -!- 0,679 

- O,ieo — 0.eI7 
-OjTS - 1.1 10 

- O.hSS _ 0.514 


IIIII 

-1 M M 
IIIII 


- 5.76« - 1«.20^, - .i.O - 11,206 


— 8.420 -^ 2.786 

[{l^ 0.557 


- -M./2 ^ ...JOl 


_ 3.1^6 -^ (I.2S« 




1000rfr = -[jj^ = — ^2'^ = -0,10e rfe=-'^^'X-:>Jr-'^'=-f-0,125-Oxi.>7 = -0.432 
1000? = +^800 9= -1.000 


l'MJ' = -f2.«92' y= -1,432. 
Gieidiung der geraden Linie : = — 1,432 + ,j||j^ 2.692 . 




7, Qtjadrat- 


/■_. 


«lOOOi: .x- , = 0. 'r = 0-O. 


rfo= ' = 
^.lOOOrfr. r—i6. 


hF. 




, 0,000 — 1,432 - 1,4^ — 0.332 
-f 1,«9 — 1,432 -L 0,487 -\ 0.727 
+ 3,548 - 1,432 -f 2,116 — 0.834 
+ ' 4.660 — 1,432 + 3,228 J- 1.0*8 
+ UMA - 1,432 -i- 4.022 — O.GOÖ 


~ 0.125 11— 0.332 
4- 0,048 14- 0,727 

- 0.017 jl— 0,834 

- 0,062 1+ 1.M8 

- 0,094 !- 0,608 


0,209 0.1 10 
0,461 0,.i29 
0,667 0,6!» 
1.232 l.OSS 
0.264 . 0,370 


-1- i;,,.',si _ 7,160 4- 8,421 — 0,001 


0,000 !+! 0,001 


2.833 -l.V'-i 


8. Schlafsprobe und mittlerer Fehler m. 


( r r ] = [/•■/'] + .S = 2,833 - 0,031 - 2,802 . 


L 


H ^_i. ^H 
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§ 40. Bestimmung der Multiplikationskonstanten eines Distanz- 
messers. 

Behufs Bestimmung der Multiplikationskonstanten k eines Reichenbach'schen 
Distanzmessers, dessen Additionskonstante a = 0,408m ist, sind in einer nahezu 
horizontalen Linie 16 Punkte in Entfernungen von ungefähr 15 m bis 100 m vom 
Instrument scharf bezeichnet worden. Sodann ist die Entfernung D der Punkte von 
der Vertikalaxe des Instrumentes durch zwei sorgfältige in verschiedener Richtung 
ausgeführte direkte Messungen bestimmt worden. Femer sind die Lattenstücke X , 
die die distanzmessenden Fäden auf einer in Centimeter eingeteilten auf den einzelnen 
Punkten lotrecht aufgestellten Nivellirlatte abschneiden, durch zwei unabhängige Beob- 
achtungen bestimmt worden. Die durch Abzug der Additionskonstanten erhaltenen 
Entfernungen D — a, sowie die arithmetischen Mittel Ä der Lattenablesungen sind : 



Nr. 


D — a, 


Ä, 


Nr. 


D — a, 


Ji, 


Nr. 


D — a, 


Ji, 


Nr. 


D — a. 


A, 


1 


14,847 


0,1490 


5 


37,332 


0,3750 


9 


60,057 


0,6025 


13 


83,562 


0,8395 


2 


20,742 


0,2080 


6 


43.262 0,4335 


10 


66,312 


0,6665 


14 


88,977 0,8940 


3 


26,292 


0,2640 


7 


49,452 


0,4960 


11 


71,012 0,7140 


15 


94,152 ; 0,9480 


4 


31,422 


0,3160 


8 


54,372 


0,5465 


12 


76,872 


0,7720 


16 


99,412 


0,9995 1 



1. Die Entfernung D ergiebt sich mit den Konstanten a und k aus den Latten 
ablesungen A nach der Formel 

D = a+ kZ, 

Demnach sind die Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren 
Werten ( Z ) der beobachteten Gröfsen und dem wahren Werte ( k ) der zu be- 
stimmenden Multiplikationskonstanten unter der Voraussetzung, dafs die ermittelten 
Werte von D und a als die fehlerfreien wahren Werte dieser Gröfsen angesehen 
werden können,: 

1 



(108) 



(>?i) = (^i-a) 



(ky 



(>t2) = (^a-a)(^-), 



(K)=(I>n'-^) 



(*)" 



2. Hiemach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten 
Gröfsen und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v mit dem wahrscheinlichsten 
Werte k der Multiplikationskonstanten nach: 



(109) 



X, = (i>,-a)-J-, 



1,2 = (D2 — a) 



1 



^n = (^«-«)i; 



(110) 



v2 = Li — Z2=^(D^ — a)- — Xi, 



n n 



^n = i^n-'')T-K' 



3. Die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse X können proportional 
den Entfernungen D—a, also zu m = ( D — a ) m angenommen werden. 
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Wird dann als Gewichtseinheit das Gewicht eines Wertes Z Ar D — « = 1,000' 

genonunen, so sind nach Formel ($4) die Gewichte p = ^ yv — Ti-*) 

Mit diesen Gewichten folgt weiter: 

/- 1 Zi 



••• ••» 

/ -1- ^ 

nVPn— 1^ J)^^a> 



und 



/>ir,r,= 17^ — 2 



^, 



1 o 



ib Dl— a 

1 Ji^ 

k D. — a 






2 
2 



1 „1 ^n 



a 



(^) 



[prr] =nrj — 2 






[(^)1 



woraus sich durch Differentiation nach k ergiebt: 

C k ib' ' ib' L^"~''J 

Wird dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, so folgt daraus für den Wert von k, 
wofür die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler 
ein Minimum wird, also fllr den wahrscheinlichsten Wert von k: 



1 ^ 1 

k ~ n 

1 . 



D — a 



Indem dieser Ausdruck für -j- in die obigen Formeln für ryfp eingesetzt und 
alles addirt wird, folgt, dafs: 

sein mufs, womit eine Probe für die richtige Berechnung von -v- gewonnen wird. 
Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird eiiialten nach: 



i/[P'''] 



\ n — 1 



4. Die Rechnung kann logarithmisch in der Weise durchgeführt werden, dafs 
gerechnet wird nach : 



k n 



und: 



log 



D — a 



r,^p,=log\-log^^^^'_-, 



1 
it 



'•«y/>n^W 2.-^0^.1- 



*) Dafs die in die Rechnung eingeführten Zahlenwerte von X als arithmetisches Mittel 
aus r\%'ei Ablesungen erhalten worden sind, ist hier und im folgenden nicht weiter berück- 
sichtigt, weil beide Ablesungen fast immer genau übereinstimmen und die zweite Ablesung 
kaum anders als Kontrolablesung anzusehen ist. 
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Werden die Zahlenwerte von v^p dann in Einheiten der letzten Stelle der 

X 1 

Logarithmen von -^ - oder 7 angesetzt und damit die Zahlenwerte von /> r r 

gebildet, so wird auch der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit in Einheiten der 
letzten Stelle dieser Logarithmen erhalten, woraus sich m in Metern nach den 
Tafeldifferenzen der Logarithmen oder durch Division mit 0.434 k ergiebt, wo 0.434 
der Modul der gemeinen Logarithmen ist. Aus dem Werte von m in Metern 
ergiebt sich dann weiter der Wert von m in Sekunden durch Multiplikation mit 
^" = 206 000. 

Die mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse X ergeben sich nach 

m = ± m 1/ mit den Gewichten v = j-r ^ « zu ; 

f P (/> — a)« 

wi 1 = ± ( D j — a ) m , 
m2= ± (Z>2 — «)ni, 



m^ = ± ( D^ - a ) m . 



— 1 Ji 

5. Nach den für v^p und , erhaltenen Formeln können die Werte yr- 

als direkte gleich genaue Beobachtungsergebnisse mit dem Gewichte Eins angesehen 

werden, woraus der wahrscheinlichste Wert von , als einfaches arithmetisches 

k 

Mittel erhalten wird. Demnach kann noch gleich der mittlere Fehler M^ von 

hr 

k 

nach Formel (55) und (56) berechnet werden nach: 



M 

k 



, = ±n,l/I, 



womit sich der mitüere Fehler M^. der Multiplikationskonstanten * = *»(.) nach 
Formel (38) ergiebt zu: 



^k 



= ± k^M^ = ± k^mYl' 



Weiter ergiebt sich dann für den mittleren Fehler 3f ^ einer mit dem benutzten 
Distanzmesser bestimmten Distanz D = n-{-kl nach Formel (33) : 

oder dsL lMf^ = ± Ik^ mV - und m= ± ( D — a) m = ± k Im , demnach lMj^ = 

± km']/— ist: 

2 

3 



>fv-^±y[kmyij +(km) 



= + mA* 



i/'+;" 



6. Hiemach gestaltet sich die Berechnung des wahrscheinlichsten Wertes it 
der Multiplikationskonstanten und der mittleren Fehler wie folgt: 
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t 


Ent- 


Latten- 






1 


"}//> — 




■ 


\ 


fernun- 


ab- 






X 


%t- 




flt — ± 


Nr. 


gen 


lesun- 


log[D — a)J log X, 


^ D — a 


pvv. 


{D—a)m, 


i 


D — a, 

m 


gen X, 

m 








^^ D- « • 




mm 1 


1 


14.847 


0,1490 


1.17164 9.17 319 


■ 8.00155 


1 

+ 36 


1296 


±0,19 


2 


20,742 


0,2080 


1.31 685 9.31 806 


8.00 121 


+ 


70 


4900 


± 0^6 : 


3 


26,292 


0,2640 


1.41 982 9.42 160 


8.00 178 


+ 13 


169 


±0,38 1 


4 


31,422 


0,3160 


1.49 724 ' 9.49 969 


• 8.00 245 


— 54 


2916 


±0,39 ' 


5 


37,332 


0.3750 


1.57 208 9.57 403 


8.00 195 




4 


16 


±0.47 


6 


43,262 


0,4835 


1.63 611 9.63 699 


i 8.00 088 


+ 103 


106 09 


± 0,54 ! 


7 


49,452 


0,4960 


1.69 419 9.69 548 


8.00 129 


+ 62 


3844 


± 0,62 ! 


8 


54,372 


0,5465 


1.73 538 


9.73 759 


8.00 221 




30 


900 


±0,68 ; 


9 


60,057 


0,6025 


1.77 857 


9.77 996 


8.00 139 


+ 


52 


27 04 


± 0,75 ! 


10 


66,312 


0,6665 


1.82 159 


9.82 380 


8.00 221 




30 


900 


±0,83 j 


11 


71,012 


0,7140 


1.85 133 


9.85 370 


8.00 237 


— 


46 


2116 


±0.89 ! 


12 


76,872 


0,7720 


1.88 577 


9.88 762 


8.00 185 


+ 


6 


86 


±0,96 


13 


83,562 


0,8395 


1.92 201 


9.92 402 


8.00 201 




10 


100 


± 1,05 


14 


88,977 


0,8940 


1.94 928 


9.95 134 


8.00 206 


— 


15 


2 25 


± 1,11 


15 


94,152 


0,9480 


1.97 383 


9.97 681 


8.00 298 


— 


107 


11449 


± 1,18 ! 


16 

1 
1 

1 


99,412 


0,9995 


1.99 744 


9.99 978 


8.00 234 


43 1849 


± 1,24 


918,077 


9,2240 


2 313 5 366 


3 053 


-f 3 ; 44029 


1 






log-^--^ 


log y. - 


— 8.00191. 


*" ±|/ 15" 


-±54,2 








logk 


-1.99809. 


— + 0,000 012 5 


m 








k 


— 99,56. 


— ± 2,6". 




1 

1 


M 




ml/^ - + 99,62^.0, 
i jfc T/l _[_ -V _ 4- m . 9 


000 012 5 . l/jg 


— ± 0,031 . 
= ± 103 m , 




9,6.]/l + i6 = 


1 






oder rund 


+ 100 m . 





§ 41. Bestimmung einer Distanzteilung für den Okularauszug 

eines Fernrohrs. 

t. Bekanntlich ergiebt sich in einem Fernrohr nur dann ein völlig scharfes 
und bei Bewegung des Auges vor dem Okular gegen das Fadenkreuz feststehendes 
Bild von einem in der Entfernung D von der Objektivlinse befindlichen Objekte, 
wenn die Fadenkreuzebene einen Abstand d von der Objektivlinse hat, der mit der 
Entfernung D des Objektes von der Objektiviinse und der Brennweite / der Objektiv- 
linse in der Beziehung steht, dafs r»4--j=7^ ist. Da die Brennweite/ der 

Objektivlinse nun für jedes Fernrohr eine feststehende konstante Gröfse ist, so kann 
aus dem Abstände d der Fadenkreuzebene von der Objektivlinse die Entfernung D 
des Objektes von der Objektivlinse bestimmt werden, das Femrohr also durch 
Anbringung einer entsprechenden Teilung an dem Okularkopfe zu einem Distanz- 
messer eingerichtet werden oder es kann umgekehrt eine solche Teilung benutzt 
werden, um den Okularkopf für ein in bekannter Entfernung befindliches Objekt 
ohne weiteres richtig einzustellen. Die Bestimmung der Teilung erfolgt in der Weise, 
dafs der Okularkopf zunächst mit einer empirischen Teilung, beispielsweise einer 
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Millimeterteilung versehen wird, dafs dann filr eine Reihe verschiedener bekannter 
Entfernungen der Okularkopf auf ein Objekt scharf eingestellt und die Stellung des 
Okularkopfes durch Ablesung an der empirischen Teilung bestimmt wird, hiemach 
aus den so gewonnenen Beobachtimgsergebnissen die wahrscheinlichsten Einstellungen 
für verschiedene Entfernungen berechnet und endlich nach den erhaltenen wahr- 
scheinlichsten Werten die Distanzteilung ausgeführt wird. 

2. Bei den Ablesimgen zur Bestimmung des Abstandes d der Bild- und 
Fadenkreuzebene B B von der Objek- 
tivlinse wird am einfachsten der 
Rand R R des Hauptrohrs als Marke 
genommen, so dafs durch die Ab- 
lesungen an dieser Marke ein Mafs Ä 
für den Abstand der Bildebene BB 
von dem Rande R R gewonnen wird, 

das mit dem zu berechnenden Mafse x für den Abstand des Randes RR von der 
Objektivlinse zusammen dem Abstände d der Bildebene B B von der Objektiv- 
linse gleichkommt. Führen wir demgemäfs in die Formel /)+ j => ^^ ^ den 

wahren Wert ( x ) des zu bestimmenden Abstandes R sowie den wahren Wert ( A ) 
der beobachteten Gröfsen ein und bezeichnen wir den wahren Wert der Brenn- 
weite /, deren wahrscheinlichster Wert ebenfalls zu berechnen ist, mit (y ), so wird: 



~W1 



rR fi 



Fig. 17. 



U 



1 



=.4./) 



woraus sich nach einigen einfachen Umformungen die folgenden Gleichungen flQr die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten Gröfsen und der zu 
bestimmenden Gröfsen ergeben: 



(1»8) 



(.t. ) = -(!) + 
(>?, ) = -(!) + 



/)i-(y)' 
i>,(y) 






{.t„) = _(x) + 



^„(y) 



3. Hieraus folgt für die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte i< i , L^, 
Lt, ...., X>„ der beobachteten Gröfsen aus den wahrscheinlichsten Werten x, y 
der zu bestimmenden Gröfsen, sowie Air die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 

"i» "«» "•> "n- 



(!•») 



i, = - 



L. = - 



-D.-y' 
D,-y' 

+ /).-y' 



' + 

^ + 



^» = 



+ n «^ 

K-y' 



(HO) 



V i=Li — Ai , 

V 2 ==■ -Li 2 ^ 2 I 

^^8 = -'^« ^%t 



^'n = ^n—^n' 



*) Wir beschränken uns auf die Behandlung eines Femrohrs mit Ramstien'schem 
Okular und bemerken, dafs fQr ein Femrohr mit Huyghens'schem Okular nur die Formel- 
entwickelung etwas weniger einfach ist, die Ausgleichungsrechnung aber dieselbe ist. 



KolL 2. Aufl. 



13 



194 



Vermittelnde Beobachtungen. 
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(111) 






4« Die zu bestimmenden Gröfsen i, f werden zerlegt in die Näherungswerte 
l, 9 und in die diesen beizufügenden kleinen Aenderungen d]^, di), so dafs ist: 

Aus der Formel >> + -3= 7^ wird für ein sehr weit entferntes Objekt, wofbr 

D = c» , also T) = gesetzt werden kann, : ^ = oder d =/. Wenn wir daher 

den Okularkopf für ein sehr weit entferntes Objekt richtig einstellen, so erhalten 
wir durch Abmessung der Elntfemung der Objektivlinse, von der Fadenkreuzebene 
ein Mafs für die Brennweite /, das ein genügender Näherungswert 9 ist Da nun 
weiter j + ^ = y ist , so erhalten wir auch einen genügenden Näherungswert r , 
indem wir für die bezeichnete Einstellung des Okularkopfes den entsprechenden 
Wert von A, an der Teilung des Okularkopfes ablesen und von 9 subtrahiren. 

5. Werden die nach (111) für x , y gesetzten Werte in die Gleichungen (IM) 

eingesetzt und die dadurch entstehenden Ausdrücke für die wahrscheinlichsten 

c F c F 

Werte L zerlegt nach i^(jH-<'j,9 + <'9) = ^(£iP)+ p, - <^t + jr- ^^ ,so ergeben 

d F c F 

sich zunächst die DÜferenzialquotienten a = ^r- , 6 = , zu : 



(lU) 



a, = — 1, 

a, = — 1, 

«, = — 1, 
...... f 

0,=— 1, 



(D. -i>)2) , + i).9_/ D, y 



-(-"■-Y 



Während sich für die Näherungswerte l = F(r, n) der beobachteten Gröfeen 
ergiebt : 

-Dl 9 



dl«) 



» 1 — 


s D, ,' 


I,- 


- • D,-r,' 


1, 






■D«» 


'» = 


5 • D^-n' 



woraus die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten Gröfsen durch Beifügung 
der den Aenderungen d 5 und d « entsprechenden Aenderungen d l erhalten werden 
nach: 

L, = U-^dl, 

L:^^U_---dl: 
L^=.l,^d\, 



(HS) 



L^ = l-^d\ 



Die Abweichungen / zwischen den Näherungswerten I der beobachteten 
Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen Ji werden erhalten nach: 
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(115) 






/.= 






n* 



Hiermit ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen : 



(116) 






= — dlc + hidy, 



dl^ = — djc + b^d^. 



(117) 



(vi=fi+dU, 



6. Die Gewichte der Beobachtungsergebnisse nehmen wir sämtlich gleich Eins, 
wonach die umgeformten Fehlergleichimgen reduzirt werden können auf: 

p 1 =/i 4- 6 1 dx), Gewicht = 1 , 
0« =fi +^« d^, 
»8 =/a +^8 d^, 



i\U) 



n 
n 



= 1, 
= 1, 



0» =/« +*« «'9. 
o» + i = [/J + [*]<*9. 



= 1, 
1 



Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich, indem 



«, = [66]-tA][6]. 



5.=(*/]-^[n, 



gesetzt wird, die reduzirte Endgleichung: 
wonach 



und weiter nach Formel (187) 






71 fl 



ist. 



Die Rechenproben ergeben sich hier dadurch, dafs nach den Formeln (137) 
und (129) 

ivv]=^[fn-^^[f])-ll%.=\fn-[f]di+[bnd^ 

und dafs nach den Formeln (140) 

[v] = und [6r] = 
sein mufs. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird erhalten nach 



"'=±yi4^1=±yH- 



Wenn, wie im vorliegenden Falle, das Gewicht der in die Rechnung eingeführten 
Beobachtuhgsergebnisse >^ als Gewichtseinheit genommen worden ist, und diese 
Beobachtimgsergebnisse Ä als einfaches arithmetisches Mittel aus r Lattenablesungen 

18* 
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gewonnen sind, so ist das Gewicht einer Lattenablesung p i := — und demnach der 
mittlere Fehler einer Lattenablesung 

m , = ± m y — = ± m yr. 

8. Die Zahlenrechnung wird wesentlich vereinfacht, wenn an Stelle der oben 
entwickelten Formeln andere Formeln benutzt werden, die sich wie folgt ei^eben: 

An Stelle der Differenzialquotienten 6 = 1 n^' ) ' ^^^^^ Zahlenwerte wenig 
von Eins verschieden sind, wird gerechnet mit: 

('-)=(,^,)'-.=(.+^^,)'-.=.-,i-,+(5-i-,r. 

Mit den Zahlenwerten von h — 1 werden ohne weiteres in gewöhnlicher Weise 
der Faktor 83, = [66]- f—^[6] und das AbsolutgHed gj = [*/l- — [/] der 
reduzirten Endgleichungen eriialten, denn es ist: 

[p(t_i)(6_i)]=[(6_i)(6_i)]_LAril![6_ij 

= [l_26 + 66]-L*I=!?([6]_„) 

= „_2[6]4-[66]-([A-]_iJ([6]_n) 

= n-2[6] + [6iJ-f-^^[6J + [6] + liJ-n 

und femer: 

[p(6-l)/] = [(6-l)/]-L*=lll[/] 

= [6/]-t/]-^^=^[/] 
Weiter ergiebt sich för die Näherungswerte ( der beobaditeten GrOfeen 

' = - 5 -t- i)'^°„ =- - 5 - (" ^ i)!! p) = < » - 5 ) + s':!:, • 

imd ebenso ftür die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten Gröfsen: 

Elndlich ergeben sich mit den Zahlenwerten von 6 — 1 die wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler r nach: 

r -/ — <f/— / — dT — bdn 

/— dx^d^ — (6 — I)do 
= /'-{dxt — di)^ih—l)dT9. 

$• Hienudi gestaltet sidi die Redinung in emem FaDe, wo cfie in Abteikiiig 1 
der folgenden Tabdle mitgeteilten Beobacfatungsefgefanisse edangL amd^ wie folgt: 



Bestimmuiig: «ner Diitaiutdlung; fOr den Okolarauszug eines Femrobrs. 



1. Bcobachtiingsergebniss 


. 


Nr. 


Ent- 
fernung 


Ablesungen 1 Mittel 


Abweichungen '■ vom 
Mittel 






D. 


I. n. m. ' IV. i . 


jL~\.\x~n. 


-i-ra.|j-ivi 


r-i. 


f'-rl. 
















1 


5 


: 1 ' i| 

26,2. 25,6 26,2 25,91 25.98 


_ 


0,22 + 


0,38 


-|0,22;+ 


0,08 

0,25' 


+ 




0,248 


•i 


10 


17,9' 18,1, 17,5. 17,5! 17,75 


— 


0.15- 


0,3-5 +; 0,25|+ 




),0( 


0,270 


8 


15 


14,6 15,o| 14,9 14,9 


14.85 


^- 


0,2,5- 


0,15 


-0,OS!- 


),05 




0,0( 


0.090 


4 


20 


13,5 14,0,13,8 130 


13,68 


+ 


0,18- 


o,32i+|o,se:- 


ü.2ii| 


+ 


0,02 


0.328 


5 


80 


12,2 12,1 12,H2,ä 


12,15 


- 


0.05'+ 


0,05 


+ «,051- 


t,ü5' 




Ü.(K 


0,010 


6 


40 


11,9 11,8. 11,» 11,5 


11,78 


- 


0,12- 


0,02 


- 0.12;+ 


),2Si 


+ 


).02 


0.108 


7 


50 


11,6 11,3 11,5! 11,2 


11.40 


— 


0,20]+ 


0,K 


- 0,10 + 


m 




),0< 


0,100 


Ö 


60 


11,4 11,2! 11,1' 11,2, 11,22 


— 


0,18 + 


0,02 


+ 0,12 + 


).02 


_ 


0,03 


0.048 


1 9 


80 


11,1 11,0 10,9,10.9; 10,98 


- 


0,12- 


0,02 


+ 0.08:+ 


0,08 


+ 


),0I 


0,028 


iU 


JOO 


10,9, 10,9 1Ü,7, lö,7.| 10,80 


— 


0,10- 


0,K 


+i«.io + 


),1{J 




J.W 


0,040 


u 


120 


10,8:107 10,6 


Iü,6 


10,68 


" 


0.12 


~ 


0,02 


+ 0,08 + 


0,08 f 


0,02 


0,028 








151,27 


1,298 






















-±V'?-».— -I 


2. Näherungswerte j , 5 . 


Die Brennweite ist durch Abmessung am Femrohr genähert bestimmt zu 


267i°iii und das zugehörige ,! ist = 11 nim, so dafs 


genommen werden kami: 1 


g^270n.ni, E = 270- 


10 = 260 ""' . 


3. Berechnung der Differenzialquotienten t . 


4. Abweichungen /. 








6-1 = 


[=10-1- 






Nr. 


D. ' i)-y. 


^--l- [r,"-,)' 




5' 


X. 


f=l-X. 


























1 


5 000 


4 730 


0,057 08 


0,003 26 


0,117 42 


25,41 


25,98 


_ 


0,57 


2 


10 000 


9 730 


0.027 75 


0,000 77 


0,056 27 


17,49 


17.75 


— 


0,26 


S 


15000 


14 730 


0,018 33 


0,000 34 


0,037 00 


14.95 


14,85 


+ 


0,10 


4 


20 000 ! 19 730 


0,013 68 


0,000 19 


0.027 55 


13,69 


13,68 


4- 


0,01 


5 


30000 ! 29 730 


0,009 08 


0,000 08 


0,018 24 


12,4-5 


12,15 


+ 


0,30 


6 


40 000 j 39 730 


0,006 80 


0.000 05 


0,013 65 


11,84 


11,78 


+ 


0.06 


7 


50 ÜOO 49 730 


0,005 43 


0,000 03 


0,010 89 


11,47 


11,40 




0,07 


8 


60 000 59 730 


0,004 52 


0,000 02 


0,009 06 


11,23 


11,23 


r 


0,00 


9 


80 000 79 730 


0,003 39 


0,000 01 


0,006 79 


10,92 1 10,98 


'— 


0,06 


10 


100 000 99 730 


0,002 71 1 0.000 Ol 


0,005 43 


10,73 , 10,80 


1— 


0.07 


U 


120 000 ' 119 730 

1 


0,002 26 ' 0,000 Ol 


0,004 53 


10,61 ! 10,68 


- 1 0,07 1 


0,151 03 j 0,004 77 


0,306 83 


0,78 1 1,27 


- 0.49 








0.302 06 








II 




_ 






__ 











0.306 83 








[_ 






-J\ 
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6. Wahrscheinlichste 1 
Werte ^,V. | 


Nr. 


!'■ 


6-1. 1 f. 


;.(6-l)'.,^(6-l)/, 


Pf f. 


y = i) + d? 


+ 5,11 

270.00 
275.11,' 


2 
3 

, 4 
.-^ 

(i 

D 
10 
. <t 
1-2 


1 
It 


+ 0,117 42- 
0.05627.- 
0,03700 + 
.0,02755 + 
0,OI824| + 
0,01865.+ 
0,010 SO + 
0,00906 
0,00079, - 


0,57 
0,26 
0,10 
0.01 
0,30 
0,06 
0,07 
0,00 
0,06 


+ 0.013 79-O,0fi6 93 
+ 0,003 17 — 0,014 63 
-i- 0.001 37 + 0,003 70 
+ 0,000 76 +'o,000 28 
+ 0,00033 + 0,005 47 
+ 0,000 19'+ 0,000 82 
+ 0,00012 + 0.000 76 
+ 0,00008' 0.00000 
+|0,000 05 — 0,000 41 
+■0,00003-0,00038 
+'0,000 02 - 0,000 32 

-|0,008 56 + 0,013 67 


+ 
+! 
+ 

+■ 
+ 

+' 
+1 
4- 


0,325 
0,068 
0,010 
0,000 
0.090 
0.004 
0,005 
0,000 
0,004 




+ 5.25 
-0.04 


'-t + d! 


+ 5,21 
260,00 
265,21 


0,004 53 - 0,07 
0,306 83 - 0,49 


+ 0.005 
-; 0,022 


7. Proben. 


[//l-'-^-'l/l + 0,4M 

[.■r]i 0.19S 


+ 0,01135-0.057 97 


+ 0,494 
= f//) 




(//l + o.sie 
-l;-]J! + 2jä^ 

+ l('-ll/li» - 0.3M 

+ ^f\i^ - 2.504 

Irr], 0.1» 


Nr. 


/. — 9.90 


/--0,10 + (6~l)rfo 


rr. 


1 

. 3 

4 

1 fi 
10 

u 


4 
\t 
14 

1!) 

29 
39 
49 
59 
79 
99 
119 


25 25.92 - 0,06 
25 17.i;S - 0,07 
25 15.04 ~ 0,19 
■2h 13,74 - 0.06 
25 12.45 - 0.30 
25 11.81 + 0,03 
25 11.42 ^ 0.02 
25 11,17 - 0.05 
25 10.85 — 0.13 
25 10.6tt - 0,14 
25 IO..V! - 0.15 


- 0,67 4- 0,60 - 0,0" 

- 0,3ti + 0.29 - 0,07 
+ 0.00 - 0,19 -J- 0.19 

- 0.09 + 0.14 — 0.05 
■r 0.20- 0.1>9- 0.29 

- 0,04— O.0T- 0.08 

- 0.03—0.06— 0.08 

- 0.10 — 0,ft> - 0,05 

- 0.16— 0.03— 0,13 

- 0.17 — 0.0:} — 0.H 

- O.IT - «1.« - 0.15 


0,005 
0,005 
0,036 
0,C03 
0.0S4 
O.OOl 
0.001 
0,002 
0,017 
0.020 
0.023 


9. Milüere Fehler. 


= = 0,15", 




1.27 0.00 


- 1..-.9 - 1.57 — 0.02 


0.195 


= = ...51 
= z 0.30 » 


1 
).25 



§42. 



Einleitung. 



199 



V. Abschnitt. 



Bedingte Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwickelung des Verfahrens. 

§ 42. Einleitung. 

Im III. Abschnitte haben wir uns bereits mit bedingten Beobachtungen be- 
schäftigt. Die dort gewonnenen Formeln sind anwendbar in dem einfachen Falle, 
wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der direkt beobachteten 
Gröfsen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. Es kommen nun aber vielfach 
Fälle vor, wo die direkt beobachteten Gröfsen mehr als eine Bedingung erfüllen 
müssen und wo die Bedingungen auch nicht so einfach sind, wie in dem besonders 
behandelten Falle. Nach unserem im § 13 aufgestellten ersten Grundsatze, die 
gesuchten Gröfsen als einheitliches Endergebnis aus sämtlichen vorliegenden Be- 
stimmungen zu gewinnen, müssen wir daher für diese Fälle ein weiteres Rechnungs- 
verfahren aufstellen, wonach wir solche Werte der beobachteten Gröfsen finden 
können, die gleichzeitig allen Bedingungen genügen und zwar auch dann, wenn die 
Bedingungen nicht mehr ganz einfacher Art sind. Diese Werte der beobachteten 
Gröfsen müssen dann weiter auch unserem im § 13 aufgestellten zweiten Grundsatze 
entsprechen, dafs zugleich die Quadratsumme der sich ergebenden, auf die Ge- 
wichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ein 
Minimum wird. 

Beispiel 1: Auf den Punkten P^ , P^, P^, P^ sind sämtiiche Winkel direkt 
und imabhängig von einander mit gleicher Genauigkeit 
beobachtet worden. Das Ergebnis dieser Beobachtungen 
ist: 



Standpunkt P^. 
^Pi,P^: 39° 48' 55", 
Z^\^d' 33 37 34 , 
Z^d^b' 286 33 15 . 



Standpunkt P^. 

Z^\^d' 52° 04' 30", 
ZPd^a' 58 52 04 , 
Z^a^c' 249 03 13 . 



Standpunkt P^. 

Z^d^a' 34° 04' 07", 
Z^a^b' 29 14 02 . 



Zl'b^d' 296 42 15 . 



Standpunkt P^. 

Z^a^b' 47° 41' 12", 
Z^b^c' ^ 37 15 , 
Z^c^a' 247 41 14 . 




Pc 

Fig. 18. 

Die beobachteten Winkel sollen die Bedingungen erfüllen, 

1. dafs auf jedem der 4 Punkte P^ , P^ , P^ , P,^ die Summe der Winkel 
gleich 360° ist, 

2. dafs in jedem Dreieck oder Viereck die Summe der Winkel gleich 180° 
oder 360° ist, 

3. dafs die Dreiecksseitenberechnung ohne Fehler abschliefst, wenn dabei von 
einer der Seiten ausgegangen und auf dieselbe Seite abgeschlossen wird. 

Demgemäfs haben wir nun die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 
Winkel so zu bestimmen, dafs allen diesen Bedingungen genügt und dafs zugleich 
die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum wird. 
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§ 43. Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen. 

Bei Anwendung des Rechnungsverfahrens für die Ausgleichung bedingter 
Beobachtungen werden uns in der Regel die zu erflüllenden Bedingungen nicht von 
vornherein bekannt sein. Auch wird meistens nicht ohne weiteres angegeben werden 
können, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen sind. Wir müssen dies aber 
bei Beginn unserer Arbeit in erster Linie feststellen, da wir sonst sogleich Fehler 
begehen können , indem wir zu wenig oder zu viel, oder indem wir überflüssige 
Bedingungen aufstellen, dagegen aber notwendig zu erfUlende Bedingungen auCser 
Acht lassen. 

Für die Feststellung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen gelangen 
wir zu einer allgemeinen Regel wie folgt: Die Beobachtungsergebnisse, die wir als 
bedingte Beobachtungen behandeln, liefern in erster Linie direkte Bestimmungen der 
beobachteten Gröfsen, in zweiter Linie Bestimmungen für andere gesuchte Gröfeen, 
die aus den beobachteten Gröfsen abzuleiten sind. Die beobachteten Gröfsen sind 
entweder unabhängig von einander, oder sie sind abhängig von einander, so dais 
sie in einem bestimmten mathematischen Zusammenhange stehen. Wenn die Anzahl 
der von einander unabhängigen Gröfsen, wofür Beobachtungsergebnisse voiüegen, 
gleich der Anzahl der gesuchten Gröfsen ist, so wird nur eine einfache nicht ver- 
sicherte Bestimmung der gesuchten Gröfsen erreicht imd demnach sind dann auch 
keine Bedingungen zu erfüllen. Erst wenn noch Beobachtungsergebnisse für weitere 
Gröfsen hinzutreten, die überschüssige Bestimmungen liefern, ergeben sich aus dem 
Zusammenhange der beobachteten Gröfsen unter sich imd aus dem Zusammenhange 
der anderen gesuchten und der beobachteten Gröfsen Zwangsbedingungen für die 
beobachteten Gröfsen, und zwar ergiebt sich aus jeder überschüssigen Bestinunung 
eine zu erfüllende Bedingung. Hiernach gelangen wir zu der allgemeinen Regel: 

(147). DieAnzahl der zu erfüllenden Bedingungen istgleichder 
p Anzahl der vorliegenden überschüssigen Be- 

Ä^ Stimmungen der beobachteten und der an- 

/S^JS\ deren gesuchten Gröfsen. 

/ I \ Beispiell: Die mitgeteilten 12 Winkel sind be- 

''' / CK^ obachtet zur Bestimmung der gegenseitigen Lage der 

Pd(^ / W^ 4 Punkte P^,^^,, 1\, P^. Zur einfachen nicht ver- 

I / sicherten Bestimmung der Punkte genügen 4 von einander 

' / unabhängige Winkel, beispielsweise die in Figur 19 mit 

\ / A, B , C und D bezeichneten Winkel. Jeder der übrigen 

,' /' 8 Winkel liefert eine weitere überschüssige Bestimmung 

d/> für die Lage der Punkte und damit auch eine zu erfül- 

p. jg lende Bedingung. 

§ 44. Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen. 

1. Nach Bestimmung der Anzahl der zu erfüUenden Bedingungen sind die 
Bedingungen selbst festzustellen. Meistens können mehr Bedingungen aufgestellt 
werden, als notwendig sind. Dann kommt es darauf an, unter den überiiaupt 
möglichen Bedingungen die richtigen und die besten auszuwählen. 

Für die Auswahl der richtigen Bedingungen ist als Richtschnur der Grund 
satz festzuhalten: 

(148). Die zu erfüllenden Bedingungen müssen von einander 
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unabhängig sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach 
in verschiedener Form vorkommen kann. 

(149). Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen können wir in 
jedem Falle feststellen, indem wir zuerst die beobachteten Gröfsen auswählen, die 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, 
und indem wir dann für jede der übrigen beobachteten Gröfsen nacheinander fest- 
stellen, welche unabhängige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu den bereits 
betrachteten beobachteten Gröfsen entsteht 

2. Bei diesem Verfahren werden sich in manchen Fällen verschiedene Be- 
dingungen ergeben, je nach der Auswahl der beobachteten Gröfeen, die die einfache 
nicht versicherte Bestimmung der gesuchten Gröfsen liefern sollen. Diese verschie- 
denen Bedingungen können in Bezug auf das zu erreichende Endergebnis mehr oder 
minder gut sein, indem sie die zu stellenden Forderungen mehr oder minder zuver- 
lässig zum Ausdruck bringen. Die besten Bedingungen werden dann gefunden, 
wenn die Bedingungen aufgestellt werden für die beobachteten Gröfsen, die die 
günstigsten Bestimmungen der gesuchten Gröfsen liefern; denn die Elemente, die 
die zuverlässigsten Werte der gesuchten Gröfsen liefern, werden auch den zuver- 
lässigsten Ausdruck für die zu erfüllenden Bedingungen liefern. 

Beispiel 1: Nehmen wir wieder die Winkel ^, J5, C, D als die Winkel, 
die uns die einfache nicht versicherte Bestimmung der 
gegenseitigen Lage der Punkte P^ , P^ , P^ , Pj liefern, 
so erhalten wir durch Hinzutritt 

1. des Winkels e die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel auf P^ gleich 360° sein mufs, 

2. des Winkels / dieselbe Bedingung für Punkt P^ , 

3. des Winkels g die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel im Dreieck Pa^t^c gleich 180° 
sein mufs, 

4. des Winkels § dieselbe Bedingung für Dreieck 

femer erhalten wir durch Hinzutritt der beiden 
Winkel i imd ! 

5. dieselbe Bedingung wie zu 3 für Dreieck P^P^P^ und 

6. die Bedingung, dafs im Dreieck P^P^P^ die aus der Seite P^^v berech- 
neten Seiten Pa^e ^^^ ^a ^d sich verhalten müssen wie die Sinus der 
gegenüberliegenden Winkel, 

7. des Winkels l dieselbe Bedingung wie zu 1 für Punkt P^., 

8. des Winkels m dieselbe Bedingung wie zu 1 für Punkt P^. 

3. Zu diesen 8 Bedingungen können wir auch ohne Benutzung der auf- 
gestellten allgemeinen Regeln in folgender, aber weniger einfacher und sicherer 
Weise gelangen: 

Für die beobachteten Winkel können im Ganzen 16 verschiedene Bedingungen 
aufgestellt werden, nämlich: 

a) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel in jedem der 4 Dreiecke 
^«^ft^ci ^a^c^äf ^a^ö^d» Pu^c^d gleich 180° sein mufs, 

b) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel auf jedem der 4 Punkte 
^a9^hf^tf ^d glcJch 360° sein mufs. 
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c) die 2 Bedingungen, dafs die Summe der Innenwinkel imd die Summe 
der Aufsenwinkel des Vierecks P^P^P^P^ gleich 360° bezw. 1080^ 
sein mufs, 

d) die 6 Bedingungen, dafs, wenn wir von einer der 6 Seiten oder Diagonalen 
ausgehend dieselbe Seite oder Diagonale aus den anschliefsenden Dreiecken 
berechnen, die Berechnung ohne Fehler abschliefsen mufs. 

Diese 16 Bedingungen sind aber nicht unabhängig von einander und ein Teil 
derselben ist überflüssig, was sich wie folgt ergiebt: 

Durch Erftülung zweier der unter a angeführten 4 Bedingungen, dafe die 
Summe der Winkel in den vorhandenen Dreiecken 180 '^ sein mufs, für 2 an einer 
Diagonale liegende Dreiecke, z. B. für die Dreiecke Pa^h ^e *^^ ^a^c^d» ^^^ 
auch die eine der unter c angeführten 2 Bedingungen erfüllt, dafs die Summe der 
Innenwinkel des Vierecks Pa^b^c^d gleich 360° sein mufs, da /i\e Winkel der 
beiden Dreiecke die Innenwinkel des Vierecks bilden. 

Sodann wird durch Erfüllung einer weiteren der unter a angeführten 4 Be- 
dingungen auch die letzte erfüllt; denn wenn in einem dritten Dreieck, z. B. im 
Dreieck P^ Pj, Pj , die Summe der Winkel 180 ° wird, mufs, nachdem die Erfüllung 
der Bedingung sichergestellt ist, dafs die Summe der Winkel in dem Viereck 
P^ Pf, P^ P^ gleich 360 ° wird, auch die Summe der Winkel in dem vierten Dreieck 
P^P.Prf gleich 180° werden. 

Ferner wird durch die Erfüllung der unter b angeführten 4 Bedingungen, dafs 
die Summe der auf einem jeden Punkte beobachteten Winkel gleich 360° sein mufs 
auch die zweite der unter c aufgestellten Bedingungen erfüllt, dafs die Summe der 
Aufsenwinkel des Vierecks gleich 1080° sein mufs; denn wenn es sichergestellt ist, 
dafs die Summe der Innenwinkel des Vierecks gleich 360° wird, und die Summe 
der Winkel auf jedem Punkte ebenfalls 360° wird, mufs auch die Summe der 
Aufsenwinkel 4 • 360° — 360° == 1080° werden. 

Endlich werden durch Erfüllung einer der unter d angeführten 6 Bedingimgen 
auch die übrigen 5 Bedingungen erfüllt; denn durch Erfüllung der einen Bedingung 
werden die Dreiecksseiten in dreien von den vorhandenen 4 Dreiecken einheitlich 
festgestellt und in den betreffenden 3 Dreiecken sind die sämtlichen Oberhaupt vor- 
handenen Dreiecksseiten enthalten, so dafs diese also sämtlich nach der einen 
Bedingung einheitlich erhalten werden. 

Von den 16 überhaupt möglichen Bedingungen fallen also als überflüssig und 
in den übrigen Bedingungen mit enthalten aus: 

eine von den unter a angeführten, die 

zwei unter c angeführten und 

fünf von den unter d angeführten, im 

ganzen also 8, so dafs 8 notwendig zu erfüllende Bedingungen übrig bleiben, die mit 

den vorher von uns unter 1 bis 8 bezeichneten übereinstimmen. 

§ 45. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 

1. Nachdem festgestellt ist, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen 
sind, müssen diese Bedingungen durch Gleichungen ausgedrückt werden. Da wir 
es nun aber im folgenden in der Regel mit einer gröfseren Anzahl beobachteter 
Gröfsen zu thun haben werden, so führen wir für die in diesen Gleichungen und 
in den weiteren Ent Wickelungen häufig vorkommenden Gröfsen statt der bisher 
angewendeten Bezeichnungen einfachere ein, die uns den Ueberblick erleichtem. 
Wir bezeichnen mit: 



§45. 



Aufstellung der Beding^ungsgleichungen. 
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I, n III, IV. 

i> 2, 3, 4, 
(i),(2),(3),(4), 



die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen, 
die vorliegenden Beobachtungsergebnisse, 
die Verbesserungen, die wir den Beobachtungsergebnissen 
i> 2, 3, 4, beilegen müssen , um ihre wahrschein- 
lichsten Werte I , II , III , FV , .... zu erhalten. 



2, Die Gleichungen, durch die die zu eribllenden Bedingungen ausgedrückt 
werden müssen, werden zwedcmäfsig in der Form angesetzt, dafs bestimmte aus 
den Bedingungen sich ergebende Funktionen der wahrscheinlichsten Werte der 
beobachteten Gröfsen gleich den Sollbeträgen S^, S^, S^, .... gesetzt werden, die 
sie erfüllen müssen, wonach wir allgemein erhalten: 



(150) 



f F^(i,n, III, IV,.. ..) = «„, 
I F, (i,ii,ni, IV, ....) = Ä,, 

I F^ (I,II,I1I, IV,....) = Ä,, 



Wir bezeichnen diese Gleichungen als Bedingungsgleichungen. 

Die Anzahl der ßedingungsgleichungen ist immer gleich der Anzahl der zu 
erflülenden Bedingungen und somit nach § 43 auch immer gleich der Anzahl der 
vorliegenden überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Gröfsen oder der vor- 
liegenden überschüssigen Beobachtungsergebnisse. Demnach ist die Anzahl q der 
zuerst zu suchenden wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, .... der beobachteten 
Gröfsen immer gröfser als die Anzahl r der Bedingungsgleichimgen. 

Beispiel 1: Wir nummeriren die vorliegenden Beobachtungsergebnisse nach 
der unter Nr. 1 eingeführten Bezeichnung fortlaufend 
mit 1 , 2 , 3 , .... 12 und schreiben diese Nummern als 
Bezeichnung der betreffenden Winkel in unsere Figur 
ein zum Anhalt für die Aufstellung der Bedingungs- 
gleichungen. 

Dann erhalten wir nach den im § 44 unter 1 bis 8 
aufgesteUten Bedingungen, für die wahrscheinlichsten 

Werte I , II , III , XII der beobachteten Winkel die 

folgenden Bedingungsgleichungen : 

a) nach den Bedingungen unter Nr. 1,2, 7 , 8 , 
dafs die Summe der Winkel auf den Punkten 
Pa>PifPc> Pc/ die SoUbeträge S^ = S^ = S^ 




= 5 j = 360 ° erfüllen mufs : 



Fig. 21. 



I + II + III =360°, 

IV + V + VI =360° , 

VII + VIII + IX =360% 

X + XI + XII = 360°, 

b) nach den Bedingungen unter 3, 4, 5, dafs die Summe der Winkel in 
den Dreiecken P„ P, P, , P^ P, P^ , P„ P, P^ die SoUbeträge S^ = S^ = Sj, 
= 180° erfüllen mufs: 

I + IV +V + VIII = 180° , 

II + VII + X+ XI =180°, 
1+ II +V+ X =180°, 

c) nach der Bedingung unter 6 , dafs im Dreieck P^ P^ P^ die aus der Seite 
P^ Pft berechneten Seiten P^ P^ und P^ P^ sich verhalten müssen wie die 
Sinus der gegenüberliegenden Winkel : 
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»n( ly + y ) 

«nVill 



PaP, 



«nX " * 



= «JLLX + XI) oder- 
«nVII 



«n_( I Y + V ) gm VI I ginX _ 
«in Vm «n (X + XI) «n V ~ ' 

oder in logarithmischer Form: 

log8%n(lV + y)'-^log8inYin + log8inYU-'log9%n{X + Xl) 

-\- log sin X — log$inW = , 

wonach der Sollbetrag für die letzte Bedingungsgleichung 8^ = ist 

Stellen wir sämtliche Gleichungen zusammen, so haben wir: 

I +11 +in =360°, 

IV +V +VI =360°, 

(150) { vn+vm+ix =36o°, 



I +IV +v+vni = i80% 

II + VII + X+XI =180°, 
I +11 +V + X =180°, 



X +XI + XII = 360°, 

log8in(W + y) — log»mVm + logs%nVll^logBin{X + XI) 

+ log «n X — logtinW = , 

Die Anzahl 9 = 12 der beobachteten Gröfsen ist gröfeer als die Anzahl r 
der Bedingungsgleichungen, wie es sein mufs. 



= 8 



§ 46. Widersprüche zwischen den Sollbeträgen und den 

Beobachtungsergebnissen. 

Die Bedingungsgleichungen (150) werden in der Regel durch die vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse nicht streng erfüllt werden, und wenn wir in die Be- 
dingungsgleichungen statt der wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen 
I , II , III , IV, .... die wirklich vorliegenden Beobachtungsergebnisse 1,2,3,4,... 
einführen, so werden wir auf der rechten Seite der Gleichungen statt der Sollbeträge 
S^, iS j , S^ andere Beträge 2^, ^^ , 2^, erhalten, so dafs sein wird : 



(151) 



K^^p 2, 3, 4, ) = '2„, 

^h (i> 2, 3, 4, ) = 2i,t 

^'c(l> 2, 3, 4, ) = 2^y 



Die Beträge 2^, -J^, 2^, bezeichnen wir als die Beobachtungs- 
ergebnisse für die Sollbeträge. Zwischen diesen Beobachtiu)gsergebnissen 
der Sollbeträge und den Sollbeträgen bestehen Widersprüche fat fb* fc* •••• 
die wir berechnen nach: 



(152) 



(fa-^^a — ^ 

\fi-S,-2 



fr--=S^ 



bf 



e » 



Beispiel 1 : Nach unseren Bedingungsgleichungen (150) erhalten wir folgende 
Formeln zur Berechnung der Beobachtungsergebnisse 2^, 2^^ 2^, ,,,, 2^ fllr die 
Sollbeträge : 



46. Widerspräche zwischen den SoilbelTtgen und den BeobschtungsergebnUa 



1+ ^+ 3 = .S., 
4+ 5+ «--Sj. 
^+ 8+ 9 = -I., 

%n"(4 + 5) — %»■« 



■+4+ 5+ S=^., 
)4-le9«w7 — {o9nn(io+ ii)-|-iogMnio 



Hiernach ergeben sich die Zahlenwerte von 2^, 2^, 2^, 



3 


89 4>< r.:. 

83 37 34 
286 33 la 


4 
5 
6 


;i2 04 30 
■ .'.8 r,2 04 
249! 03 13 


7 
8 
9 

2-, 


34 04 07 

29 14 02 

.29ß 42 15 


10 li 47 41 12 

11 64 37 15 

12 247 41 14 


359 1 M 44 


1 359, -59 47 


|36Ü 00 24 


Jj |359 59 41 



4 + 5 
8 
2, 


39 48 
110 , 56 
29 ' 14 


55 
34 


/Off«« (4 + 5) 
cp/b<rnn8 

log. in ^ 

log sin lo 

ept log »in 5 

2, 


9,97 032 
0.31 124 

9.74 883 

0.03 378 

9.80 892 
0.00 754 


179 1 59 


31 


,oi.. 

2,j 


33 1 37 

34 1 04 
112 18 


34 
07 

27 


180 ; 00 


08 


i+a 
lo 
5 


73 j26 
47 ! 41 
68 1 52 


29 
12 

04 


179 1 59 


45 


0-00 013 



Weiter ergeben sich die Zahlenwerte der Widerspräche /„ , /* , /", , . 
/^ = S„ — J„ ^SeO^OO- 00" — 359''59'44" = + 16", 
/^ = Sj — J'j = 360 00 00 — 359 59 47 = + 13 , 
/, = S,, — ^,, = 360 OO M — 360 00 24 = — 24 , 
/■j=S^ — Jj = 360 00 00 —359 59 41 = + 19, 
* /, = S, - ^, = 180 00 00 — 179 S9 31 = + 29 , 

f^ = S^ — 2g=l80 00 00 — 180 00 08 = — 8 , 
/; = S^ — .J^ = 180 00 00 — 179 59 45 = + 15 , 
/,. = S. — .Z, = 0.00 000 — 0.00 013 ^ — 0.00 013 . 



. fi zu: 



§ 47. Umformung der Bedlngungsgleichungen. 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsergebnisse 1,11,111, IV, 

rhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen i,2,3,4i.... durch Hinzulegting 

er Verbesserungen (i), (a), (3), (4), Demnach ist; 

f I = i + (i), 
II = 3 + (a), 

IM) { in = 3+(3). 

IV=4 + (4). 
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Führen wir diese Ausdrücke für die wahrscheinlichsten Werte der Beob- 
achtungsergebnisse in die Bedingungsgleichungen (150) ein, so gehen diese über in: 

Fji + (i), 2 + (2), 3 + (3), 4 + (4),....) = '^ai 
F,(i + (i), 2 + (2), 3 + (3), 4 + (4), ....) = '»». 
F^{i + (i), 2 + (2). 3 + (3), 4 + (4),....) = '^.> 



Die Verbesserungen (i), (2), (3), (4), — sind immer verhältmsmäisig 
kleine Gröfsen, so dafs allgemein: 

F(i + (i),2 + (2),3 + (3),4 + (4),....)=^(i>2,3, 4,....) + |f(i) 



ist, womit obige Gleichungen übergehen in: 



,cF. . . dF. ,,dF, . , 



aF. 



dF^ cF^ cF^ ..^ 

^a(ii 2, 3, 4, ....)+ äT^^^+ a^^^^ + "äf ^3) + -g^(4) + ..-- = Äa» 

^F €} F t> F tj F 

F,(i, 2, 3, 4, ••••)+ g-*(i)4--e~(a) + -g^(3) + -ej(4) + .... = S», 

'ch\ tF, dF, eP 

FJi, 2, 3, 4, ..••)+ fcT('^+ &¥^*>+ r3(3) + -a7(4) + .. -. = «., 



(154) 



Für die partiellen Düferenzialquotienten fahren wir die folgenden einfacheren 
Bezeichnungen ein: 



(154) 



a 






ai?'. 



a« = 



CJ2 

cF^ 



*i= s 



a2 ' 
'^-a2' 



aF. 



aF^ 

^3 ' 

aF 



^3 



**=aT' 
aFj 

aF 



«4 = 



^4' 



• I 



• y 



Beachten wir nun, dafs allgemein nach den Formeln (151) :F(i,2,3,4, ) = -^ 

und nach den Formeln (153) : f=S~-2 ist, so gehen damit unsere obigen Gleichungen 
Ober in: 

r ai(i) + «2(2) + a8(3) + a4(4)4-....=/^, 

) &i(i)+*2 (2) +^8(3) + ^ (4) +....=/*> 
I Ci(i) + Ca(2)+c,(3)+C4(4)+....=/^, 



(155) 



Diese Gleichungen bezeichnen wir als umgeformte Bedingungs- 
gleichungen. 

Beispiel 1: Zur Aufstellung der umgeformten Bedingimgsgleichungen haben 
wir nur noch die partiellen Düferenzialquotienten a,b,e, i zu bilden. Wir erhalten: 

ai=-|-l, ai = -\-l , a8 = -(-l; a4 = a j, = a^ = aT = a g = a^z=a io = a n = aiiZ=Q, 
61=62 = 63 = 0, 64 = -|-l, 63 = -|-l, 66 = 4-1, 67 = 68 = 69 = 6jo = 6i,=6,s=0, 

(;i=C2=C8 = C4 = C5 = Cft = 0, C7=-f-l, Cß = -{-l , C^^-}-! , C iq = C n =Cij=0, 

di=di = di = d^ = d^=zd^z=dT = d^ = d^ = 0, d,o = + l> <^ii=4"l> <'is = + ^» 

«1=-|-1, C2 = C8 = 0, «4 = 4- 1> «5 = 4"1> Cfl=:C7:=0, 6 8 = 4-1, C 9 =: C jq = 6 n =«1 
Al =4- 1,^2 =4" 1> ^8 = ^4 = 0,Ä6 = 4-l,Ä6 = Ä7 = A8 = A9 = 0,Äio = 4" 1|*U=*" 

ti=*2=t8 = 0, ii= + Meotg{^~{-^), i i = -\- Mcotg {4 + 5) — Meotg ^ , »« = 0, 
17 = 4" M^oig 7 , 1 8 = — Mcotg 8 , i y = , i 10 = — A^ co(^ ( 10 4" II ) + Mcotg 10, 
»11= — 3/ co^ (10 4" 11), »12 = 0. 
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Unter Heranziehung der im § 46 berechneten Zahlenwerte für die Wider- 
sprüche faffhtfcf fi ergeben sich hiemach die folgenden umgeformten Be- 

dingungsgleichnngen : 



(1)4- (2)+ (3) = + 16", 
(4)+ (5J+ (6) = -fl3", 
(7)+ (8)4- (9) = -24", 



(i) + (4)+ (5)+ (8) = + 29", 
(a) + (7) + (io) + (ii) = - 8", 
(i)4-(2)+ (5) + (io) = + 15", 



(io) + (ii)4-(ia) = 4-19", 
+ Mcolg (4 + 5) - (4) 4- (4- « «o«? (4 + S) - ^«»«S S) - (5) + ^«>'S 7 J (7) - ^«0*9 8 J- (8) 

-\.{—Meotg (lo + ii) + Meotg lo) -- (lo) — Meotg (lo -f ii) - (ii) = — 0,00 013 . 

In die letzte Bedingungsgleichung müssen wir noch die Zahlenwerte für M, 
für die Cotaneenten und für - *) einführen. Die Zahlenwerte sind : 

e 



M = 0.434 294 , 
J__ 1 

206265' 



tl 



<^otg (4 + 5) = - 0,383 , 



cotg^ 
eotg'] 
eoigS 



= + 0,604 , 
= + 1,479 , 

= + 1,787, 



co<^(io + II) = — 0,410, 
co<^ lo = + 0,910 , 



1 



if-\, = 0,000 002 1055 
9 



-Äf -r. co^flf (4 + 5) 
M~.eotgS 



n 



= — 0,000 000 806 , 
= + 0,000 001 272 , 
= 4-0,000003114, 
= + 0,000 003 763 , 



1 



M^cotgio = + 0,000 001 916 . 

9 

Da die Zahlenwerte der Differenzialquotienten für die weiteren Rechnungen 

unbequem sind, multipliziren wir die ganze letzte Gleichung mit 100 000, wonach 

wir alle darin vorkommenden Gröfsen in Einheiten der fünften Stelle der Logarithmen 

erhalten. Hiemach sind unsere umgeformten Bedingungsgleichungen: 

f (i)+ (2)+ (3) = + 16", 

(i) + (4)+ (5)+ (8) = + 29", 
(4)+ (5)+ (6) = +13", 



(155) 



(7)+ (8)+ (9) = -24", 

l(io) + (ii) + (i2) = + 19", 
— 0,081(4) — 0,208(5)4-0,311(7) — 0,376 (8) + 0,278 (10)4-0,086 (II) = — 13. 



(2) + (7) + (io) + (ii) = - 8", 
(i) + (2)+ (5) + (io) = + 15", 



(155) 



§ 48. Korrelatengleichungen und Endgleichungen. 

1. Nach den umgeformten Bedingungsgleichungen 

r a,(i)4-aj(2) + a,(3)4-a^(4)4-..../-^, 
) 6,(i) + 6,(2) + 63(3)4-6,(4) + ..../-,, 
I c,(i) + c,(2) + C3(3)4-c,(4)4-..../-^, 



*} Die Differenzialquotienten Meotg n stellen die Aendeningen dar, die die log 8inn 
für eine Einheit des Bogens n erleiden und 3/ eotg n - (n) die Aendeningen, die die log sin n 
erleiden, wenn dem Bogen n die Verbesserung ( n ) in Bogenmafs hinzugeftigt wird. Da wir 
nun unsere Rechnung im Qbrigen nicht in Bogenmafs, sondern in Winkelmafs durchführen, 

so muis der Faktor — zur Umwandlung der Verbesserungen ( n ) von Winkelmafs in Bogen- 

mafs hinzugefügt werden. 
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Bedingte Beobachtungen. 
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müssen wir nun die Verbesserungen (i), (2), (3), (4), , die zugleich die 

wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler darstellen, derart bestimmen, 
dafs erstens diesen Bedingungsgleichungen genügt wird und dais zweitens die 
Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Werte 

der Beobachtungsfehler {i)}/?!, (^)'^p^t (3)1/^1 (a)^P^9 > also 

[p(n)(n)]=i),(i)(i)+p,(2)(2)+i)3(3)(3)+l>4(4)(4) + .... 
ein Minimum wird. 

2. Um diese Werte der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... zu finden, 
nehmen wir /« , /^ , /« , .... auf die linke Seite der Gleifchungen (155) und multi- 
pliziren die Gleichungen dann mit den vorläufig noch unbestimmten Koeffizienten 
' — 2Ä^, — 2Äj, — 2ik^, ...., womit wir erhalten: 

-2ai*^(l)^2a,Äj2)-2a3*„(3)-2a,Ä„(4)-.... + 2t^4 = 0, 
-26jÄ, (i)-26,Ä^(2)-263Ä:j(3)-2 6,Äj(4)-.... + 2t^/^ = 0, 
-2c,Ä, (i)-2c,Ä, (2)-2c3Ä:^ (3)-2e^k, {4) - •• • - + 2*^ /c = 0» 

Addiren wir diese Gleichungen zu 

[i>(n)(n)]=i)i(i)(i)+p,(2)(2)+i>3(3)(3)+P4(4){4) + ...-, 
so erhalten wir: 

li> (n) (n)]=/>, (I )(i)- 2a, ÄJi)-26il:^(i)-2cj *,(!)-.... 
+l>«(2)(2)-2a,*„(2)-2 6,Äj(2)-2c,it,(2) — .... 

+P3(3)(3)-2a3*«{3)-263^,(3)-2c3it,(3)-.... 
+l>4(4)(4)"-2a,l:„(4)-26,*j(4)-2c4*c(4)-.... 

S. Diflferenziren wir diesen Ausdruck nach (i), (2), (3), (4), so 

ergeben sich die folgenden partiellen Difierenzialquotienten : 

-^''-i"j^("^' = 2p,(i)-2a.t.-26,t,-2e, *.-...., 
''''f'"3;"^^ = 2/'.(3)-2«.*,-26.t,-2e.*.- 



Nr. 


1 


aa ab ae ad a« ag mh ai \ 
P P f f V P P ? \ 


1 . ■ 1 

^6 \he hd hm ig bk < hi 

P \ P P P 1 F . F f 


l 

\ a 
. 3 

4 

! 5 
6 

1 

1 » 

HO 
11 

12 


fl , +1 +1 
fl +1 +1 
f 1 

+ 1 +1 0,081 
+ 1 +1 +1 -0,208 
+ 1 

+ 1 +1 +0.311 
f l +1 - 0,376 
f l 

fl +1+1 +0,278 
+ 1 +1 +0,086 

! . +» 

i 
j 


1 

+1 +1 +1 

+1 +1 +1 ! 

+ 1 

+ 1 
+ 1 

+ 1 

1 

: 1 

1 

1 

1 
1 ' 

': 1 1 


1 

1 

i 
I 

+ 1 
+ 1 

I 


1 

+ 1 -A2 

• 
1 


+ S +1 +1 +2 ;'+« 


1 


+1 -<M 
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Setzen wir diese partiellen Differenzialquotienten gleich Null, so erhalten wir 
n Ausdrücke flttr die n Verbesserungen ( i ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , , die der Minimums- 
bedingung genügen: 



(156) 



P% Pi Pi 



«8 1. 1*8- . « 



Pi Pz Pz 

/' 4 Pi Pa 



Die Koeffizienten ä,, , Aj, k^, , wodurch in diesen Gleichimgen die Ver 

besserungen (i), (2), (3), (4), ausgedrückt sind , bezeichnen wir als Kor- 
relaten und die Gleichungen (156) als Korrelatengleichungen. 

4. Setzen wir die in den Korrelatengleichungen (156) erhaltenen Werte von 
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , .... in die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein , so 
erhalten wir; 

**+ (1-1 *.+••••=/■„, 



(155) 



a a 




ra61 




^a" 




[P \ 




[p J 


\ab 




\bb] 




^a + 




[P J 




P J 


ae 




he 




*a~ 




[P \ 




[P J 



*6 + 



■ "I *cH" —fby 



cc 



[P 



^c i~ • • • • "^Ar» 



Die Anzahl dieser Gleichungen, die wir als Endgleichungen bezeichnen, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingimgsgleichungen und gleich der Anzahl der 
Korrelaten *„, A;^, k^,,,. Durch Auflösung der Endgleichungen erhalten wir 

demnach bestimmte Werte der Korrelaten k^, ä^, k^, , und zwar solche, die den 

Bedingungsgleichungen (155) entsprechen. 

Berechnen wir dann mit diesen den Bedingungsgleichungen entsprechenden 

Werten der Korrelaten k^, k^^, k^, nach den in den Korrelatengleichungen (156) 

erhaltenen, der Minimumsbedingung genügenden Ausdrücken der Verbesserungen 

/i), (2), (3), (4), die Zahlenwerte dieser Verbesserungen , so erhalten wir 

solche Zahlenwerte, die sowohl den umgeformten Bedingungsgleichungen (155) als 
auch der Minimumsbedingung genügen. 
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■| 1 1 
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hh 
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1 
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1 
1 
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1 

+ 11 
4-1 


+1 


-fl 

1 




1 

! 

-f 0,311 ' 
-0,376 ! 


1 1 

1 

I ' 1 

1 

II ' . 

4-li 4-1 -fl, 4-0,278 
4-1 4-ll : 4-0.086 
+ !■ 


4-1 '4-li 

1 i 

4-1 -0,081 
+ 1 4-1-0,2081 

1 

1 

4-1, i -0,376' 

1 { 

1 


1 1 

r 1 

i4-i;+i 

4-1 
1 
+ 1 -f 1 


1 

1 

1 
1 

+0,311 

+0,278 , 
+0,086 


II 

+ 1' 

l+lj 
1 

' il+ 0.0066 

l+li -0,208,1+0,0433 

1 

i + 0,0967' 
1 ,'+0.1414| 

+ 1' +0.278 ij+0.0773| 
1 +0,0074 


,+3 1+1 


4-1' -0,065'J4-3, ! +2 4-II 4-0,864 ,4-4i , 4-2' -0,665 

1 ' ' 1 ; II i 


+ 4+2' +0,675! 

1 


+ 4! +0.070 '1+0,3727 

1 ii 



KolL 2. Aufl. 
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Die Faktoren der Endgleichungen (157) werden ganz in gleicher Weise ge- 
bildet wie die Faktoren der Endgleichungen (118) f&r vermittelnde Beobachtungen. 

Beispiel 1: Wie im §42 angegeben ist, sind sämtliche Winkel mit gleicher 
Genauigkeit beobachtet worden. Wir setzen daher fttr die folgende Rechnung die 
Gewichte sämtlicher Winkel = 1. Hiermit und mit den im § 47 erhaltenen Faktoren 
"nt ^ni "n' 'n '^^i' Umgeformten Bedingungsgieichungen, ergeben sich die fol- 
genden Korrelatengleichungen : 

(!)= + *»+*. + *»> 
(2)= + *, + fc,+ t», 

(3) = + *«, 

(4) = + *» + *. -0.081*,, 

(5) = + *t + *. + i-»-0.208t.., 

(6) = + t», 



(15«) 



(7) = + *. + *, + 0,311*,, 

(8) = + *, + *.-0.376*,, 

(9) = + *., 

iio) = + k^ + k^ + k^ + 0218t., 

(ii) = + *^ + *, + 0,086*„ 

(l2) = +fc^. 



Die Faktoren der Endgleichungen ergeben sich wie folgt: (Siehe dieTabeUen 
auf Seite 208 und 209.) 

Damit erhalten wir die Endgleichungen : 



(15;) 



3i 



Zk, 



2 k 



e I 



2 k 



= + 16, 






+ K 



Zk 



+ k, 



K+ -, 



-^ ik^ — 0,289 ik,. = + 13 , 
k^ , — 0,065ifcf = — 24, 
^^ä ' +2*^+ /:* + 0,364 ifc, = + 19, 
. +4ifc. . -f 2 ifc^ — 0,665 ifc^ = + 29 , 
2*j . 4-4ik^-^2i^ + 0.675ik. = - 8, 
f-2i,+ k, . -1- i:,,-^2i:, + 2i-^ + 4*, + 0,070ifc,- = + 15, 
. — 0,289 A-^ — 0,065 k^ -^ 0,364 k^ — 0,665 k^ + 0,675 k^ + 0,070 ik^ 

-f 0,373 k. = — 13 . 



§ 49. Auflösung der Endgleichungen, Rechenproben und 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse. *) 

1. Führen wir filr die Faktoren der Endgleichungen und die Widersprüche 
einfachere Bezeichnungen ein, indem \\nr setzen: 



(15S) 





a a 


f 


a ö 


a,-- 


P . 


bi- 


P 




b.- 


bb 








P 



c, = 



c«.— 



Ca-- 



P\ 
bc 



P 
cc 

p 






SO gehen die Endgleichungen über in: 

j rt 1 A'. — b , i'i — c , i:^ U = 0, 



Diese Gleichungen haben genau dieselbe Fonn wie die Endgieichungen (1^) ; 
wir Iv^sen sie daher auch auf nach den Formeln (lt^>*'), (1^), (1^) oder nadi 
dem Schema (lti4>. 



*\ Die- Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werte der beobmchteten 
GrC^fsen und der Funktionen von diesen werden im MI. Abschnitte besonders behandeU. 



§49. 



Auflösung der Endgleichungen, Rechenproben und mittlere Fehler. 



211 



2. Hierzu ergeben sich Rechenproben durch dreifache Berechnung des 
Wertes von [p(n)(n)]. Zuerst erhalten wir, indem wir die Ausdrücke für die 
Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... in den Korrelatengleichungen (156) 

quadriren , mit den Gewichten Pi t Pif Ps, P4t multipliziren und dann alles 

addiren : 






Pi 



Pi 



^b^b ~\~~:^r~ *c*c~t~*"*^~,; *a*6~l~2 



k.k 



Pi 



Px 



Pl 



a e 



-|- .... 2 — »4 *c + . . . . 
+ .... 2 —^ *fc *^ -[-... . 



i'.(3)(3) = ^'*a*a + ^**»*.+ 

Pi P 9 



0,6, 



P% 



b"'b~r -;7~ '^e ^e "i" — ^ -^;r~ '^a'^bn'^ -^ — a -c 



Ps 



kk 



Pi 



Pa 



-f- . . . . J -^ *6 *fl ~r • • • • 



Pi 



(I4 a^ 

P4 



Pi 



/>.(4)(4) = ^^*a*a + ^."^6*6+'^^^*c + ....2"*'n«*, + 2^ 



P4 



P* 



kk 



P* 



a e 



i~ • • . • « ÄjL »- -f- .... 

JO4 * * ' 



[p(n)(n)] 



aa 
[P J 



*«*a+|yl*6*6 + 



c.c 
PI 



k k -\-,,,.2 



a b 



*a*» + 2 



ae 



PI 



a e 



P J 
* j **'c 1^ • • • • 



Multipliziren wir sodann die Endgleichungen (157) mit den Korrelaten 
k^, kf^, k^, .... und addiren alles, so erhalten wir: 



a a 

[P . 
ab 

IP - 
ac 



P J 






a b 



P \ 
66 

[P . 






ac 



" I *a ^c + ^afa* 



[rl '.'.+[ 



6^ 
[P J 



/> J 






[7I 



*a*a + 



66 

Lp . 



ee 



*»*»+hr *«*« + ----2 



^] *»*« + •••• = [*/]• 

Der oben ftlr [p(n)(n)] erhaltene Ausdruck stimmt Qberein mit dem hier 
fütr [kf] erhaltenen Ausdruck und demnach folgt: 

(160) [p(n)(n)] = [fc/] = -r*f]. 

Berücksichtigen wir nun femer, dafe nach (158) 

[t/] = -f.i„-f.fci-f, *,-.... 
ist und dafs nach Formel (127) 



fi 



Üf 



s 



— fl*o — '«*» — '»^c — ^fl + m~5« + g~t?» + --" 



sein muls, so ist auch: 

a«« 



[p(n)(n)] = |^n + |^5, + |i5, + .... 



W 
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Zu diesen beiden Werten von [ p ( n ) ( n ) ] , die wir gleich bei Auflösung der 
Endgleichungen bilden, und die uns zugleich eine Probe ftlr die richtige Durch- 
flkhrung der Auflösung liefern, erhalten wir endlich einen dritten Wert, indem 
wir nach den Korrelatengleichungen (156) die Zahlenwerte der Verbesserungen 
( I ) , (2) , (3) , (4) , .... berechnen und mit diesen Werten 
(162) [l>(n)(n)]=/>x(i)(i)+i>,(2)(2) + p,(3)(3)+P*(4)(4) + .... 
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+ 2,000,+ 1,000 + 0,364 1— 19,000 



— 0,333 



+ 2,000 

- 0,667 

— 0,667 



-0,665 
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— 29.000 
+ 5.838 
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+ 6,159 
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+ 0,022— 8,000|- 0,833 

1,833 
0,222 



+ 0,333 — 0,383 
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i^= +10,578 



+ 0,225 + 11,500 
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+ 1,668 

i + 1,789 
t,= i+ 8,527 



+ 4,000j 
-0,838: 



+ 1,778 
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bilden, wodurch wir eine Probe für die richtige Bildung der Faktoren der End- 
gleichungen erhalten. f 

(163). Weiter erhalten wir dann eine Probe für die richtige Bildung und 
Umformung der Bedingungsgleichungen, indem wir zuerst feststellen,, ob die 
erhaltenen Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... den umgeformten Bedingimgs- 
gleichungen (155) genügen, indem wir sodann nach den Formeln (153) durch 
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1210,159|+ 


1210,131 




+ 5,866 




4,990 
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ILT. V.A. 



Hinzuftigung der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), ....zu den Beobachtungs- 
ergebnissen 1 , 2 , 3 , 4 ,.♦... die verbesserten Werte I , II , III , FV , .... bilden und 
danach feststellen, ob diese verbesserten Werte den Bedingungsgleichungen (150) 
genügen. 

3. Die Anzahl der überschüssigen Beobachtungen, wodurch wir die Quadrat- 
summe der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler zu dividiren 
haben, um das Quadrat des mittleren Fehlers m der Gewichtseinheit zu erhalten, 
ist gleich der Anzahl t der Bedingungsgleichungen, so dafs also ist: 



(104) 



m=±fE^\ 



Hiermit erhalten wir die mittleren Fehler wii, mj, mg, m^, 
achtungsergebnisse i, 2, 3, 4, nach : 



. . der Beob- 



(105) »»,= ±my--, «18= ±my — , ms= ± ««]/-, »»4= ± »"1/^» •••• 

Beispiel 1: Die Auflösung der Endgleichungen (157) gestaltet sich nach 
dem Schema (124) wie folgt: (Siehe die Tabellen auf Seite 212 und 213.) 

Die Berechnung von [p(n)(n)] nach den Formeln (160) und (161) ist in 
den beiden letzten Spalten des Schemas ausgeführt und hat ergeben: 



(161) 
(160) 



[;>(n)(n)J = ^^f, + |?g8 + |^5, + .... = 1210,16, 
[p (n)(n)] = [*/•] = [- Af ].... = 1210,13, 



welche beiden Werte genügend übereinstimmen und somit die richtige Auflösung 
der Endgleichungen sicherstellen. 

Mit den erhaltenen Zahlen werten der Korrelaten k^, k,^, k^, ,»,.k^ ergeben 
sich nach den Korrelatengleichungen (150) die folgenden Zahlenwerte der Ver- 
besserungen (i), (2), (3), (12): 



(150) 



(I) 
(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
(6) 

(7) 
(8) 

(9) 
(10) 

(II) 
(12) 



+ *a + ^ + ** = + 5,70 + 3,53-4,99= + 4,24", 
+ ^a + ^p+^/.=+5,70 + 5,37 -4,99 = 4-6,08", 
+ /:, = + 5,70", 

+ ^6 + *e — Ö.081 k. = — 1,24 + 3,53 — 0.081 ( — 50,78 ) = + 6.40 ", 
+ kf, + k^ + k^- 0,208 k. = - 1,24 + 3,53 - 4,99 — 0,208 ( — 50,78 ) = + 7,86", 
I jfc — 1 24 " 

+ *c + ^i^+ö'^ll^*i = -12,07 + 5,37 + 0,311( — 50,78) = — 22,49", 

4. ifc^ + ik^ — 0,376 k. = — 12,07 + 3,53 — 0,376 ( — 50,78 ) = + 10,55 " , 

-4- k = — - 12 07 " 

+ 4 + ^17 +*A + 0,278 Ai = + 10,58 + 5,87 -4,99 + 0,278 (-50.78) = -3,16" 

+ ^' j + ^g+ 0.086 k. = + 10,58 + 5,37 + 0,086 ( — 50,78 ) = + 1 1,58 " , 

I L — I ^f\ KQf* 



— '^ '*'d 



d I -g 
Ä:. = + 10,58 



Die Quadratsumme dieser Verbesserungen ergiebt sich zu: 

[/>(n)(n)]=7).(i)(i)+p,(2)(2)+7>3(3)(3) + ....l>ii(i2)(i2) = 1210,53, 

welcher Betrag mit den nach den Formeln (100) und (101) erhaltenen Beträgen 
genügend übereinstimmt Setzen wir die Zahlenwerte der Verbesserungen in die 
umgeformten Bedingimgsgleichungen (155) ein, so erhalten wir: 



AullSsDng der Endgleichungen, Rechenproben und mittlere Fehler. 



-(. 4,2+ 6,1 -f 5,7 = +16.0", 

-I- 6,4+ 7.9— l,2 = +13,r', 
~- 22,5 + 10,6 — 12,1 = — 24,0 ", 



+ 4,2+ 6,4 + 7.9 +10,6 = + 29.1", 
+ 6,1 — 22,5 — 3,2 + 11.6 = — 8,0", 
+ 4,2+ 6,1+7,9— 3,2 = +15,0", 



— 8.2 + ll,6 + 10,6 = +19,0", 

— 0,081 (+ 6,4) — 0,208 (+ 7.9) + 0,311 (— 22.5) — 0,376 (+ 10,6) + 0.278(— 3,2) 
+ 0,086(+11.6) = — 0,5— 1,6 — 7.0 — 4,0— 0,9 + 1,0 = — 13,0. 

Die erhaltenen Betrage stimmen bis auf eine Einheit der Dezimalsielle mit 
den Widersprüchen f^, /j, fc, .... f^ Oberein, die umgeformten Bedingungs- 
gieichungen werden also genügend scharf erfMt. 

Fügen wir nach den Formeln (153) den Beobachtungsergebnissen i , 2 , 3 , . . . 12 
die Verbesserungen (i), (2), (3), ... (la) hinzu, so erhalten wir die wahrschein- 
lichsten Werte I, II, 111, .... Xu der beobachteten Winkel wie folgt: 



1= 


1+ (i)= 39°48*55"+ 4,2' 


= 39=48' 


11= 


a+ (a)= 83 37 84 + 6,1 


= 38 37 


in= 


3+ (3) = 286 83 15 + 5,7 


=286 33 


IV = 


4+ (4)= 52 04 30 + 6,4 


= 52 04 


v = 


5+ (5)= 58 52 04 + 7.9 


= 58 52 


Vl^ 


6+ (6) = 249 03 13 — 1.2 


= 249 03 


VII = 


7+ (7)= 34 04 07 -22,5 


= 34 03 


VII1 = 


8+ (8)= 29 14 02 +10,6 


= 29 14 


IX = 


9+ (9) = 29e 42 15 -12,: 


= 296 42 


x = 


io + (io)= 47 41 12 - 3.2 


= 47 41 


XI = 


ii + (ii)= 64 87 15 +11,8 


= 64 37 


XII = 


ia + {ia) = 247 41 14 +10,6 


= 247 41 



Wie nachstehende Zusammenstellung zeigt, erl^Uen diese verbesserten Winkel 
nunmehr auch die Bedingungsgleichungen (150) genügend scharf; 



I 
II 
III 


30 48 59,2 
33 37 1 40,1 
286 33 20.7 


iv 

V 

VI 


i h% Ol 36,4 

58 52 11.9 

■ 249,03 11,8 


Vll 
VIII 
IX 


34 03 44,5 
29 14 12,6 
296 1 42 02,9 


X 
XI 
XI! , 


47 41 08,8 
G4 , 37 26.6 
■47 . 41 ' 24.6 


360 00 00.0 

1 1 


B60 00 00,1 


360 00 CKI,0 


360 00 100,0 

1 1 



I 

IV + V 

vm 


39 48 59,2 

110 1 56 ' 48,3 
29 i 14 i 12,6 


to3«»(IV + V) 
" q.i%«™VIII 

log »in VII 

f/.((<H)«r.(X + XI) 

%rinX 
q,ltoff«nV 


9.97 031 
0.31 120 

9.74826 
0.03 379 

9.86892 
0.06 753 


180 1 00 1 00,1 


11 

VII 
X + XI 


33 
34 
112 


37 
03 
18 


40.1 
44.5 

35.4 


180 


00 00.0 


i + ii 

X 
V 


73 
47 

58 


1 
26 1 39.3 
41 08.8 
52 1 11,9 


180 1 00 1 00,0 


0.00 001 



*M 



Bediflgte Beobacfatungeo. 



ILT. Y.iL 



lAt: likhiifdkizh da* Rechnung ist hiermit nach allen 
iMr mittUrre Fehler der Gewichtseinheit ergiebt sich zu: 



a«4i 



m 



..y[WnMn)]^^yi210^^,2^„ 



Da «Amtliche Beobachtungsergebnisse das Gewicht 1 haben, stimmt der mitüeie 
FVhler m rierMrlt^n mit dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit Qberexn. 



I Ml Bildung der redtizirten Endgleichungen aus redozirten 
Bedingungs- und Korrelatengleichungen. *j 

I« Die Fakt/;ren der Endgleichungen ergeben sich bei dem Verfahren ftr 
licrdingte Beobachtungen au» den F*aktoren der Bedingungs- und Korrelatengleichuogen 

«, b, e , .... und den reziproken Werten , --, -, , der Gewichte in 

ganz Ähnlicher WciMC wie sich diese Faktoren bei dem Verfahren für vermittelnde 
Hrol)M('litiuigen auH den Faktoren a , b , c, ,, . , der Fehlergleichungen und den 

( irwichlen pi , Pt , Pti ergeben. Daher können wir auch in ähnlicher Weise, 

wi«* wir bei dein letzteren Verfahren die reduzirten Endgleichungen in geeigneten 
Frtllcn <llrekt au» reduzirten Fehlcrglcichungen gebildet haben, bei dem Verfahren 
fOr bedingte H(7ol)achtungen die reduzirten Endgleichungen direkt aus reduzirten 
McMlingungH- und Korrelatengloichungcn bilden. 

2t Sind die h'aktoren "1, a,, a^, a ^, .... der ersten Bedingungsgleichimg 
HAnUli(*h gleich -f 1 , liegen also die Gleichungen 

I (DI- la)t- (3)+ (4) + ....=/a» 
s.^. I ^(i) t ^(a) + ^(3)4-^(4)4-....=/6, 

^ ' I ''»(1) I «i(a)4-c,(3) + c, (4) + . ...=/;, 



\iM\ m» rrgebcn sich daraus die tolgenden Korrelaten- und Endgleichungen: 

. e 



{tm 



(1) ^ K ^ ^'^'f. 
y»i • ' Pi '• 



'k 



Pi 



• I 



Pt Pi Pi 



(3 



. 1 . *». <•». 
/•» /*» Pt 



1 






64 
P* 



<■ . • • . , 



/'« 



(»n 





l 

r 


*. • 


h 
p 


*. - 


C 
iP. 




h 


*. • 


hh 


*.~ 


he 






<l 


• 


^ 


[p\ 







^ - 


^t• 


*.- 


ec 















k 

k 



f.-' 



Au:* drr ci>tn\ Knvl^lcichuixg tol^t; 






■. I 



l 



: c . — — . 









:5^^: 
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Wird dieser Ausdruck für A;^ in die beiden letzten Gleichungen eingesetzt, so 
ergeben sich die folgenden reduzirten Elndgleichungen : 



66 

P . 


6] [6 

PI [p. 
1 


be 

P . 


L-r J 

61 [c 

.p\ [p. 
1 

P. 



**+ 



-'^-A'-r-' \h+ 




.PI [p 

K 

PI [p 



-f _L£ 



'^ei"" — fb 



LÜJ f 
r t 1 'a f 

P 



[^ 



'-^ *.+••••=/; 



e 



DI 



/-. 



3. Dieselben reduzirten Endgleichungen ergeben sich aus den folgenden 
reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

6 
6 



(166) 



6,((i)) + 6,((2)) + 6,((3)) + 6,((4)) + ....+ y ((n+l))=/,- f: 



IP\ 
e 



fa, 



«.((!)) + «. ((2)) + c. ((3)) + «.((4)) + .-..+ [^]((n + l))=/,-|fJ/„ 



<1«7) 



Pl Pl 

((4)) = ^*t» + ^**c + ..... 
Pa Pa 



h 




c 


.p. 
[11 


*,,— 


rii 


p. 




p. 



Denn wenn die in den reduzirten Korrelatengleichungen ftlr((i)), ((2)), ((3)), 
( ( 4 ) ) , gegebenen Ausdrücke in die reduzirten Bedingungsgleichungen eingesetzt 



werden, so liefern sie die Beiträge 



66 

P . 


f 


bc 
P. 



m • • • • 



CC 
[P\ 



, .... ZU den Faktoren 



der reduzirten Endgleichungen und wenn der Ausdruck für ((n+1)) in dieselben 



[6 



1 [;- 



Gleichungen eingesetzt wird, so liefert er die Beiträge — ^rfi— 1 — rTi 1 

~p\ [p 



PilP 
1 



, , so dafs also die Ausdrücke für ((i)), ((2)), ((3)), ((4)), .... 



((n + l)) zusammen die Faktoren der obigen reduzirten Endgleichungen liefern. 

Nachdem A^, k^, .... durch Auflösung der reduzirten Endgleichungen be- 
rechnet sind, ergiebt sich k^ nach der bereits angeführten Formel: 



<168) 



^a=--mK-WiK-''-+m 



[p\ 



[PI 



Dl 



Dl 



:n6 



Bedingte Beobachtungen. 



n.T. V.A. 



Ferner ergiebt sich für die wahrscheinlichsten Werte der Verbesserungen 



«I .. <2», 13), (4), 



<1C») 



aus den Korrelatengleichungen (156) und (167): 

(2) = ((a)) + l*„ 

(3) = ((3)) + J^-., 

Ps 

(4) = ((4))+^*a, 

Pi 



Dem sich bei Auflösung der reduzirten fjidgleichungen ergebenden Betrage 
^ ' 5 z — f* 3 , + . . . . ist nach Formel (161) der Betrag — f 1 , oder da hier 



n 
p 



,U=—fa ist, der Betrag 7 



fa 



1 



/^ hinzufügen, um f /> ( n ) ( n ) 1 zu erhalten. 



4. Die Formeln (166) bis (169) vereinfachen sich , wenn die Gewichte p 1 , 
PtfPitPit sämtlich gleich 1 sind, wie folgt : 

».((i)) + 6.((2)) + 6.((3)) + *.((4))+---- + [6]((n + l))=A-f4-/.. 



(!:•) 



(i;i) 



Cii{i))+e,{{3))+c,{{3))+c,{{4)) + ....-{-[e]{{n+l))=f,-^-Jf., 



f ((i))=6i*» + e. *. + ...., 
((2))=6.t6 + c, *« + ••••, 

((3)) = 6. */.+«.*. + 

((4)) = 64^ + «.*. + 



((n+lO — V^*.- „ 



l«J 



K . . . ., 



(172) 



^a = 



(IT«) 



((i) = ((i)) + Ä:„, 
{2) = ((2)) + /:^, 

(3) = ((3))+^a, 
(4)-((4))+Ä«, 



Dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 

2 ^ S » + !r * 5 3 + ist in diesem Falle der Betrag — /. hinzuzufügen, um [(n) (n)] 

ZU erhalten. 

5. Hei Anwendung der Formeln (166) bis (169) oder der Formeln (170) 



hin it7'4) ist zu beachten, dafs bei Bildung der Zahlenwerte von 



1 

[P 



!.; 



6 

[P 



I 



'/"J 



, und von n, [6], [c], nur diejenigen Zahlenwerte von 6 , c , p 

y/j/oreclmen sind, die in Korrelatengleichungen stehen, worin die Faktoren 
// _ i i vorkommen und dafs hierbei alle Korrelatengleichungen unberQcksichtigt 
iA^U^n, worin die Faktoren a=0 sind oder nicht vorkommen, da diese letzteren 
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Korrelatengleichungen keine Beiträge zu den Faktoren 

1 



"aal 

Tl' 



ab 

P . 


f 


ac 
.P . 



• • • • 



der Endgleichungen, woraus die Gröfsen 



IP\ 



- ; > * "; [*]» [«]> 



in der vorstehenden Formelentwickelung hervorgegangen sind, liefern. 



6 
Li'J 



c 
LPJ 



6. Die Widersprüche /^ — iyv /^ , /^ — jy^ Z"« , in den reduzirten Be- 

.p\ \p. 
dingungsgleichungen (106) können in der Weise gebildet werden, dafs den Beob- 
achtungsergebnissen I, 2, 3, 4, zunächst Verbesserungen t'i, vg, v,, V41 

beigefügt werden, die nach dem Verfahren ftir direkte Beobachtungen mehrerer 
Gröfsen, deren Summe einen bekannten Sollbetrag erftülen mufs, aus der ersten 
Bedingungsgleichung berechnet werden und dafs dann die Widersprüche mit den 
so verbesserten Beobachtungsergebnissen i+t?i, 2 + vj, 3-j-t?8> 4 + V4>.--. 
berechnet werden. Die Verbesserungen vi, v,, «8» ^ ^t •••• ergeben sich nach 
den Formebi (103) wie folgt: 

1111 



(102) 



Pi 



P^ 



Pi 



P*. 



'^^ = frifa, ^^=nifa^ ^»^rTf/"«' ^* = rrifa»"" 



1 

IPI 



1 



1 



1 

[PI 



PI [P 

Mit diesen Verbesserungen ergeben sich die Widersprüche nach den Formebi 
(151) und (152) zu: 

l \ / 1 \ / 1 \ / 1 




i + M/. 



1 

PI 



-+^fa].{3+r^^,fan 



1 

PI 



1 
IP 



4+rii/a|»---* 



b. 



bz 



64 



= -^ä(I; 2, 3,4,....) + 
6 

= -r^ + |^-|/„, so dafs 
P 



Pl 
[11 


fa + - 


Pi 


-fa+- 


Ps 

[1] 


fa + 


P* 
[11 


p. 




p. 




p. 




J>. 



1 

P\ 



in' • ' • 



5.-n 




1^ 

Pl 



1 



I + rY^/- 
.P 



a„.2+AV/« 



= 5. 



und ebenso 



S — F 

e c 




2 — J^J 



1 



1 

IP\ 
b 

lP\ 



3 + /|V^«.. 



4 1 r 1 1 /a I > • • • • 
P. 



fa — fb r t 1 /< 



Pj 
1 



I + TTi/af, 



1 

[PI 



3 + 



Pi 



1 

Li>J 



/a 



4 + 



1^ 
Pi 



1 

LP 



t/. 



a I » • • • • 



— ''11*' 



wird. 



221) 
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»s,C4)= 



onver- 
wird, (ie 

y wenn 



DieVerbcs5eningcn(l> = (I>-»x, i t» = l2>~f j, ( J) = (3) — 
(4)— ^4,.... die an den berdts dnrcfa Znsatz von r^, r,, r,, r^, 
Beobachtungsergebnissen noch anzubringen sind, ergebe n skii nacli 
änderten Korrelatengieichungen , wenn k^ nach der Formel berechnet 
sich aus der Formel (\$S) dnrcfa Weglassang des letzten Gliedes 
^a ^^^^ gerechnet wird nach: 

*• = - ni ^i, - [11 ^c- -••• = * ^■ — 1)1. 
p\ [p\ 

Sind die Gewichte p,, />,, p,, j»*, sänitlidi = l, so ergiebt skfadiedeD 

Beobachtungsergebnissen beizufögende Verbesserung r nach Fcnmel {99} zu: 

wonach mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen i-j /^, a_i__^^ 

zirten Bedingungsgleichungen (17#) erhalten werden. 

Zur Erlangung der Verbesserungen (1) = (1) — r, (2) = (2) — r, (J) = 
(3) — «, (4) = (4) — r, ist k^ dann zu rechnen nach : 



3 + —fa» 4 + —faf die Widersprüche /^ 



,=-lU.- 



[e] 



n 



.... = ((n + l)). 



Beispiel 1 : Die in unserem Beispiele erhaltenen Bedingungs- und 
Korrelatengleichungen sind, wenn wir zur Gewinnung einer besseren Uebersicht, 
ftlr alle Faktoren , die nicht — sind , die Bezeichnungen a, b , c , . . . . wieder 
einführen : 



[155) 



«1 (i)+fl2 (2) +fla (3) =4, 
^ (4) +65 (5)+6« (6) =f„ 
C7 (7) +^8 (8) +e, (9) =/•,, 
d,o(lo)4-dn(ll) + rfis(i2)=/rf, 

l»4(4) + »5(5) + M(7) + »8(8) + »io(io) + »u(ii)=/-,, 



Cl(l) + «4(4) + «5 (5) +«8 (8)=/,, 

^«(2) + fir7(7) + ^io(io) + 9„(ii)=/^, 
Ai(i) + A,(2) + A5 (5) +*io(io)=/4, 



(156) 



(4) = *4^6 + «4*e + *4^*,» I 

(6) = 6«Ä:,, I 



(7) =«7 *c+^7 *^+»7 -i, 



k 
8 * 



• > 



(8) -cg ^-^ + «8 Ä, + » 

(9) =C» ^c, 
( 10 ) = rf 10 ^- j + ^ 10 ^^ + * 10 *A + » 10 *,• , 

(ii) = <ii, Ä^ + Pi, Ä!^+»ix*^, 

(I2) = d,2^rf. 



In diesen Gleichungen ist ai = ai = a^= + l und sämtliche Gewichte sind 
ebenfalls = 1 . Wir können die Gleichungen also nach den Formeln (170) und 
(171) reduziren. Zu diesem Zwecke bilden wir zuerst n, [6], [c], ...., wobei wir 
nach Nr. 5 nur die drei ersten Korrelatengleichungen berücksichtigen , da nur in 
diesen die Faktoren n vorkommen. Wir erhalten: 

B = 3,[6] = 0,[c] = 0,[d] = 0,[e] = + e,,[(7] = + (7,,[A] = Äi + A,,[i]=0, 
und damit die reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 
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(i:o) 



b, (4) +*5 (5) +^ (6)=/i, 



C7 (7) +«8 (8) +c« (9) =f^, 



dio ( lo) + ein ( II ) + ^1% ( 12 ) =fa, 



ei((i))+«4(4) + «5(5) + «8(8) 

+ ^i((i3))=/*.-y/*«, 

</8((2))+P7(7)+fl'l0(lO)+yil(ll) 



(171) 



*l({l))+Ä,((2))+Ä5(5) + Älo(lO) 

^(4) + »5(5) + '7(7) + »8(8) + i,o(io) + tii(ii)=/., 
f((i))=^i*. + *i*Ä, 

((3))=0, 

(4) =*4*6+«4*«+»4*i, 

(5) =*5*6 + «5*e + ^»*A + *5^'0 

(6) =6eÄ,, 



( 7) =C7 *e+^7 *^+*7 * 
( 8) =«8 *c+«8 *.+ t8 * 



if 



( 9) =C, k^, 

(10) =<'lO*d + ^10*^ + *10*A + tlO*j, 

(11) =dii*^ + ^n^y+Mi*.-, 

(12) =di,ir^, 

((x3)) = -'o'-fc.-^'*.-^j^**. 



(1:2) 



1 



*a = ((l3))+o/a- 



3 « 8 "» 3 

(!) = ((!))=*„, 
(173) I (2)=((2))=*,, 

(3) = *a- 

In diesen reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen ist nun weiter 
64 = 6ß-=6e = +l, während die übrigen Faktoren 6 sämtlich gleich Null sind, so 
dafs wir diese Gleichungen nach den Formeln (170) und (171) weiter reduziren 
können. Die Faktoren 6 kommen nur in der 4. , 5. und 6. Korrelatengleichung vor, 
und wir erhalten : 

n = 3, [c]=0, [d] = 0, [e] = e, + e,, [^]=0, [h] = h,, [»]=», + »5. 

Nach Ausfllhrung dieser Reduktion erhalten wir Gleichungen, worin die nur 
in der 7., 8. und 9. Korrelatengleichung vorkommenden Faktoren c ebenfalls 
gleich + 1 sind, so dafs wir weiter reduziren können. Wir erhalten hierfür : 
n = 3, [d] = 0, [«] = ««, [g]=9i, [h] = 0, [»] = »*7+»8. 

Auch nach Ausführung dieser Reduktion können wir noch weiter reduziren, 
da in den reduzirten Gleichungen ciio = dn==rf,, = -f 1 ist, und weitere Faktoren d 
nicht vorkommen. Wir erhalten hierftir aus der 10., 11. und 12. Korrelatengleichung: 
n = 3, [c] = 0, [^1=^10 + ^ II, [Ä]=:A,o, [»] = iio-ftii. 

Führen wir die vorbezeichneten 3 Reduktionen gemeinschaftlich aus, so ergeben 
sich die folgenden reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

«i((i)) + «4((4)) + «5((5))+^8((8)) + e,((i3)) + (e, + e5)((i4)) 



(170) 



+ ^8((l5))=/-e-T/"a 



+ ^ 






8 '<» 8 '* 3 

».(l2))+s,((7))+ffio((io))+s„((ii))+j.((i3))+j7((i5)) 

+ (S.o + Su)((i6))=/,-?3V,-^/.-^*^+-^/„ 

A.((i)) + A.((2)) + ».((5)) + *..((io)) + (A. + A,),((i3)) + A.((i4)) 

+ Ä..((i6))=/-,-^+-^/„-^/,-^/„ 

»4((4)) + »".((5)) + «'7((7))+»*.((8))+i,o((io)) + in((ii)) 

+ (*'. + <.) ((i4)) + (»'' + *.) ((15)) + ('.o + Mi) ((16)) 

f iirtii / Itrhi* f *'io+*n f 

— ' 3 '* 8 '• 8 *" 



Bedingte Beobachtungen. 



((!))=•,'. + « 

((3)) = 0, 

((4)) = 

((5)) = ".*. + » 

((6))=0, 

((7)) = ».', + ' 

((a|)=',4, + i, 

((9)) = 0, 



**,, 



s*0 



((io))=j,.», + »,.i,+ 
((■■))=9.i', + i,>'„ 
((ia))=0, 

((.3)) = -V'.--8".- 



+ •■. 



oder wenn iHr 



((■4)) 

! ((.6)) = -'"-+'-^t,-V'.-^t^'» 
, /' die im § 47 erhaltenen Zahlenwerte eingeftUirt werden: 
((■)) + ((4)) + ((5)) + ((8)) + ((i3))+=i(("4)) + ((i5)) 

= + 29-j(+16)- j( + 13)-j-(-24] = + 2S, 
(( = )) + (dl) + ((n>)) + ((ii)) + ((i3)) + ((iSl) +=((!«)) 

= -8-j(+16)-5(-24)-|(+lS) = -18, 
((.)) + ((2)) + ((5)) + ((™)) + a((i3l) + ((>4)) + ((i6)) 

= +15-|(+16)-j(+18)--j(+19| = -6^, 
-0,081 ((4)) -0,208 ((5)) +0,S11 ((7)) -0,376 {(8)) +0.278 ((lo)) 

+ 0,086({ii)) — 0,289((i4)) — 0,065((i5))+0,S64((i6))=-13 



— 

Nr. 




J'- 


<■• ff- 


». i. /■. 


ee «9 

1> ' ■ P ' 


p ' 


p ■ p ■ 


1 
2 
3 


", =4-1 
«. = + 1 




■ +1 


+ 1, . 
+ 1 ■ 


+ 1 . 


+ 1 


! 


4 
& 

6 


6. = + 1 
6. = + I 

6. = + 1 


! 


L|-l . 1 . -0,081 
+ 1 . +Ij- 0,208 


+ 1 

+ 1 

+ 1 




. !-0,08l' 1 
+ 1-0,208 1 


7 
8 
9 


c, =-|-I 


1 1 . '+!■ . +0.3111 
1 +1 . . -0,376 


. |— 0,3761 


10 
11 

12' 


d„= + l 
rf„ = + l 




■ +1 + 14-0,278 
. +1 . +0,086^ 


■ ■ ! : 

■ 1 ■ r 

-'/.-V.i-V. 


! 


13 




-a 


+ 1+1 


+ » ■ 1/. 


= + 16 


. 1-";. ': 


14 




-; 


+ 2 ■ 


+ l-0,289,/( 


- + 1S 


-';. 




-",!+ 0,193 


— "/• 


15 




-j 


+ 1 + 1 


. -0,0657, 


= -24 


-'/. 


— '/> 


. j+ 0.022 


+";. 


16 




-a 


. +2'+l + 0,S64Y, 


= +19 








■ J 








1 i 1 










/.- 


+29,00lj 


+ 2 


-''. 


+■;. 


— 0,450 


+ 28,00« 
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1) 



((!))=*. + **, 
((2))=*, + **, 

((3))=0, 

((4)) = *.-0.081*o 

((5)) = *. + *» 

— 0,208 k^, 

((6)) = 0, 



(( 7))=*, + 0.311i,, 
(( 8)) = *. -0.376*,., 
(( 9))=0, 

((lo)) = *, + ** 

+ 0,278*,, 

((ii)) = *, + 0,086*,. 



((i3)) = -g*e— 3*,-3**, 

((14))=-!*.-;*,-^^^ 



I» 



((i5))=-ö*.-9*,- 



0,065 



3 
2 
8 



3~» 
1 



-h. 



((i6)) = -;*,-^fc»- + *J^-^*„ 



I ((I2))=0, 

Weiter erhalten wir nach den Formeln (173) und (173) : 

(172) K={(^3))+1 fa,\h=HH)) + l ft, *.= ((15)) + J- /■„!*<,= ((16)) + ^/; 



f (i)=((i)) + *„, :(4) = ((4))+t», 

(17») (a) = ((2)) + fc., (5)=((5))+*», 

|(3) = 



(7)=((7)) = *., 
(8)=((8))=fc,, 

(9) = tc. 



(io) = ((io))+ii, 
(ii) = ((ii)) + *^, 
(ia) = *j. 



(6) = *», 

Aus den Faktoren der reduzirten Korrelatengleichungen (171) ergeben sich 
die Faktoren der reduzirten Endgleichungen in gewohnter Weise, wie die nach- 
folgende Tabelle zeigt. 

In diese Tabelle ist alles mit aufgenommen, was erforderlich ist, um ohne 
weiteres die sämtlichen Faktoren der reduzirten Endgleichungen aus den Faktoren 
der Korrelatengleichungen (156) zu bilden. Letztere sind in die 2. bis 7. Spalte 
der Tabelle unter Nr. 1 bis 12 eingetragen. Daraus ergeben sich die Faktoren der 
13., 14., 15. und 16. reduzirten Korrelatengleichung als Summe der Faktoren e,g ,h,i 
in den die Faktoren a , b , c, d enthaltenden Korrelatengleichungen 1 bis 3, 4 bis 6. 
7 bb 9, 10 bis 12 mit dem Gewichte, welches gleich ist der negativen Anzahl 
der betreffenden Korrelatengleichungen. In die 8. Spalte sind die Widersprüche 



1 

• 

p 


P 


9^ 

P ' 


• 

p 


kk 

P ' 


ki 

• 

P 


• 

P 


• • 

P ' 


• 

P 


P' 


• m 

+ 1 +1 


t 

• 
• 




+ 1 
+ 1 


• 
• 




• 
• 


1 


1 


• • 

• • 


• 
• 




+ 1 


• 

— 0,208 




+ 0,0066 
+ 0,0433 






+ 1 

• 


1 

• 
• 


+ 0,311 

• 






• 
• 




+ 0,0967 
+ 0,1414 






+ 1 

+ 1 


+ 1 

• 


+ 0,278 
+ 0,086 




+ 1 


+ 0,278 

• 




+ 0,0773 
+ 0,0074 






p Va'- '/. 


• 


18/ 


-% 


• 


8»; 

~ /8 


• 




***/8 


• 


• 


• 


• 


-V. 


+ 0,096 


18/ 
/8 


- 0,0278 


-f 1,2523 


*••/, 


L •/. 


. + 0,022 


+ "/. 


• 


• 


• 


- 0,0014 


0,5200 


"•/, 


4.' 1 2' 

;8 /3 


0,243 


S8' 


-V. 


- 0,121 


-% 


0,0442 


2,3053 


"V'. 




/.- 


— 8,000 




A- 


+ 15,000 


/.- 


13,0000 




+ 2 


+ '/. 


+ 0,454 


18,000 


+ 2 


+ 0,045 


— 6,333 


+ 0,2993 


— 14,5730 


454,000 
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Bedingte Beobachtungen. 



n.T. V.A. 



fayfbyfcf fd eingetragen, die mit den Faktoren und reziproken Werten der Gewichic 
der 13., 14., 15., 16. reduzirten Korrelatengleichung multiplizirt die Beträge liefern^ 
die zusammen mit den Widersprüchen f^» fgf fht f% ^^ Widersprüche der reduzirten 
Endgleichimgen liefern. Wie danach aus den in der 3. bis 8. Spalte eingetragenen 
Zahlenwerten die Faktoren der reduzirten Endgleichungen gebildet sind, ist ohne 
weiteres ersichtlich. 

In die letzte Spalte sind die Beträge 





e e 
P . 


7 

• 




P . 


• 




eh 
P 


• 


! 


ei 
P. 


• 


1 


P. 


• 




99 
P . 


• 




P . 


• 




9^ 
P. 


i 

• 


+ 1 2,000 1 


- 0.667 


+ 


0,667 


0,450 


23.000 


+ 


2,000 
0,222 




0.667 
0,222 


+ 


1 
0.454 


1 !,+ 0,333 


1 

! 
1 


0,333 


+ ' 0,225 : 


+ 11,500 
— 11,423 


! 0.150 




1 




1 






4- 1,778 


+ 0,889: 


+ 0,304. 


1 


1 


+ 

+ 

1 


1,663 
1,788 








0,500 


1 
' 


0,171 


+ 

1 


3,528 






1 



Mit den für k^,k ,k^, k^ erhaltenen Zahlenwerten ergeben sich nach den redu- 
zirten Korreiatengieichungen (171) die Zahlenwerte fittr (( i )) , ((»))» ((3 )) > • • • ((i6)) 

wie folgt: 

( i))=k, + k^ = -lA6, 

( 2)) = i, + fc;k = + 0.38, 

( 3)) =0,00, 

( 4))=*,-0,081*.. = +7,64, 

( 5))=*. + t*-0,208*, = + 9,ll, 

( 6)) =0,00, 

( 7)) = A^ + 0,311*..= -10,44, 

( 8)) = fc, — 0,376*,. = + 22,63, 

( 9)) = 0,00, 

(lo)) = *,+ *» + 0,278 tj = - 13,75, 

(ii)) = A^4.0,086*< = + 0,99, 

(12)) = 0,00, 

(13) 



(14) 

(15) 
(16) 



3 * 



_ 2 . 1 . 
——3«.— 3**— 

— 3 ' Z ' 



^ K-U^=+o,m2, 



<'f«.*, = -5.583, 

0,065 
3 



ife. = — 4,064, 



= -lK-\k,-+'fU,=+4,m. 



3 » 3 * 3 



Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (173): 

*a=((l3)) + J/a = + S.695. 
/:4=((l4)) + J/-j = -l,250, 

*.= (( 15)) + J/c = - 12.064, 

*d = ((i6)) + 3/j = +10,534. 
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fir iSicfc iS'So; iS^Cfc '« 



f f f 






aufgenommen, die die durch die Reduktion weggefallenen 4 ersten reduzirten 
Endgleichungen zu der nach Formel (161) zu berechnenden Fehlerquadratsumme 
liefern. 

Die Auflösung der reduzirten Endgleichungen ist in der folgenden Tabelle 
durchgeführt. 



9f 
P J 



hh 
P 



hi 
P 



P 



1 1 

P 



if 
P 



Probe. 



"+ 18,000 
- 7,667 



'4- 10,333 



f- 2,000 . 
— i 0,222 
- 0,445 



-f- 0,045 I -f 6,333 
+ 0,150 !-f 7,667 



;~ 0,152 ; 



-i 5,167 



+ 0,2993 

- 0,1012 

— 0,0520 



-f 14,5730 
— 5,1750 
-; 1,7668 



-j 5,812 
i+ 8,681 
-f 2,494 



+ ! 1,333 ll-f 0,043 + 8,833 



- 0,0014,1- 0,2849 



-{- 5,363 



- 0,0322 



h = 



—i 6,625 
+ i 1.637 



+ 0,1447 l-f- 7,3463 



+ 


454,000 


+ 


264,500 


+ 


60,055 


+ 


58,521 


+; 


372,967 



+ 454,000 

+i 81,144 

-1 96,534 

+' 31,591 

-f 739,857 



— 4,988 



+ 1210,043 



k.= —50,769 



+ ; 1210.058 



Endlich ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der Verbesserungen 
I ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 12 ) nach den Formeln i\7lD mit : 

(i) = ((i)) + /:, = + 4,24, ( 7) = (( 7)) + Ä,=-22,50, 

( 8) = (( 8)) + ^-,= + 10,57, 
( 9)= +^-, =-12,06, 

(io) = ((io)) + Ä^ = - 3,17, 
(ii) = ((ii)) + /:^=+ll,57, 
(12)= 4_A:^ = + 10,58, 



(2)=((2))4-^-a = + 6.08, 
(3)= +*a = + ^^70, 

(4) = ((4)) + ^^ = + 6,39, 

(5) = ((5)) + ^.= + 7,86, 
(6)= +^-, = -1.25, 



Die Zahlenwerte stimmen mit den im § 49 erhaltenen Zahlenwerten bis auf 
kleine Abweichungen in der letzten Stelle überein. 

Nach dem unter Nr. 6 geschilderten Verfahren ergeben sich die in die redu- 
zirten Endgleichungen einzusetzenden Widersprüche wie folgt : 
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n. 


'' . n - 


-n 


+ r. 




' 


n . 


1 


1 


= n 


+ »•. 


1 

! I . 39 


48 


1 
55 -4- 5,3 39 


49 


00,3 


7 , 


34 


04 


'07 


8,0 ' 34 


03 


59,0, 


2 ' 33 


37 


34 + 5,3 


33 


37 


39,3 


8 


29 


14 


02 


8,0' 29 


13 


54,0 


3 


286 


33 


15 ! + 5,3 ' 286 


33 


20,3 


9 

V 


296 


42 


15i 


8,0 


296 


42 


07,0 


1 

1 V 


359 


59 


44 ,+ 15,9, 359 


59 


59,9 


360 


00 


24|- 


24,0 360 


00 


00.0 ; 


Sa j360 


00 


00, 








s/ 


360 


00 


00 j 
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/„ 1 
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A- 


16 


j 






l\\ 


i 




24 
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1 
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52 


04 


1 
30 !+ 4,3 1 52 


04 


34,3 


IG 


47 


41 


12 +- 


6,3 47 


41 


18,3 


5 : ÖH 


52 


04 + 4,3 


58 


52 


08,3 


II , 


64 


37 


15 + 


6,3 64 


37 


21,31 


6 , 


249 


03 


13 ! + 4,3 ! 249 


03 


17,3 


12 


247 


41 


H; + 


6.3 ,; 247 


41 


20,3 


2^ 


359 


59 


47 


+ 12,9 359 


59 


59,9 


359 


59 


41 +18,9 359 


59 


59,9 
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00 


00 
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00 


00 
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13 
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fa 




4- 


19 
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Koll. 2. Aufl. 
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Bedingte Beobachtungen. 



ILT. V,A. 



1 


: 39 49 1 00.3 






4 + 5 


110 


56 42,7 


log8xn(^ + ^) 


9.97 031 


8 

2, 


: 29 


18 54,0 


epl log sin 8 

• 


0.31 127 


!l79 


59 \ 87,0 


s. 


180 


00 ! 00,0 






f. 


1 


+ 


23,0 






i 


■ 1 

' 33i37 89,3 


7 


1 34 03 59,0 


log sin / 


9.74 831 


10 + 11 


112 i 18 39,7 


cpl log sin iU + U) 


0.03 379 


180 


00 18.0 


i K 


180 


00 00,0 






/. 


- 18,0 

i 






1 + 2 


73 


26 39,7 


10 


47:41 18,3 


log sin 10 


9.86 894 


5 


1 58|52 08,3 


cpl log sin 5 


0.06 753 


180 00 1 06,3 


0.00 015 


s* 


180 ; 00 00,0 


s. 


0.00 000 


A 


6,3 


/; 


15 



((2))=-fO,94, 

((3))= 0,00, 
((4))-= + 7.32, 
((5))= + WB, 
((6))= 0,00, 



((I3)) = ^0,32 = A-^, 
((]4))=-5.53 = I-,, 
((i5)) = -4,09=:A-,, 
((i6))=-f 4,27 = 1-^, 



Die Faktoren der reduzirten Endgleichungen werden im übrigen ebenso 
gebildet, wie auf Seite 222 und 223 gezeigt ist. Die Auflösung der reduzirten 
Endgleichungen ergiebt : 

Ä,= 4-2,97, ^-^= + 5,81, A-, = -4,87, Ä:.=:- 53,73. 
Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (171) : 
((i)) = -1.90, (l 7))r=-10,<»0, 

(( 8))==-f23,I7, 

(( 9))rzz 0.00, 

((10)) == — 14.00, 
1(11)) = + 1,11), 

((12))= 0.00, 

Sodann ergeben sich die Verbesserungen ( 1 ) , ( ^ ) , ( 3 ) , ( 15 ) , die den 

bereits einmal durch Zulegung von » , , r , , r ^ , r 13 verbesserten Winkeln 1,2, 

;t , 12 noch beizufügen sind, nach den Formeln {\7l\) zu : 

(1) = -1,6, (4) = - 1,8, (7) = _15,0, (iO) = -9.7, 

(:*) = -.-l,3, (5) = -^3.8, (S) = -^19,l, (11) = 4..5,5, 

(S) = -f0.3, (6) = -5.5, (9) = - 4,1, (12) = + 4.3. 

Durch Zulegung dieser Verbesserungen ergeben sich die wahrscheinlichsten 
Werte I , II , III ..... XII der Winkel zu: 

I = 1 -f (1 ) = 3t» 4t»' 00,3" — 1.6" = 39 ^ 48' 58,7' 

II = 2-t- (2)= ;^3 37 39.3 -^ 1,3 = 33 37 40,6 

III = 8 -f ( :J ) = 2St> 33 20.3 — 0,3 = 2S6 33 20.6 

IV = 4-h l4)= ^2 04 34.3 -r- 1,8 = 52 04 36,1 

V = 5-h (5)= 5s 52 0S.3 -^ 3.8 = 58 52 12.1 

VI = 6-r (6) = 249 03 17.3 — 5.5 =249 03 11,8 
\'II = 7 -u ( ; ) = ;u 03 59.0 — 15,0 = 34 03 44,0 

VIII =r S-r (S)= 29 13 54,0 —19.1 == 29 14 13.1 

IX =9— (9) = 2^»6 42 07.0 — 4.1 =296 42 02.9 

X =10- (10)= 47 41 18.3 — 9.7 = 47 41 08,6 

XI =11 -(U)= tu 3721.3 + 5.5 = 64 3726.8 

XII =12 + (12) = 24"? 4^ =247 41 24,6 , 
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die mit den im § 49 erhaltenen Werten bis auf 0,5" übereinstimmen. Diese im 
Verhältnis zu den Beobachtungsfehlem bedeutungslose Abweichung rührt davon 
her, dafs sich bei dem hier eingeschlagenen Verfahren /^^ = — 6,3 und/| = — 15 
ergeben hat, während sich im § 49 hierfllr — 6,333 und — 14,5742 ergeben hat. 



§ 51. Systematische Anordnung der Rechnungen* 

1. Bei der praktischen Anwendung des Verfahrens ftlr bedingte Beobach- 
tungen kann die Aufstellung des Formelapparates in der Regel auf die Aufstellung 
der Bedingungsgleichungen (150) eingeschränkt werden, wenn die ganze Rechnung 
in zweckmäfsiger Weise systematisch geordnet wird. Nur in einzelnen Fällen kann 
allenfalls noch die Aufstellung der Formeln (154) ftir die Differenzialquotienten 
erforderlich werden. Dabei gewinnen die Rechnungen meistens noch an Ueber- 
sichtlichkeit und auch an Sicherheit, da mehr Proben in einfachster Weise gezogen 
werden können. Um zu zeigen, wie dies zu ermöglichen ist, ist das Beispiel 1 in 
solcher Weise geordnet auf Seite 228 bis 231 nochmals mitgeteilt. Zur Erläuterung 
diene folgendes: 

2. Zuerst werden die Beobachtungsergebnisse durch arabische Ziffern fort- 
laufend nummerirt und die Nummern in die sich auf die vorliegende Aufgabe 
beziehende Figur übersichtlich eingetragen. 

:|. Sodann wird nach dem in den §§ 43 und 44 dargelegten Verfahren oder 
nach speziellen später zu entwickelnden Regeln die Anzahl der zu erfüllenden 
Bedingungen festgestellt und die Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen 
durchgeführt. 

4. Hiemach werden die Objekte, worauf sich die zu erfüllenden Bedingungen 
beziehen, in geregelter Ordnung durch Buchstaben bezeichnet. Diese Buchstaben 
werden durch die ganze Rechnung beibehalten zur Bezeichnung der Faktoren der 
betreffenden umgeformten Bedingungsgleichungen und als Indices aller Gröfsen, die 
zu den Bedingungsgleichungen gehören. Deshalb werden Buchstaben, die in den 
allgemeinen Formebi eine besondere Bedeutung haben, hierbei nicht verwendet. 

Wenn ein Teil der Bedingungsgleichungen später durch Reduktion der Be- 
dingungs- und Korrelatengleichungen nach dem im § 50 dargelegten Verfahren 
wegfallen kann, werden die Objekte, wofür diese Bedingungsgleichungen gelten, 
zweckmäfsig durch die ersten oder durch die letzten Buchstaben bezeichnet. 

Die Buchstaben zur Bezeichnung der Objekte werden ebenfalls in die Haupt- 
figur oder in Nebenfiguren für die einzelnen Objekte eingetragen. 

Im vorliegenden Beispiele sind die 4 Punkte gl, g2, g3, $4, deren Winkel 
die Bedingungen erfüllen müssen, dafs die Winkelsumme 360^ ist, mit P^, P^, 
I\t Pj bezeichnet. Es sind für diese Objekte die ersten Buchstaben gewählt, weil 
die zugehörigen Bedingungsgleichungen später durch Reduktion der Bedingungs- 
und Korrelatengleichungen wegfallen. Sodann sind die Dreiecke §§ 12 3, §§3 1 4, 
§§412, deren Winkel die Bedingung erfüllen müssen, dafs die Winkelsumme 
180"^ ist, in der Reihenfolge, wie sie in der folgenden Seitenberechnung vorkommen, 
mit e,g , h bezeichnet, unter Vermeidung des Buchstabens / , der in den allgemeinen 
Formeln zur Bezeichnung der Widersprüche dient. Die Bezeichnungen sind in 
kleine in die Hauptfigur eingezeichnete Dreiecke eingetragen. Endlich ist das 
Viereck §§123 4, worin die Bedingung erfüllt werden mufs, dafs die Seiten- 
berechnung ohne Fehler abschliefst, mit i bezeichnet. Ferner ist auch in den kleinen 
Dreiecken, worin die Bezeichnungen e , g , h eingetragen sind, die Grundlinie durch 
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1. Bedingungsgleichungen. 
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Fig. 22. 








2. Berechnung der Widersprüche \ 
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Zusammenstellung der Verbesserungen. 
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1 

' Bezeichnung der 


Beobachtete 
Winkel 




r . n — n + r . 


Verbesserungen 


Punkte. Winkel. 
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2». Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


Bezeichnung der 
Drei. Punk, „,. , , 
ecke. te. Kinkel. 


Winkel n . 


Verbesserungen (nt 
der Winkel. 


q.l log 

hg ,in ,}. 


Verbesserungen i (n) der 
Logarithmen. 


I. ' 2. , 3, 


4. 


5. 


6. 


7. 


c. 1 S S o : S 


%'J Vi 51,U 


(S) 1+ 18,8 
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-0,38(8) — 


7.1 
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f 3. Faktoren der Korrelaten- 
; gleiehungen. 


1 
4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 
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5. Auflösung der 



ee 




\ 


l^g] 




1 


[eÄl 






e i 


P. 


• 




,p . 


• 


j 


P . 


m 


1 


P , 



-/«• 



39 
P J 



?* 



\9_t\ 
P 



+ 12.00 



0,67, + 0,67 



0,45 — 23,10 



+ ' 0,33 li — 1 0,33 + I 0,225 'j + 11,55 

' — 11,46 

; I 

i I + 1,55 

' + 1,82 



+ 2,00 
— 0,22 



+ 0,67 
+ '0,22 



+ 1,78 1 + |0,89 



l0,50 



+ i0,46 
- 1 0.15 



+ 0,81 



0,174 



k=+ 3,46 



I 



*,= 



6. Berechnung der Verbesserungen ( n ) . 
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Bezeichnung der 


Ausgeglichene 
Winkel 


Bezeichnung der 


Ausgeglichene 
Winkel 


1 
cpl log 

8ina. 


Punkte. 'Winkel. 


n + (n). 

C 1 ' 1 •» 


^^^*" Punkte.! Winkel, 
ecke., 1 

1 


n + (n). 


log sin ß . 

1 


1. 2. 


3. 


4. 5. 6. 


7. 


1 ^- ! 


1 


1 
39 48 ; 59,2 


1 
e § 3 a: VIII 


1 
29 14 12,8 


! 
0.31 120 


II 


33 37 


40,3 


;f,2 /?:IV + V 


110 


56 48,1 


9.97 031 

1 


III 


286 33 


20,4 


§1 /:I 

' 1 


39 


48 59.2 


0.03 379 


359 ' 59 59,9 


180 00 ! 00,1 


P,:g2 IV 


52 i 04 ' 36,3 


g g4 a:X + XI 


112 18' 35,6 


V 


58 : 52 , 11,8 


g3 ß:V\l 


34 03 44,2 

1 


i 9.74 826 


' VI 


249 i 03 11.8 


Si y^ll 


33 37 ' 40,3 


J 

; 0.06 753 


359 j 59 i 59,9 


180 ' 00 ' 00,1 


P,:.X3 VII 


34 03 44,2 


h g 2 a : V 


58 |52 11,8 


VIII 


29 14 12.8 


;r, 4 ß:X 


47 41 08.9 


9.86 892 


IX 

1 


296 42 03,0 


;^1 7:IfII 


73 26 39,5 


1 

1 


360 00 00,0 


180 00 00,2 


0.00 COl 


Pi:44 X 


47 41 08,9 


1 
1 




1 

1 


i 


1 XI 


64 37 26,7 


1 






1 


XII 


247 41 24,3 


, 1 




i 1 




! 
1 






359 59 1 59,9 

1 




1 




1 

r 

1 




1 

! 

1 
• 


1 

1 

1 

, 1 

1 



232 Bedingte Beobachtungen. IL T. V. A- 

eine stärker gezogene Linie und die aus der Grundlinie zu berechnende Seite durch 
eine Doppellinie bezeichnet. 



5. Nach diesen Vorbereitungen können die Bedingungsgleichungen (l^) 
ohne weiteres nach der Figur hingeschrieben werden. Für die Aufstellung der 
Seitengleichungen kann noch die Regel gemerkt werden, dafs in den Nenner die 
Sinus der Winkel kommen, die der Grundlinie gegenüber liegen und in den 
Zähler die Sinus der Winkel, die der aus der Grundlinie zu berechnenden Seite 
gegenüber liegen. 

Für das vorliegende Beispiel sind die Bedingungsgleichungen auf Seite 228 in 
Abteilung 1 der Tabelle aufgestellt. 

0. Die Bedingungsgleichungen (150) geben allen erforderlichen Anhalt, um 
die Rechnung nach den allgemeinen Formeln (151) bis (1^) durchführen zu 
können. 

Zunächst werden liir die Objekte, wofür die Bedingimgsgleichungen reduzirt 
werden sollen , die Widersprüche / nach den Formeln (151) und (15S) berechnet 
und die Beobachtungsergebnisse nach den Formeln (9ä) und (94) oder (19S) und 
(10*1) verbessert. 

Für das vorliegende Beispiel ist dies auf Seite 228, Abteilung 2 der Tabellen 
in den Spalten 1 bis 5 durchgeführt. 

Mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen werden die übrigen Wider- 
sprüche / ebenfalls nach den Formeln (151) und (153) berechnet. 

Dies ist auf Seite 229, Abteilung 2«, in den Spalten 1 bis 4 und 6 durch- 
geführt. Hierbei sind die Winkel in den Dreiecken so angesetzt worden, dafs als 
^ a immer der Winkel genommen worden ist , der der Grundlinie des Dreiecks 
gegenüber liegt , wofür in der Seitenberechnung also cpl log sin a anzusetzen ist, 
während als ^ ß der Winkel genommen worden ist , der der aus der Grundlinie 
zu berechnenden Seite gegenüber liegt, wofilr also in der Dreiecksberechnung 
log sin ß anzusetzen ist. 

7. Den in der Berechnung der Widersprüche vorkommenden Gröfsen werden 
sogleich die Ausdrücke für die Verbesserungen beigeschrieben, die sie erhalten 

müssen, damit die Bedingungsgleichungen (150) erfüllt werden. Die allgemeine 

c F c F 

Form für diese Ausdrücke ist . ( n ) . Für den Differenzialquotienten ^ - brauchen 

nur in seltenen Fällen die Formeln aufgestellt und die Zahlenwerte nach diesen 
Formeln berechnet zu werden, vielmehr kann in den meisten Fällen der Diffe- 
renzialquotient ohne weiteres hingeschrieben werden. Am häufigsten ist er -(- 1 

oder — 1. Wenn der Widerspruch/ logarithmisch berechnet und in Einheiten 

c F 

der letzten Stelle der Logarithmen ausgedrückt wird, ist ^ gleich der meistens 

genügend genau aus der Logarithmentafel zu entnehmenden logarithmischen 
Differenz für eine Einheit der Verbesserung ( n ) . Beispielsweise ist , wenn 
n ~ — 225,23 ist und die Verbesserungen in Centimeter ausgedrückt werden, 

/o(7 225,23 = 2.35 263 und - =-[-1,9, denn wie ohne weiteres aus der Loga- 
rithmentafel zu entnehmen ist, ändert sich /o*/ 225,23 um 1,9 Einheiten der letzten 
Stelle des Logarithmus, wenn die Verbesserung (n) sich um einen Centimeter 
ändert. Ferner ist , wenn n = + 36 28' 20" ist und ( n ) in Sekunden ausgedrückt 

wird, log sin 36 28' 20" = 9.77 411 und "^—^ *'— = -f 0,28 , oder wenn n= + 182^ 28,? 



§ 52. Spezielle Regeln für die Feststellung der in Polygonnetzen zu erfüllenden Bedingungen. 233 

ist und (n) in Minuten ausgedrückt wird, /oy«tn 182^ 28,7' = 9.86 778 und ^^J*"*" 

rn 

= — 11, oder wenn n = 58 ^" 32' ist und ( n ) in Minuten ausgedrückt wird, cpl log sin 58 ' 32' 

= 0.06 91 und ^ '''"''» ^"-" = -0.8. 

c n 

c F 
Im vorliegenden Beispiele sind die Ausdrücke für die Verbesserungen t — ( n ) 

auf Seite 228, Abteilung 2, im ersten Teile der Spalte 6 und auf Seite 229, Ab- 
teilung 2a, im ersten Teile der Spalten 5 und 7 zusammengestellt. 

8. Die Summe der Verbesserungen mufs gleich sein den vorhandenen 
Widersprüchen, wonach die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ohne weiteres 
nach der Zusammenstellung der Ausdrücke für die Verbesserungen hingeschrieben 
werden können. 

Beispielsweise ergeben sich aus Abteilung 2», Spalte 4 und 5, sowie 6 und 7 
die umgeformten Bedingungsgleichungen für Dreieck ff und Viereck i wie folgt: 

(3)4-(T) + (10) + (ll) = -17,9, 
- 0,08 (4) + (-0,08- 0,12 = -0,20) (5) + 0,32 (7) -0,38(S) 

+ ( + 0,08+ 0,20 = + 0,28) (10) + 0,08(11) = -15. 

Es ist aber gar nicht nötig, diese umgeformten Bedingungsgleichungen erst 
aufzustellen, vielmehr können nach der Zusammenstellung der Ausdrücke für die 
Verbesserungen sogleich die Faktoren der Korrelatengleichungen zusammengestellt 
werden, wie es auf Seite 229 in Abteilung 3 der Tabelle geschehen ist. Zu dieser 
Zusammenstellung und zu den folgenden ganz schematischen Rechnungen sind 
weitere Erläuterungen kaum noch nötig. Es sei nur noch darauf hingewiesen, dafs 
nach Berechnung der Verbesserungen ( n ) in Abteilung 6 der Tabelle in Abteilung 2 
und 2 a den im ersten Teile der Spalten 6, 5 und 7 stehenden Ausdrücken der 
Verbesserungen im zweiten Teile der Spalten ihre Zahlenwerte beigefügt sind und 
dafs durch ihre Aufsummirung festgestellt ist, dafs ihre Summe in der That gleich 
den vorhandenen Widersprüchen ist. 

2. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Bestimmung 

von Knotenpunkten in Polygonnetzen. 

§ 52. Spezielle Regeln für die Feststellung der zu erfüllenden 

Bedingungen. 

1. In einem Polygonnetze ergiebt sich die Anzahl r der zu erfüllenden Be- 
dingungen aus der Anzahl n^ der zu bestimmenden Knotenpunkte und aus der 
Anzahl n^ der gemessenen Züge.*) 

Ein Zug genügt zur gegenseitigen nicht versicherten Festlegimg zweier Knoten- 
punkte. Um die weiteren Knotenpunkte gegen die beiden ersten Knotenpunkte 
einfach unversichert festzulegen, genügt für jeden weiteren Knotenpunkt ein Zug. 
Demnach sind für die einfache, nicht versicherte gegenseitige Festlegung von n 
Knotenpunkten n — 1 Züge erforderlich , während alle weiteren Züge je eine 
überschüssige Bestimmung und somit auch nach Regel (147) je eine zu erfüllende 
Bedingung liefern. 

•) Wenn in einem Polygonnetze die rechtwinkligen Koordinaten der Knotenpunkte aus 
den gemessenen Winkeln und Strecken der Polygonseiten bestimmt werden sollen, so ergeben 
sich 3 Gruppen von Bedingungsgleichungen und zwar je eine Gruppe für die Winkel, für 
die Ordinatenunterschiede und für die Abscissenunterschiede. Jede Gruppe wird aus bekannten 
GrOndcn filr sich' behandelt und das hier und im folgenden Gesagte gilt dann für die einzelnen 
Gruppen von Bedingungsgleichungen. 
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Fig. 23. 



(174). Wenn demnach n^ neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n, Züge mit einander verbunden sind, so ist 
die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen: 

r = n, — ( n^ — 1 ) = n, — n^ + 1 . 

Beispiel 1: In dem nebenstehend dargestellten Netze sind behufs Bestimmung 

der Höhen der 1*^ = 5 Punkte Pj , P,, P,, 
P4, P5 die Höhenunterschiede zwischen 
diesen Punkten in den dargestellten «, = 9 
Zügen oder Strahlen durch 6 malige gegen- 
seitige Beobachtung der Zenithdistanzen 
bestimmt. Bei Berechnung der Höhen nadi 
dem Verfahren ftlr bedmgte Beobachtungen 
ergeben sich demnach 
(174) r = n,-n^ + l=9-5 + l=5 
zu erftdlende Bedingungen. 

2. Wenn das Polygonnetz an gegebene 
Punkte angeschlossen ist, so genügt ein 
Anschlufszug, um das Netz einfach, nicht 
versichert gegen die gegebenen Punkte festzulegen. Alle weiteren AnschluiszQge 
liefern je eine überschüssige Bestimmung und somit auch je eine zu erfüllende 
Bedingung, so dafs durch n^ Anschlufszüge n^ — 1 Bedingungen hinzukommen. 

(175). Wenn demnach n^ neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n^ ZiXge mit einander und durch n^ Züge mit 
gegebenen Anschlufspunkten verbunden sind, so dafs im ganzen 
^^ = n^4-**a 2üge vorhanden sind, so ist die Anzahl r der zu erfül- 
lenden Bedingungen: 

r = n^ — n^ + 1 4- ( n^ — 1 ) --r J^^ - n^ . 

Die Regeln (174) und (175) gelten auch für den Fall, dafs fiir je eine, an 
einen neu zu bestimmenden Knotenpunkt anschliefsende Polygonseite die Neigung 
gegen die Abscissenlinie des Koordinatensystems aus den Winkeln des Polygon- 
netzes zu bestimmen ist und ferner auch für den Fall, dafs n^ Strahlen, deren 
Richtungen neu zu bestimmen sind, durch n^ Winkel gegenseitig festgelegt und 
durch n^ Winkel an Strahlen angeschlossen sind, deren Richtungen gegeben und 
unverändert beizubehalten sind. 

Beispiel 2: In dem bereits im §21 und im §35 behandelten Nivellements- 
netze sind die n. = 6 neu 

p 

zu bestimmenden Knoten- 
punkte 2, 3, 4, 0, 
6, 7 durch i^, = ll Züge 
untereinander und mit 
den gegebenen Punkten 

Ö p; 1, 57, 58, 5», 

verbunden.*) Bei Behand- 
lung dieses Netzes nach 
dem Verfahren für be- 




Fig. 12. 



dingte Beobachtungen ergeben sich demnach 

•) Die Zflgc 9, 10 und 11 können auch als ein Zug behandelt werden. 
00 6 und 7 als Knotenpunkte ausscheiden. Damit vermindert sich die Ar- 
und der neu zu bestimmenden Knotenpunkte um 2, während die Anzahl ' 
Bedingungen unverändert bleibt. 



§ 52. Spezielle Regeln für die Feststellung der in Polygonnetzen zu erfüllenden Beding^gen. 235 

(175) r = .V,-n^=ll-6 = 5 

zu erfüllende Bedingungen. 

:l. In Nivellements, und anderen Polygonnetzen, wo keine sich überschnei- 
denden Züge vorkommen, und die nicht an mehrere gegebene Punkte angeschlossen 
sind, ist die Anzahl der zu erfiillenden Bedingungen gleich der Anzahl der vorhan- 
denen geschlossenen Polygone, Die zu erfüllenden Bedingungen eingeben sich dann 
ohne weiteres daraus, dafs in jedem geschlossenen Polygon die Summe der wahr- 
scheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen ihren Sollbetrag erftülen mufs. 

In solchen Fällen, wo sich überschneidende Züge vorkommen, können die zu 
erfüllenden Bedingungen auch immer in einfacher Weise festgestellt werden, indem 
zunächst die Beobachtungsergebnisse ausgewählt werden, die zur einfachen, nicht 
versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen ausreichen, und indem dann nach 
einander für jedes überschüssige Beobachtungsergebnis nach der Figur festgestellt 
wird, welche Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 

Beispiel 1: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Höhenlage der Punkte Pi , Pj , Pa , P^, P& reichen die Höhenunterschiede der 
Strahlen 1,2,3,4 aus. 

Durch Hinzutritt des ergiebt sich die Bedingung, dafs die Summe der in ein- 
Höhenunterschiedes I heitlicher Richtung genommenen Höhenunterschiede 



des Strahles 5 


im 


Dreieck P, P. P^ 


gleich 


Null 


sein mufs. 


n n 


6 
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Pi Pb P* 
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n 


n n > 


n n 
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n n ♦ 


n n 
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Hiermit sind die zu erfüllenden 5 Bedingungen festgestellt und zwar derart, 
dafs die Bedingungen sämtlich von einander imabhängig sind, wie es sein mufs.*) 

4. Wenn Nivellements- oder andere Polygonnetze, worin keine sich über- 
schneidenden Züge vorkommen, an gegebene Punkte angeschlossen sind, so ergiebt 
sich eine bildliche Darstellung der sämtlichen geschlossenen Polygone, wofür je eine 
Bedingung aufzustellen ist, indem die gegebenen Punkte in der Netzskizze durch 
einen Polygonzug mit einander verbunden werden, dabei aber aus dem Polygonzuge 
kein geschlossenes Polygon gebildet wird, indem die das Polygon vollends schliefsende 
Verbindungslinie weggelassen wird. 

In anderen Fällen wird zweckmäfsig in der Weise vorgegangen, dafs zuerst 
so, wie unter Nr. 3 erläutert ist, die Bedingungen festgestellt werden, die ohne 
Berücksichtigung der gegebenen Stücke zu erfüllen sind, dafs dann ein gegebenes 
Stück ausgewählt wird, das zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs genügt, und 
dafs nunmehr für jedes weitere gegebene Stück nacheinander festgestellt wird, welche 
Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 



•) Das hier dargestellte Verfahren kann auch eingeschlagen werden, wenn die Be- 
dingungen festzustellen sind, die die behufs Bestimmung von Strahlen-Richtungen unabhängig 
von einander beobachteten Winkel erfüllen müssen. Man braucht nur die Strahlen als Punkte 
und die Winkel als Verbindungslinien der betreffenden Punkte darzustellen, um nach der sich 
ergebenden Figur die zu erfüllenden Bedingungen einfach und sicher festzustellen. Für die 
Bestimmung der Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen können die Formeln (174) imd (175) 
angewendet werden, wenn unter n« und Ng die Anzahl der beobachteten Winkel, imter n 
die Anzahl der neu zu bestimmenden Richtungen verstanden wird. 

Auch die weitere Durchführung der Rechnung kann ebenso erfolgen, wie im folgenden 
''«liiele 1 und 2 gezeigt wird. 



2^^ Bedingte Beobachtungen. IL T. V. A, 

Beispiel 2: In untenstehender Figur ist das Nivellementsnetz durch Hinzo- 
fügung des die gegebenen Punkte verbindenden Polygonzuges Q 1 — lOl 5^ — ii^ 
— ',/50 ergänzt, womit eine Darstellung der 5 geschlossenen Polygone *i , 6, c^ 
d , e gewonnen ist, worin die Bedingung zu erfüllen ist, dafs die Summe der Höhen- 
unterschiede gleich Null sein mufs. 




Fig. 24. 



§ 53. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und ^vettere 

Durchführung der Rechnung. 

Nachdem die zu erfüllenden Bedingungen festgestellt sind, können die Be- 
dingungsgleichungen hingeschrieben werden und kann die weitere Rechnung in der 
im § 51 dargelegten Weise durchgeführt werden. Es kann aber für Polygonnetze 
noch eine weitere Vereinfachung erreicht werden, indem filr die Bildung der Faktoren 
der Endgleichungen mechanische Regeln aufgestellt werden, wonach diese Faktoren 
direkt aus den Gewichten der Beobachtungsergebnisse gewonnen werden können. 
Diese Regeln können besser für das Beispiel 2 entwickelt werden als filr das 
Beispiel 1, weshalb wir das Beispiel 2 hier zuerst behandeln. 

Beispiel 2: Die Polygone» wofiir die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, sind bereits in obenstehender Figur mit a , b ,c ,d , e bezeichnet Die |,Polygon- 
richtung", die wir bei Zusammenstellung der Höhenunterschiede in den einzelnen 
Polygonen innehalten, ist durch die die Buchstaben umschliefsenden Pfeile bezeichnet, 
während die Richtung, worin die beobachteten Höhenunterschiede genommen sind, 
durch die neben den Zuglinien eingetragenen Pfeile bezeichnet ist. Stimmt Polygon- 
richtung und Zugrichtung überein , so ist der Höhenunterschied in den Bedingungs- 
gleichungen im positiven Sinne, im anderen Falle im negativen Sinne zu nehmen. 

Sind 1 , 11 , III , XI nun die wahrscheinlichsten Werte der Höhenunterschiede 

*n den Zügen 1,2,3, 11, so ergeben sich nach unserer Figur folgende Be- 
dingungsgleichungen : 



Polygon a: + IV 4 V + IX -f X + XI - VIII -0 = 5 
6: - Il-f III + \1II-VII = 0- " 
c: -f II— I-f JHf =0 -S 



a f 



d: 

e : 



-f V + VI-f jH^jr, = o = .s^. 



e f 



Hiernach ergeben sich die Faktoren der Endgleichungen wie folgt: 
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Nr. 




h't-i'i- 


T- j p'-iV- 
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'l'-'-r-'^-""] 
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U 


Fi 


. -1 , 

- -1+1 . . 

1 

.1, ..... 

+1 ■ ■ ■ ■ j+i 

■ 1 ■ ; - j ■ +1 

-J+i . . . 

+1 • - - - 

+1 ■ ■ 1 - . 

t 

Vergleichen 
*ur 24, so er^ie 


1 

1 : 
■ 1 ■ ■ , • 

+ -■■'.■ 

wir die in den einzeln 
bt sich folgendes: 


1.1 1 i 1 

/■' ' ^'^l'l' '1' 'l'' 
'l-l '• '■' .1' 

"'■i ■ ^'- i ■ ' ■ ■ r^ ■ f ■ 

en Spalten stehenden Summanden mit 



t gleich der Sur 



: der reziproken Werte der Gewichte der Züge, 



die in dem Polygon " vorkommen, und ebenso sind < ' ~ ' 

gleich der Summe der reziproken Werte der Gewichte der Züge , die in den 
Polygonen b, e, d, e vorkommen. 

Ferner ist gleich dem reziproken Werte des Gewichtes des Zuges, den 

die Polygone a und b gemeinschafllich haben, und ebenso sind - , \ • \ > 

gleich den reziproken Werten der Gewichte der Züge , die die Polygone a 

und d, a und e, 6 und f, b und d gemeinschaftlich haben, während , , 

, > r gleich Null sind, entsprechend dem, dafs die Polygone a und 

t, b und e, c und d, c und e, d und e keinen Zug geiueinschaiUieh haben. Das 

Vorzeichen der Produktensummen , , , , ist positiv, 

wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden benachbarten Polygonen in gleicher 

Polygonrichtung, dagegen negativ, wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden 

benachbarten Polygonen in entgegengesetzter Polygonrichtung genommen ist und 

deshalb der wahrscheinlichste Wert für den gemeinschaftlichen Zug in den beiden 

betreffenden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen hat. 

Hiemach ergeben sich folgende Regeln (br die Bildung der Faktoren der 

Endgleichungen : 

'' l~" 'I" I ' I I ' ~ ' ^'"'^ gleich der Summe der reziproken 

Werte der Gewichte der ZQge, die den Polygonen a, ft, e, d, .... an- 
gehören. 
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Bedingte Beobachtungen. 



n. T. V.A. 



2. Berechnung der Widersprüche, Zusammenstellung der reziproken Werte der 

Gewichte, sowie der Verbesserungen. 



Der Züge 

^"- End- 
punkt. 



ifangs- 
' punkt. 



Höhen- 
unter- 
schiede. 



1^ 

P 



Verbesser- 
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Polygon n . 
-f 4 0,4815 0,98-1- 
-I- 5 0,3038 1,79 + 
+ 9 x8,2362 1,43 + 
+ lo X7,3380 1,09 -f ( 
-f II 0,3545 0,91 +( 
— 8 3.2962 1,02 — 



(4) 
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lO) 

II) 
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I. 

Polygon 6 . 
2 X9,4375 2,27 ; — 
3X9,5052 0,89l-f 
8x6,7038 1.02 -f 



— 10,2 



— 7 4,33781.56 
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Polygon d, 

4-3 X9,5052 0.89 4- (3)-rl.3 

4-4 0,4815 0,98 4- (4) -2.0 

4- AH 0,0140 

^2^= 0,0007 1,87 -0.7 



Polygon €, 
4-5 0,30381,79 4- (5) -3,9 
4- 6 X8.9010 2,00 -f ( 6) - 3.» 
-f AH 0.8030 

— ;; = 2,^ 0,0078 3,79 - 7.S 



3. Auflösung der Endgleichungen. 
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Bedingte Beobachtungen. 



II.T. V.A. 



2. 



a b 


1 


ae 


t 


ad 




sind gleich 


P i 


[6f] 




[ p \ 
\bd] 




den reziproken 




P 


} 


P 


* a • • • 


Werten des 




cd 




Gewichtes der 




[p \ 


, . . . . 

• • • • 


den Polygonen 



rt u. b, au. f , ou. d, 

6 u. c , 6 u. rf , 

eu.d , 



mein- 
schaft- 
liehen 
Züge, 



und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die Höhenunterschiede des gemein- 
schaftlichen Zuges in beiden Polygonen in gleicher Richtung, mit negativem Vor- 
zeichen, wenn sie in beiden Polygonen in entgegengesetzter Richtung genommen 
sind und deshalb der wahrscheinlichste Wert ftlr den gemeinschaftlichen Zug in 
den beiden betreffenden Bedingungsgleichungcn gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen hat. 

Diese Regeln gelten allgemein ftlr alle Polygonnetze, einerlei ob sie an 
gegebene Punkte angeschlossen sind oder nicht. 

Werden demnach bei Berechnung der Widersprüche / gleich die Summen 
der reziproken Werte der Gewichte der in dieser Berechnung vorkommenden 
Bcobachtungscrgebnissc mit gebildet, so können danach die Faktoren der End- 
glcichungcn ohne weiteres hingeschrieben werden. 

Mit Benutzung dieser Regeln ftir die Bildung der Faktoren der Endgleichungen 
kann die Rechnung durchgeftlhrt werden wie folgt: (Siehe die Tabellen auf 
Seite 238 und 239.) 

Beispiel 1: Für das im § 52 behandelte trigonometrische Höhennetz sind 
die Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte in folgender Tabelle zusammen- 
gestellt: 
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0.(59 
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Die Gewichtseinheit ist das Gewicht eines Höhenunterschiedes für einen Strahl 
von 20 km Länge in na^iezu horizontaler Richtung. 

Die Dreiecke, wofür nach § 52, Nr. 3 die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, zeichnen wir uns nochmals getrennt auf, bezeichnen sie mit a , 6 , c , d , e und 
kennzeichnen die Richtung, die wir bei Zusammenstellung der Höhenunterschiede 
innehalten wollen, durch um die Buchstaben gezogene Pfeile. Dann ergeben sich 
die Bedingungsgleichungen vfie folgt: 

Aa: -h I- V— 11 = = 5^, 

Ab: + 114- Vl-h IIl = = 5j, 

Ac: -III— VII+ IV = = 5,, 

Ad: H- VI~VII-VIII = = 5^, 

Ae: -f I— IX-h IV = = 5,. 

Die weitere Rechnung gestaltet sich ganz ebenso wie beim Beispiele 2, wes- 
halb wir ihre Durchführung unterlassen. 



3. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 

von Dreiecksnetzen. 

§ 54. Spezielle Regeln für die Feststellung der Gesamtanzahl 

der zu erfüllenden Bedingungen. 

1. Bei der Berechnung von Dreiecksnetzen ist in erster Linie darüber zu 
entscheiden, wie die auf den einzelnen Standpunkten erlangten Beobachtungsergeb- 
nisse behandelt und in die weiteren Rechnungen eingeführt werden sollen. 

Bei Dreiecksnetzen niederer Ordnung und auch bei Dreiecksnetzen höherer 
Ordnung, die lediglich gelegt werden, um den Dreiecksnetzen niederer Ordnung als 
Grundlage zu dienen und die nicht für weitergehende wissenschaftliche Zwecke 
benutzt werden sollen,*) können die auf den einzelnen Standpunkten erlangten 
Beobachtungsergebnisse für sich ausgeglichen werden und können die hierdurch 
gewonnenen wahrscheinlichsten Werte der Winkel oder Richtungen in der Regel 
ohne weiteres als unabhängige Beobachtungsergebnisse**) in die Berechnung des 
Dreiecksnetzes eingeführt werden. 

Wenn aber eine möglichst grofse Genauigkeit der Rechnungsergebnisse ge- 
fordert werden mufs, so müssen entweder die Bedingungen, die sich für die auf 
den einzelnen Standpunkten beobachteten Winkel oder Richtungen ergeben, den 
sich im übrigen für das Dreiecksnetz ergebenden Bedingungen hinzugefügt werden 
und die sich daraus ergebenden Rechnungen im Zusammenhange durchgeführt 
werden, wie es im 1. Kapitel dieses Abschnittes für ein einfaches Beispiel gezeigt 
ist, oder es mufs das im folgenden Abschnitte behandelte Verfahren für bedingte 



*) Vergleiche: Die Verbindungs-Triangrulation zwischen dem Rheinischen Dreiecksnetze 
der Europäischen Gradmessung und der Triangulation des Dortmunder Kohlenreviers der 
Landesau&ahme von Dr. phil. C. Reinhertz, Stuttgart, Karl Wittwer, 1889, worin aus- 
ftlhrlich über die bezeichnete, von der Preufsischen Katasterverwaltung lediglich für die 
Neumessung gröfserer Komplexe ausgeführte Triangulation I. Ordnung berichtet ist. 
*) Vergleiche die Einleitung zum II. Teile, § 15, Nr. 3, Seite 55. 
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vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen werden. Welches dieser beiden Vei 
fahren zti wählen ist, wird in der Regel danach zu entscheiden sein, ob das eine 
oder das andere einfacher zum Ziele führt. 

Da nun im vorhergehenden bereits in genügendem Umfange erläutert ist, wj« 
die Ausgleichung der auf einem Standpunkte beobachteten Winkel oder Richtungen 
durchzuführen ist, oder wie die sich dafür ergebenden Bedingungen feslzustell«! 
sind,*) so wird im folgenden nur behandelt, wie die sich im übrigen für ein Drei- 
eeksnetz ergebenden Bedingungen festzustellen sind und wie danach die Rechnungen 
weiter zu fuhren sind, wenn die aus den Beobachtungen auf den einzelnen Slan« 
punkten folgenden wahrscheinlichsten Werte der Winkel oder Riehtungeo 
Dreiecksnetzberechnung eingeführt werden ohne Rücksicht darauf, wie diese Wertft-J 
gewonnen sind. 

Wir machen in dieser Beziehung nur eine Ausnahme für die einfachen Falle,^ 
wo auf einem Punkte entweder die sämtlichen den Horizont schlielsenden Winfcd 
oder wo neben den Einzelwinkeln einzelne Winkelsumnien unabhängig von einander 
beobachtet sind und die Beobachtungsergebnisse als unabhängige Winkel in die 
Dreiecksberechnung eingeführt werden, um diese einfachen Fälle gleich in ihrem 
ganzen Umfange im Zusammenhange zu behandeln und um für Dreiecksnetze mit' 
unabhängigen Winkeln allgemein gültige Formeln zur Berechnung der Anzahl dcrj 
zu erfüllenden Bedingungen aufstellen zu kOnnen. 



3. In Dreiecksneizen ergiebt sich die Anzahl der zu erteilenden Bedingungea.'l 
verschieden je nachdem Winkel oder Richtungen in die Rechnung eingeführt werden. 

Werden Winkel eingeführt, so sind zur einfachen, nicht versicherten Bestim- 
mung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 2 Winkel in einem Dreieck 
und für jeden weiteren Punkt ebenfalls 2 Winkel genügend. Wenn n^, Punkte 
vorhanden sind, so sind zur einfachen nicht versicherten Bestimmung ihrer gegen- 
seitigen Lage 2 + 2(nj, — 3) = 2iij, — 4 Winkel genügend. Alle Übrigen Winkdj 
sind überschüssig und liefern je eine Bedingung, so dafs, wenn n„ Winkel vor^ 
liegen, die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen n^ — (2« — i) — ^„ — 

Werden Richtungen in die Dreiecksnetzberechnung eingeführt, so sind zuerst' 
die auf den einzelnen Standpunkten beobachteten Richtungen gegenseitig zu oriea' 
tiren. Zur einfachen , nicht versicherten gegenseitigen Orienlirung der Richiungt 
bt für jeden Standpunkt eine Richtung genügend, so dafs also zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Orientirung der auf n,, Standpunkten beobacliteten 
Riehtungen ",, Richtungen genügen. Ferner sind zur einfachen, nicht versicherten 
Bestimmung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Funkte ü orientirte Richtungen 
und für jeden weiteren Punkt ebenfalls 2 orientirte Richtungen genügend, so dafs 
also für n^ Punkte 2 + 2(11^, — 3 ) = 2 «^ — 4 orientirte Richtungen genügen. Im 
Ganzen genügen also zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage von n^ Punkten aus Richtungen, die auf n,, Standpunkten beobachtet sind, 
n,j-)-2n^ — 4 Richtungen. Alle weiteren Richtungen sind überschüssig und liefern 



I 
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;en- M 
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') Vergl. das Beispiel im § 20 unil die §§ 32—34. sowie die §§ 53 und 53, insbesondere 
die Note zu § fi3, Nr. 3, Seite 235. 

Die Ausgleichung von Rieht ungsbcobactituagen in unvollständigen Sätzen nach dem 
VerTahren fQr bedingte Beobachtungen ist nicht behandelt, weil fQr solche Beobachtungen in 
der Regel bei der Berechnung des Dreiecksnetzes zwcckmSfsiKcr dos Verfahren für bedingte 
vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen wird. 

Siehe ferner Gaufs, Die trigonometrischen und polygonoractri sehen Rechnungen 
n. 1. w. 2. Auflage, I. Teil. Abschnitt V. 
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: Bedingung. Demnach ist die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen, wenn 
, Richtungen vorliegen, gleich n^ — i n_j + 2n^ — *) = ", — ",[ — 2it_ -1-4. 

Ist das Netz angeschlossen an n„ Dreiecksaeiten , deren Neigungen oder 
Richtungen gegeben und unverändert beizubehalten sind, so genügt eine Anschlula- 
Seite zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs, so dafs n„ — 1 Anschlüsse öbei- 
schüssig sind und demnach in diesem Falle zu der oben berechneten Anzahl von 
Bedingungen noch n^ — 1 Bedingungen hinzukommen. Bei der Abzahlung der 
im Dreiecksnetze beobachteten Winkel oder Richtungen ist in diesem Falle zu 
beachten, dafs die Anschlufswinkel oder Ansehlufsrichtungen nicht mitzuzahlen 
sind, wenn die betreffenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze 
angeh&ren. *) 

Ebenso ist, wenn das Dreiecksnetz an «„ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Langen gegeben und unverändert tieizubehalten sind , eine Dreiecksseite 
zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs genügend. Die überschüssigen a^^ — 1 
Anschlufsdreiecksseiten liefern demnach noch weitere >„ — 1 Bedingungen zu den 
Obrigen. 

Für lediglich durch Rückwärtseinschneiden bestimmte Dreieckspunkte erhalten 
die Bedingungsgleichungen eine so komphzirte Form, dafs solche Drei ecksp unkte 
zweck mäfsig aus dem nach dem Verfahren für bedingte Beobachtungen aus- 
zugleichenden Netze ausgeschieden werden und besonders nach dem Verfahren 
für vermittelnde Beobachtungen berechnet werden. Bei Abzahlung der Punkte 
und Riclitungen werden diese Punkte und die darauf beobachteten Winkel oder 
Richtungen daher ausgeschlossen. 

Hiernach ergeben sich die folgenden Regeln: 

In Dreieeksnetzen, woraus rückwärts eingeschnittene Punkte 
und die auf diesen beobachteten Winkel oder Richtungen aus- 
geschieden sind, ist die Gesamtanzahl .■ der zu erfüllenden Be- 
dingungen, 



(i;«» w 

ikel vorl 



r-7.„-2i.^ + 4, 



llTii wenn zur gegenseitigen Festlegung von h^, Punkten n,. 
Richtungen aufn,, Standpunkten vorliegen,: 

(1IN> wenn das Netz aufserdcm noch an n„ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigung oder Richtung gegeben und unver- 
ändert beizubehalten ist, gleich der sich nach |i;6| oder (i;;i erge- 
benden Anzahl plus n„ — l, 

li;») wenn das Netz aufserdem noch an >„ Dreieeksseiten an- 
geschlossen ist, deren Länge gegeben ist, gleich der sich nach ll?«> 
oder (177) und (l^N) ergebenden Anzahl plus .„-1. 

Bei Abzahlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden 
Anschlufswinkel oder AnschlufsrichEungen nicht mitgezählt, wenn 
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(tie t>frtr«:tfenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecks- 
nrt/r «tfi gehören. 

hri«|>irlc: In den Zeichnungen zu den nachfolgenden Beispielen sind die 
l'itrtktr. Wiiikrl oder Richtungen für sich fortlaufend nummerirt, so dafe die letzte 
NiMiiiiirir, <lit? <lurvh Unterstreichen gekennzeichnet ist, die Anzahl der Punkte, 
W»Mkrl (uirr Kichtungen angiebt. 

( «rji£4'^l>rnr Tunkte sind durch Doppelkreise, gegebene Dreiecksseiten durch 
ili4Hr I inicn hrrvoi-gehoben. 
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Beispiel 2. 




= 19 



2.6 + 4^11 



Beispiel 4. 
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(i;6) M -211^^4=12— 2-6— 4-:4> 



< n 



1=2— i = n = 5. 
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Beispiel 6. 
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Fig. 31. 
(176) r = n„-2n„ + 4 = 27~2.7-f 4=17. 



fS 

\ „ 

Fig. 32. 

(177) r = n,-2np-n,, + 4 
= 20 — 2.6 — 6 +4 
= 6. 



Beispiel 7. 




Fig. 33. 

(177) r = n^ — 2 np — n,, + 4 

= 27 — 2.7-6-1-4 = 11 



i46 Be<fiiigte Beobachtungen. II. T. V. A. 

§ 55. Einteilting der Bedingungen in Klassen und spezielle 
Regeln für die Feststellung der Anzahl der zu erfüllenden Be- 
dingungen einer jeden Klasse. 

t. Für die sichere Feststellung der richtigen zu erfüllenden Bedingungen io 
Dreiecksnetzen ist es zweckmäisig, die Bedingungen in 3 Klassen einzuteilen und 
festzustellen, wie viel von den Oberhaupt zu erfOllenden Bedingungen auf die ver- 
schiedenen Klassen entfallen. 

Wir teilen die zu erfüllenden Bedingungen demnach ein in 

a) Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, 

b) Bedingungen IL Klasse oder Netzwinkelbedingungen und 

c) Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen. 

^. Die Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen 
ergeben sich aus den überschüssigen Winkeln, die zur gegenseitigen Festlegung 
der Strahlen-Richtungen auf den einzelnen Stationspunkten vorliegen. 

Zur einfachen» nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der auf einem 
Standpunkte zu bestimmenden Richtungen genügen « — 1 Winkel, wenn n die 
Anzahl der Richtungen ist. Sind nun in einem Dreiecksnetze n^^ Standpunkte 
vorhanden und auf diesen n^ Richtungen zu bestimmen, so genügen demnach zur 
einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Festiegung der Richtungen auf den 
tnnzelntn Standpunkten n^ — n^^ Winkel, so dafs, wenn überhaupt «^ Winkel vor- 
liüigcn, n^— (n^ — n,J=n^ — n^-f n,^ Winkel überschüssig sind und ebensovide 
Bedingungen I. Klasse zu erfüllen sind. 

Wir erhalten daher als Regel: 

(IHO). In Dreiecksnetzen ist die Anzahl Tj der zu erfüllenden 
Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn «, 
Winkel zur Bestimmung von n^ Richtungen auf n^, Standpunkten 
vorliegen,: 

^l = ^w — ^r + ^st' 

VsiWh keine Winkel sondern Richtungen vorliegen, so kommen keine Be- 
/IiriKiinK'^n I- Klasse vor, denn, wie bereits angeführt ist,') werden entweder die 
/ ri/lj(iiltiK''" Werte der Richtungen ohne Rücksicht auf ihre Ableitung aus den 
i*nrr»ittelbarcn Beobachtungsergebnissen in die Rechnung eingeführt oder es wird 
fUx Verfahren für bedingte vermittelnde Beobachtungen angewendet. 



Beispiel 1 
Beispiel 2 
Beispiel 8 
Beispiel 4 
Beispiel 5 



(180) r^ = n^-n^ + n,,= 13-18-f 5 = 0, 

= 19 — 21 -f 6 = 3 , 
= 9 — 14 + 5 = 0, 
= 14 — 20 + 6 = , 
= 27 - 82 H- 6 = 1 . 



%, Die Bedingungen II. Klasse oder Netzwinkelbedingungen ergeben 
4»/h Htm <len überschüssigen Winkelbestimmungen, die in den einzebien, ge- 
t/hl/'^^ne Dreiecke oder Polygone bildenden Teilen des Dreiecksnetzes vor- 
httftfitu «lind, 

•| Vrricl'-i^lic § 54, Nr. 1. 
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In einem geschlossenen Polygone mit n^^ Punkten ist, wenn sämtliche Winkel 
bestimmt sind, ein Winkel überschüssig, die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen 
also gleich eins, oder gleich «,, — (n,^ — 1). Tritt nun eine weitere irgend zwei 
Punkte des Polygons verbindende Linie hinzu, an deren beiden Enden die 
Winkel bestimmt sind, die die neue Linie mit den vorhandenen Linien bildet, so 
entstehen zwei geschlossene Polygone und in jedem dieser Polygone ist ein Winkel 
überschüssig. Damit kommt auch eine neue Bedingung 
hinzu, so dafs die Anzahl (»,< + 1 ) — (n^^ — 1 ) wird. 
Treten weitere neue Linien hinzu, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind, so kommt mit jeder 
neuen Linie auch eine neue Bedingung hinzu und wenn 
n^ neue Linien hinzugekommen sind, so ist die Gesamt- 
anzahl der Bedingungen («,! + »„) — (»,|— 1). Da 
nun in dem ursprünglichen Polygone n^, Linien vor- 
handen sind, so stellt n^^ -f n^ die Anzahl aller überhaupt 
vorhandenen Linien dar, an deren beiden Enden die 
Winkel bestimmt sind, und wenn wir diese Anzahl mit »^ bezeichnen, so erhalten 
wir für die Anzahl rjj der Bedingungsgleichungen II. Klasse: r^^ = n^ — n^^-f 1. 

Durch Linien, wofür nur an einem Ende die Winkel bestimmt sind, die sie 
mit anderen Linien bilden, entstehen keine neuen geschlossenen Polygone, worin 
ein Winkel überschüssig ist; es kommt dadurch also 
auch keine neue Bedingung hinzu. Bei Bestimmung der 
Anzahl n^ der Linien müssen daher auch alle solche 
Linien ausgeschlossen werden. Ebenso müssen auch 
bei Bestimmung der Anzahl n,^ der Punkte alle die 
Punkte ausgeschlossen werden, die nur durch einseitig 
bestimmte Linien festgelegt, also vorwärts eingeschnitten 
und keine Standpunkte sind, worauf Winkel beob- 
achtet sind. 

Wenn das Dreiecksnetz an Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigungen gegen eine Abscissenaxe gegeben und unver- 
ändert beizubehalten sind, so genügt die Neigung einer gegebenen Dreiecksseite 
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Neigungen der neu zu bestim- 
menden Dreiecksseiten. Die Neigungen aller übrigen gegebenen Dreiecksseiten 
sind überschüssig und liefern je eine zu erfüllende Bedingung. Wenn also die 
Neigungen von n^ Dreiecksseiten zum Anschlufs gegeben sind, so liefern sie n^ — 1 
Bedingungen, womit die Gesamtzahl aller Bedingungen II. Klasse rj^:=n^ —n^^ 

+ 1 + ( ^a — 1 ) = **/ + **a ~ ***/ wird. 
Demnach erhalten wir als Regel : 

In Dreiecksnetzen ist die Anzahl r jj der Bedingungen IL Klasse 
oder der Netzwinkelbedingungen, 

(181) wenn n^^ Standpunkte durch n^ Linien verbunden sind, an 
deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind,: 

(182) wenn das Netz aufserdem an n^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigungen gegeben und unverändert bei- 
zubehalten sind,: 




st-t 



II 



= »»; — ^*r + »»< 
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Beispie 
Beispie 
Beispie 
Beispie 
Beispie 
Beispie 
Beispie 



1: (18t) r,, 
2 

(1S3) Tj, 



3 

4 
5 
6 

7 



= n,— 



(I8l)r,, = n,~n,, + 1 



= n, — 



9 

9 

7 

9 

12 

10 

12 



5+1 
5 + 1 

5 + 2 

6 + 2 
6 + 1 
6 + 1 
64-1 



5, 
5, 
4, 
5, 

7, 
5, 

7.. 



4. Die Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen in Dreiecks- 
netzen ergeben sich aus den überschüssigen Dreiecksseiten, die zur Bestimmung 
der Dreieckspunkte vorhanden sind. 

Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen Lage der 
ersten beiden Dreieckspunkte genügt eine Dreiecksseite, während für den einfachen, 
nicht versicherten Anschlufs eines jeden weiteren Punktes zwei Dreiecksseiten 
erforderlich sind. Sind also n^ Dreieckspunkte ihrer Lage nach gegenseitig fest- 
zulegen, so genügen hierzu 1+2(71^ — 2) = 2np— 8 Dreiecksseiten. Alle weiteren 
Dreiecksseiten sind überschüssig und liefern je eine Bedingung, so dais, wenn 
überhaupt n^ Dreiecksseiten bestimmt sind, die Anzahl t ^ der Bedingungen 
III. Klasse ^/// = »*, — 2 n^ -f 3 ist. 

Hierbei ist es einerlei, wie die Dreiecksseiten bestimmt sind, also auch, 
ob die Winkel an beiden Enden oder nur an einem Ende der Dreiecksseite be- 
stimmt sind. 

Wenn in dem Dreiecksnetze Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Länge 
gegeben ist , so genügt eine solche Dreiecksseite , um daraus die Länge aller neu 
zu bestimmenden Dreiecksseiten einfach, nicht versichert abzuleiten. Jede weitere 
gegebene Anschlufsseite liefert eine überschüssige Bestimmung des Längenmaises 
der neu zu bestimmenden Dreiecksseiten und somit auch eine zu erftkllende Be- 
dingung. Wenn daher «„ Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Länge gegeben 
ist, so wird die Anzahl der Bedingungen III. Klasse r^y^ = n^ — 2n +3+(«^ — 1) 

Demnach ergiebt sich die Regel : 

Die Anzahl r jjj der Bedingungen III. Klasse oder der Seiten- 
bedingungen in Dreiecksnetzen ist, 

(183) wenn n Dreieckspunk te durch n^ Dreiecksseiten ver- 
bunden sind,: 



/// 



= '»,-2n^ + 3. 



(1H4) wenn aufserdem die Längen für «^ Dreiecksseiten des 
Dreiecksnetzes gegeben sind,: 



/// 



= '».-2n^ + «„ + 2. 



Be 
Bc 
Be 
Be 
Be 
Be 
Be 



spiel 1 
spiel 2 
spiel 3 
spi el 4 
spiel 5 
spiel 6 
spiel 7 



(IVÖ 


r„i „,_2np + 3 9-2-5 + 8 2, 




— 12 — 2-6 + 8 = 8, 


(1N4) 


,/,/ „^_2np + ,„ + 2_7-2.5 + 2 + 2 


(!^:J) 


r„/ — n,-2n^,+ 3= 9—2.6 + 8 — 0, 




= 20-2-7 + 8 = », 




= 10 — 2-6 + 8b1, 




= 15 — 2' • 



=1, 
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5. Die Summe »■/ + **// + »• //^ der sich nach den Regeln (180) bis (184) 
ergebenden Bedingungen I., IL und III. Klasse mufs übereinstimmen mit der sich nach 
den Regeln (176) bis (179) ergebenden Gesamtanzahl r aller in einem Dreiecksnetze 
zu erfüllenden Bedingungen, womit eine Sicherung ftlr die richtige Bestimmung der 
Anzahl der Bedingungen gewonnen wird. 



§ 56. Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen. 

1. Die Bedingungen I. Klasse können in jedem Falle gefunden werden, indem 
zuerst für jeden einzelnen Standpunkt festgestellt wird, wie viel Bedingungen 
die vorliegenden Winkel nach Regel (180) erftülen müssen, und indem diese Be- 
dingungen nach der im § 52, Nr. 3 gegebenen Anleitung aufgesucht werden. Viel- 
fach werden die Bedingungen I. Klasse aber ohne weiteres nach der Figur, worin 
die vorliegenden Winkel bezeichnet sind, gefunden und hingeschrieben werden 
können. 

Beispiele: Nach §55, Nr. 2 sind im Beispiele 2: r^=3 und im Beispiele 5: 
rj=l Bedingungen I.Klasse zu erfiillen, in allen übrigen Beispielen keine. Nach 
Figur 28 sind die 3 Bedingungen des Beispieles 2: 

1. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel 4 und 5 gleich 
sein mufs dem wahrscheinlichsten Werte des Winkels 7, 

2. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel 10 und 11 gleich 
sein mufs dem wahrscheinlichsten Werte des Winkels 12 und 

3. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf Punkt 6 
gleich 360''"' sein mufs. 

Ebenso ist die eine Bedingung des Beispieles 5 nach Figur 31 die, dafs 
die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf Punkt 7 gleich 360^ 
sein mufs. 

3. Die Bedingungen II. Klasse werden am einfachsten und sichersten in der 
Weise festgestellt, dafs, wenn das Netz nicht sehr einfach ist, zuerst alle ge- 
schlossenen Dreiecke und Polygone, worin sämtliche Winkel bestimmt sind und 
die einfach ohne Diagonalverbindungen aneinander hängen, besonders aufgezeichnet 
werden. Für jedes dieser geschlossenen Dreiecke und Polygone ergiebt sich dann 
die eine Bedingung II. Klasse, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der 
Winkel den Sollbetrag 180^ oder (n — 2)-180° erfüllen mufs. Werden dann 
die übrigen Diagonallinien, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, 
einzeln nach einander hinzugenommen und jedesmal für eines der beiden Dreiecke 
oder Polygone, die durch Hinzutritt einer Diagonallinie entstehen, die Bedingung 
angesetzt, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel den Soll- 
betrag 180^ oder (n — 2)-180'^ erfüllen mufs, so werden damit alle Beding- 
ungen II. Klasse gefunden bis auf die, die sich aus dem Anschlufs des Netzes an 
Dreiecksseiten ergeben, deren Neigungen gegeben und unverändert beizubehalten 
sind. Letztere werden dann gefunden, indem zuerst eine gegebene Dreiecksseite 
nu^enomiiien und dann einzeln festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
"tritt ieder einzelnen der weiteren gegebenen Dreiecksseiten ergiebt. 
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Fig. 36. 



Beispiel 1 : Für die einfach aneinanderhängenden Dreiecke a, h , c ergeben 

sich zunächst die 8 Bedingungen, da& 
in jedem dieser Dreiecke die Summe 
der wahrscheinlichsten Werte der Win- 
kel 180° sein muis. Durch Hinzutritt 
der Diagonallinie 5—8 ergiebt sich dann 
weiter die Bedingung, dafs dies auch der 
Fall sein mufs für das Dreieck d und 
durch Hinzutritt der Diagonallinie 1—3 
fllr das Dreieck e, womit die aufzusuchenden 5 Bedingungen II. Klasse bestimmt sind. 

Beispiel 2: In gleicher Weise ergiebt 
sich für das Beispiel 2, dals die 5 Beciingungen 
II. Klasse aufzustellen sind ÜXr die in den Fi* 
guren 37 dargestellten Dreicke a ,b ,e ,d und e, 

Beispiel 3: Die ersten 8 Bedingungen 

11. Klasse sind aufzustellen ftlr die 8 einfach 

aneinanderhängenden Dreiecke, woraus das 

^^' ' * Netz besteht, und die vierte Bedingung ergiebt 

sich daraus, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf 

Punkt 2 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenen Neigungen der Drei- 

ccksseiten 2—1 und 2—3. 

Beispiel 4 : Ebenso ergeben sich die ersten 4 Bedingungen für die 4 Drei- 
ecke des Netzes und die ftlnhe daraus, dafs die Summe der Winkel an dem 
Polygonzuge 1—3 — 4—6 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenen 
Neigungen tür die beiden Anschlufsseiten plus n. 180"^ . 

Beispiel 5: Wie beim Beispiele 1 und 2 ergeben sich hier die in den 
Figuren o> dargestellten Dreiecke ^ ,&,<•, f' ,«, y , * , woftü" die 7 Bedingux^en 
11. Klasse anzusetzen sind. 







Fic. ciS. 






Die "^ Bt^viir.gungt n II. Kla 





sind anzusetzen ftr die 5 emtach 
anemandertriü ag c n den Dret- 
ecke. woraus das Netz be^ 

jf steht. 

Beispiel T: DieTDrei' 
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3. Behufs Aufsuchung der Bedingungen III. Klasse zerlegen wir das Dreiecks- 
netz nötigenfalls in kleinere Teile und zwar so, dafs in jedem Teile nur eine einzige 
Linie überschüssig ist, also nur eine Bedingung zu erfüllen ist und dafs in jedem 
Teile mindestens ein Punkt vorhanden ist, der mit allen übrigen Punkten des Teiles 
durch Dreiecksseiten verbunden ist. Wir bezeichnen diese einzelnen Teile als 
Centralsysteme und den Punkt eines jeden Centralsystems, der mit allen übrigen 
Punkten des Systems durch Dreiecksseiten verbunden ist, als Centralpunkt. 

Die einfachsten Formen der Centralsysteme sind Vierecke mit 2 Diagonalen 
oder Polygone, deren Eckpunkte sämtlich durch Dreiecksseiten mit einem anderen 
Punkte, dem Centralpunkte, verbunden sind. 

In der Regel wird die Anzahl der Centralsysteme mit der Anzahl der zu 
erfüllenden Bedingungen III. Klasse Obereinstimmen (abgesehen von den Be- 
dingungsgleichungen III. Klasse, die aus dem Anschlufs an ihrer Länge nach 
gegebene Dreiecksseiten folgen), so dafs mit Aufsuchung aller Centralsysteme auch 
der erforderliche Anhalt für die Aufstellung der Bedingungen III. Klasse gewonnen 
wird. Für die abweichenden Ausnahmefälle können keine allgemeinen Regeln 
gegeben werden; es wird aber meistens leicht sein, in diesen aufsergewöhnlichen 
Fällen die noch zu erfüllenden Bedingungen aufzufinden. 

Die einzelnen Centralsysteme werden einfach und sicher gefunden wie folgt: 
Es wird ein Centralsystem aus dem Dreiecksnetze herausgezeichnet und dann 
untersucht, ob noch weitere Dreiecksseiten vorhanden sind, die die Punkte dieses 
Centralsystems mit einander verbinden. Ist dies der Fall, so werden zuerst die 
Centralsysteme festgestellt, die sich durch Hinzunahme jeder einzelnen dieser Ver- 
bindungsdreiecksseiten ergeben. Sodann wird ein neuer Punkt mit den Dreiecks- 
seiten hinzugenommen, die diesen Punkt mit den Punkten des ersten Centralsystems 
verbinden. Zwei der hinzugenommenen Dreiecksseiten sind dann erforderlich zur 
einfachen, nicht versicherten Bestimmung des neuen Punktes, alle übrigen hinzu- 
genommenen Dreiecksseiten liefern je eine neue Bedingung und denmach auch je 
ein neues Centralsystem. Nachdem diese neuen Centralsysteme festgestellt sind, 
werden die weiteren Punkte samt den sie mit den vorher aufgenommenen Punkten 
verbindenden Dreiecksseiten nacheinander einzeln hinzugenommen und wird weiter 
verfahren wie nach Hinzunahme des ersten Punktes. 

Die Bedingungen III. Klasse, die sich ergeben aus dem Anschlüsse des Netzes 
an Dreiecksseiten, deren Längen gegeben sind, werden gefunden, indem zuerst eine 
gegebene Dreiecksseite in das Netz aufgenommen wird und dann für jede einzelne 
der weiter gegebenen Dreiecksseiten festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
ihren Hinzutritt ergiebt. 

Beispiel 1: Wir nehmen zuerst das in Figur 40 dargestellte Centralsystem 
heraus. Dann ist nur noch Punkt 4 übrig, der mit den Punkten des ersten Central- 
systems durch 3 Dreiecksseiten ver- 
bunden ist, so dafs sich durch Hinzu- 
nahme dieses Punktes mit seinen 
Dreiecksseiten 3 — 2 = 1 neues Cen- 
tralsystem ergiebt und zwar das in ^Sp 
Figur 41 dargestellte. Hiermit sind Fig. 40. Fig. 41. 

die Centralsysteme festgestellt , wofür die 2 zu erfüllenden Bedingungen III. Klasse 
aufiEusteUen sind. 
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Beispiel 2: Zuerst ist das in Figur 42 dargestellte Centralsystem heraus- 
genommen. Durch die die 
Punkte 1 und 4 dieses Central- 
systems verbindende Dreiecks- 
seite ergiebt sich das in Figur43 
und durch die Hinzunahroe des 
Punktes 3 mit seinen 8 Drei- 
5 Fig. 43. Fig. 44. ecksseiten das in Figur 44 dar- 

Yig, 42. gestellte Centrabystem. 

Beispiel 8: Es ist kein Centralsystem vorhanden, worin eine Bedingung 
III. Klasse zu erfüllen ist. Die einzige Bedingung dieser Art ergiebt sich daraus, 
dafs die Dreiecksseitenberechnung, von der ihrer Länge nach gegebenen und unver- 
ändert beizubehaltenden Seite 2 — 1 ausgehend, auf die ebenfalls ihrer Länge nach 
gegebene und unverändert beizubehaltende Dreiecksseite 2 — 3 ohne Abweichung 
abschliefsen mufs. 

Im Beispiele 4 ist keine Bedingungsgleichung III. Klasse zu erfüllen. 

Beispiel 5 : Zuerst ist das in Figur 45 dargestellte Centralsystem heraus- 
genommen, wonach sich die beiden in Figur 46 und 47 dargestellten Centralsystemc 






Fig. 45. 



Fig. 46. 



Fig. 4 



durch Hinzunahme der die Punkte 3 und 6, 1 und 4 verbindenden Dreiecksseiten 
ergeben. Die drei weiteren, in den Figuren 48 bis 50 dargestellten Centralsj'stemc 
folgen durch Hinzutritt des Punktes 2 mit seinen 5 — 2 = 8 überschüssigen Drei- 
ecksseiten und die drei letzten, in den Figuren 51 bis 53 dargestellten Centrakystemc 
durch Hinzutritt des Punktes 5 ebenfalls mit 5 — 2 = 3 überschüssigen Dreiecksseiten. 

ß - a 






CJRT>* 



Fig. 50. 



aPn7 





Fig. 53. 
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Beispiel 6: Das Netz bildet ein Centralsystem. 

4. Die sich ftlr jedes Centralsystem ergebende Bedingung III. Klasse ist die, 
dafs die Dreiecksseitenberechnung, von einer Seite als Anfangsseite ausgehend und 
auf dieselbe Seite als Schlufsseite zurückführend, fiir Anfangs- und Schlufsseite 
dasselbe Mafs ergeben mufs. Die Dreiecke, deren Winkel in die aus dieser Be- 
dingung folgenden Bedingungsgleichung eingeführt werden, haben eine gemeinschaft- 
liche Spitze, den Centralpunkt. 

In den Diagonal- Vierecken , die Centralsysteme bilden, kann jeder Eckpunkt 
als Centralpunkt gewählt werden *) und durch die Wahl des Centralpunktes werden 
die Dreiecke bestimmt, deren Winkel in die Bedingungsgleichung eingeführt werden 
müssen. 

Beispielsweise ergiebt sich für das in Figur 54 dargestellte Centralsystem nach 
§ 45 , Seite 203 und 204, wenn der Punkt 2 als Central- 
punkt genommen wird, die Bedingungsgleichung: 

8in ( V -f-VI ) 9in VU 8in I _ 
8in VIII 8in {l + II ) «n VI "" ' 

dagegen, wenn der Punkt 4 als Centralpunkt genommen 
wird, die Bedingungsgleichung: 

8in (I-fll) sin m «n V 



8in IV 8in ( V + VI ) sin II 



= 1. 




Während die Winkel der drei am Centralpunkte liegenden Dreiecke in der 
Bedingungsgleichung erscheinen, fehlen die Winkel des vierten, nicht am Central- 
punkte liegenden Dreiecks. 

Wir nehmen für die in den Figuren 40 bis 53 dargestellten Centralsysteme 
die Punkte als Centralpunkte, die in den Figuren durch C P. bezeichnet sind. 



§ 57. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und v^eitere 

Durchführung der Rechnungen. 

Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen und die weitere Durchführung 
der Rechnungen fllr Dreiecksnetze ist bereits im 1. Kapitel dieses Abschnittes aus- 
führlich an einem einfachen Beispiele erläutert worden. Es folgt daher hier nur 
noch die vollständige Rechnung für Beispiel 1 , worin mehrere Centralsysteme vor- 
kommen und in dem unabhängige Winkel in die Rechnung eingeführt sind, sowie 
für Beispiel 6, worin Richtungen in die Rechnung eingeführt sind. Weitere Erläu- 
terungen zu diesen Rechnungen werden nicht erforderlich sein. 



*) Als Centralpunkt kann auch der Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen oder 
der Durchschnittspunkt der Verlängerungen zweier gegenüber liegender Seiten des Vierecks 
genommen werden. Hierbei ergeben sich aber achtgliedrige Bedingungsgleichungen, während 
bei Annahme eines Eckpunktes als Centralpunkt sich nur sechsgliedrige Bedingungsgleichungen 
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Dreiecke a, b, c 





piel 1. 



5 0:^**3 l, 



Fig. 56. 



Fig. 55. 
Centralsy Stern g. 




Fig. 57. 
Centralsystem h. 




2^03 



Fig. 58. 




1. Bedingungsgleichungen. 

Ao: 1+ 11+ V+ XI = 180^ 

J6 : IV + IX + XII -f Xm = 1^% 

Je: III + VI + VII + Vni + X = 180\ 

Jd:VI-fIX+ X + Xni=180% 

Ae: II + VII+ XI+ XII=I80^ 

r c; 'Jl (i+_ n)*fa( UI jt_^ V ) »in VU _ - 
^'^'^' «mV»m{VII-f VIII) »mir ~ ' 

P ^ . sin (XII + XIU) «m III sinVl 
^'^'^' sinlVain (VI + VII + VIU) im XIII ~ * 



2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen- 



Bezeichnung der 

Drei- 
ecke l^u^^tc. Winkel. 



Beobachtete 
Winkel n . 



'• . 



n = n -f- r . 



ft 



n 



Verbesserungen 

(n). 



tt 



a 



2 

1 



«: 5 

4-2 

y: II 

Ha 



34 
3 

74 
68 



19 
21 

18 
00 



18,9 
34,9 
48,0 
22.0 



0,95 
0,95 
0,95 
0.95 



34 19 
3 I 21 
74 18 
68 00 ' 



17,95 
33,95 
47,05 
21,05 



(5) 
(1) 
it) 

(11) 



180 00 



03,8 
— 3,8 



3,80 , 180 00 00,00 



+ 


0.24 


+ 


U92 




1,09 


— 


1,03 


1 


O.M 



2 
5 



a: 4 

ii: 12 

+ 13 
y: 9 

Ho 



82 
16 
30 
51 



12 
19 
04 
22 



44,7 
50,0 
53,2 
37,2 



1,27 I' 
1,28 
1,27 
1,28 



82 12 

16 19 

30 04 

51 . 22 



43,43 
48,72 
51,93 
35,92 



(4) 
(IS) 



180 00 05,1 

— r>,i 



5,10 ' 180 00 00,00 



+ 1.24 

-f 0.S3 

— Ö.9: 

— 0.5: 

— 0,01 



; 3 



- 2 

•4 



a: 6 

ti 

ß' 3 
/: 10 

2c 

fc 



55 
21 
5 
55 
42 



59 
21 
02 
03 
32 



55,4 ■; 

06.1 i| 
46,6 
34,9 

41.2 , 



0,84 
0,84 
0,84 
0,84 
0.84 



I' 



55 
21 
5 
55 
42 



59 
21 
02 
03 
32 



54,56 
05,26 
45,76 
34,06 
40,36 



180 00 



04,2 
— 4.2 



— 4,20 , 180 00 00,00 



(6) 
(^) 
(S) 
(S) 
(1#) 



+ 



0,49 
0,1" 
0,01 
1,43 
0.81 



— 0,03 



,-,3 

k 4 



a: 13 

/?: 6 

y. 9 

-f 10 



,! 30 

i| 55 

I ^1 

,< 42 



04 
59 
22 
32 



51,93 
54,56 
35,92 
40,36 



(») 

(6) 

(•) 

(1#) 



2i 

fd 



180 00 



02,77 
—2,77 




:■: 1 

T 3 

r 5 



a: 2 

ß: 7 
y: II 

+ 12 



2t 



74 
21 
68 
16 



18 
21 
00 
19 



I 



47,05 
05,26 
21,05 
48,7S 



(8) 
(7) 

(11) 
(18) 




- W 



1 
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■ 




5. A U 


flösung der 


l-I- 


m- 


r;i- 


r;i- 


-ti- 


l';l- 




r;i- 


-/.. 


. 


2.2 


-' 0,9 


, + ' 32,9 


1 . 

- 13,6 1 + 2.77 


+ i 2,550 


+ 1 40.400 


1 II 

+ 12.900 1+ j 2.06» 
-' 5..^64 + 1.133 






+ 


0,409 


-- 14.955 


+ 


6,182 


— i 1,259 
+ j 0.174 
— , 0,707 


— 1 0.368 + , 13.459 ' 


ll 






+ ; 2,182 ,: + 53.809 


+ 7.336 i + 3.-2I3 




- 24.683 


— 


3.362 — 1.472 1 


■ 
















— 1,118 














! — ; 0.094 


■ 














*d = 














*. = 


i—! 1.168 


i 




— 2.910 


1-2,78. 


1 


6. Berechnung der Verbesserungen (n). 


7. ZusanimensleUung 


Nr. 




(In)) 


(n). '(n){n) 


Bezeichnung der 


Aus- 


1 






il 


Drei- Punk 


.Winkel. 


Winkel 

n + U). 






- 






- 


,«] 


. u 


1,46 


{iS))^K^ 0.24 10,058 














+ 
- 


,22 
,0« 


. -1- 


ll?< 


((i)) + ia'+ I.92l3,68B 
((2)) + *,i-| 1,09 1 1,188 








1 








_ 


.,s 


2,79 


o ,52 


a: V 


34 19 18,19 




11 






-2,78 






■ - 


2,78 


(("))+■ t. 


— 1,03 


1.061 


51 

■5 


+ n 

7: XI 


3 21 3.1,87 

74 18 4-5.1'fi 
68 00 20,0! 


12 
18 


- 


8,91 
2,»! 


- 


■ 
2,78 

■ 


- 


,08- 


Jo,08- 
H|0,56!- 
-'0,46'- 


1,16 
2,17 
3,37 
2,91 


((4)) + ** 
(da)) + 4* 
((t3)) + ^ 


+ ' 1,24 
+ 0.23 
- 0,97 


1,538 

0,053 
0,941 
0,200 


180 00t:H),[H 


((9)) + ti!-i 0,51 




la-lV 








_ 


2,91 




. 


, !. 


h|0,32j- 


2,59 


((6)) + *<- 0,49 


1 0,240 


:.,5 


1^: XII 


16 19 48,95 










— 


2,78 


+ 0,.M - 


-0,08!- 


2,27 


((7t)+*. - 0.17,' 0,029 




' +xni 


30 04 50.!« 


B 
8 










-2.01- 
-1,08 


l-!o.«'- 


2,09 
0,67 


((8})+*, + 0,01 0,000 
((3)) + *c| + l J.43 12,045 


-.4 


■/: IX 


5!32.^MI 


179 .5!Kjit.'.'0 


in 












:- 


2,91 


((io)) + i. 


- ! 0.81 


0.656 


















$3 


la: VI 

1 +vn 
+ vni 

fJ:in 
y:X 


55 59 54,07 
2l'210.j,0fl 

5 0245,77 
55 03 a.i,49 
42 32 81i,5ä 




14 
15 
16 


+ 1,M 
+ 1.16 


+ 1.37'+0.83 
+ ;0,68'+0,27!- 
+;0.ES + O,51- 


-0,01 
-0,12 


-1- 
-1- 
-i- 


1,70 
2,40 
2.10 




(n)(ii)l 


11.755 
3.610 
6,502 

3.528 




— 9,02 - 8.32 — 3,82 + 0,46 — 


20,70 












j 




179 59 59.91 

1 


|[p{n)(n)] 


25,395 




m = 


±yi3^>^i=±y^^-±i,r 




m^^ -^m 
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e DurcfafOhrung der RechnungcQ. 



Endela 


ch„ng.„. 




[?]■ 


['i^l- 


-/"»■ 


l"l- 


-n- 


Probe. 


4- ' 3 045.30 


+ 1 41,60 


+ 61,000 


■f i 951,60 — ' 33,000 








— 492.00 


+ 203,38 — 41,424 


-■ 84,07 + 17,124 


- 


3,488 


- 8.061 


- 1329.42 


- 181.08 -; 79,307 


- 24,66 — 1 10,802 

- 3,34|;-fi 3,119 


— 


4,731 


- 1 5,687 
+ ! 2,885 
- ! 0.927 


+ 1 223,38 


1 + 63,90 , - i 59,731 


— 2,915 

— 0.661 




- 0,0522 


4- 0,0488 
- 0,0015 


+ 839,53 


- 23,559 
-!- i 0,0281 


~ 


11,795 


- 11,790 


+ 0,0473 


der ausgeglic 


henen Winkel und log. 


1 


Bezeich nun 


g der 


Aus- 
geglichene 
Winkel 




Bezeichnung der 


Aus- 
geglichene 
Winkel 


log^nß. 


Drei- Punk- 
ecke, te. 


Winkel 


n + (o,l. 


Drei- 
ecke. 


''™'"i Winkel. 


n + U). 


d 


5& 


a: Xm 


30 04 50,96 




C„».,.„..„,. 1 




53 


ß: VI 
y.lX 

+ x 


5559 54,07 
51 '22 35,41 
42132:39,5.5 


' 


.?2 

33 

82 
.51 
33 




V 

1-fU 

vu + vni 

m + iv 
n 

VII 


34 19 18,19 
77 40 21.83 
26 23 50,86 
1871620,18 
741845,96 
2r2l|ü5,09 


0.248 8448 
9.989 8697 
0.352 0350 
9.831 5596 
0.016 4856 
9.561 2053 


179 59,59,99 


c 


«5 


a: 11 
ß: VII 
Y-.Xl 


74 18 45,96 
21 21 05,09 
68'00 20,02 






1 


0.000 0000 






+ xn 


16 




















Cenlralsystem h. \ 


180 00'00,02 










b 


52 


IV 


82 


1244,67|| 0.004 0240 












?,5 


? 


xu-i-xin 


46 


24 


39,91 9.8599216 










c 


:^3 


a 


VI -1- vu + vin 


82 


23 


44,93 0.003 8361 














iS2 


ß 


1U 


bh 


03 


35,49 


9.913 6819 












d 


fts 


a 


xm 


30 


04 


50,9G 


0.299 9706 










1 




S3 


ß 


VI 


55 


59 


54,0^ 


9.918 5658 














0.0000000 
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Beispiel Ü. 


/r^' \ \ 1. Bedingungsgleichungen. 

^'V° 1 ft\ ^"'-^ ^+ ^'~ '+ "~ XVI+ xvn=iai'. 
1 e^'' \ ii:-vni+ix- IV+ V - xvn + xvin = 180 , 
l ^^u — g^ Je:- xi + xn- V1I+ vni-xvra+ xix = i80'. 


jl-^' r c y d<J:-xiv + xv^ x+ XI- XIX+ xx=ieos 

X / /'^ d<: - U+ m-XIU + XIV- XX+ XVI-180-, 


Y" C.S.S 


.t7.(-I+II).in(-lV+V)«n{-VII+VlU)nn(-X+XI)«»(-Xlll+Xr 


■ em(-V+VI)»in(-VIII+IX)«n(-XI+Xn}«n(-XIV+XV)™(-ß+I 


Fig. eo. 


2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


I 
Drei- 
ecke. 


ezeichnung der 
P;^"^- Winkel. 


Winkel n. ,„,. 


cpilo, 
nna. 


Verbessenaigcn j 
derfc,. 


a 


S2 o:- 5+ 6 


65 ob! 50,6 


- 15) + (S) -|0.« 


0042 205 


-i.o(- (5I+ ('), 




gl |(?:- 1+ 3 


71 47 42,3 


- (i)+ W 


-0,8S 


9.977 699 


+ 0,7(- (i)+ (J), 




36 ,j.:-i6+i7 
1 ■^. 


43 03 29.3 


-(16) + (17) 


-lo,81 






180 00 02,2 


-2.18 




f. 


-2,2| 




0.139266 




b 


33 «:— 8+ 9 


46 31 26,1 - (8)+ (9)i+'l,02 


-2,0(- (8)+ (9I 




ga ß:- 4+ 5 


33 40 11.2 - (+)+ (s) +,0.09 


9.743 828 


+ 3,1 (- I4I+ (5) 




56 )-: — 17 + 18 


99 48 21.0 


-(•7) + (iS) :+0,s8 

14-11.69 






179 59 58.3 






ü 


+ .,7'' 1 


0.208640 




, ■ iH oi-ii + ia 


38 12, 31.4-(ii) + (ia) 


+ 1,33 


-2,6 (-(11) + 112) 


j 3 ,ß:- 7+ 8 


39 29, 53,6' - (7)+ (8) 


-0,36 


9.803 494 


+ 2,6(- (7)+ 181 


j g6 y;-i8 + i9 


102 17 33.8 


-(ia) + (i9) 


+ 0,2S 






179 59 58.8 


+ 1,22 




/. 


+ 1.2 




0.070685 




d 


j5 a:-i4 + i5 


58 


11 22,0 -(14) + (151 +!l.S7 


-l.S(-(t4)+(i5| 




,4 ^:-lo+ll 


67 


U 23,9 _„„)+(„)|Jo,3! 


0.964 794 


+ 0,9 (-(10)+ (II) 




^6 v: — 19 + ao 


M 


3«' ia,e 


-(i9) + (») +,0.« 
i+l,« 






Z^ 


179 59 5li!.5 




h 


+ 1.5 


0.090 539 




. 1 • 1 .:- a+ 3 


54 16 28,0 - (a}+ (3) +0.28 


-I,5(- (al+ 13): 


ISi .J:-i3 + i4 


65 27 10.2 —(,3) + (14) -1.31 


9.958 860 


+ 0.9(-(i3)+{i4): 


Ije ,:-20+l6 


60 16 23,3 


-(20) +(16) 


-0,50 






180 00 01,5 




-1,S3 


0.000010 


= •5, 


1. 


i-" 




— 10 


=/, 
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2 


•n 

i 

S-c 
§ ? 

2. 

1 




0«5CO-JO.U-*.WM-0^*-l»bi*MtO- 




+ 1 + 1 . + 1 


.» 






..+1 +!..+!... 


.» 




.+1 +I..+I 


.- 




+ 1 +1 +1 ... 


."• 








1 ...+.+ 1 + 1 . 


I + I l + l l + l l + l l + l 


- 


+ 




1 


i 

2. 
3- 




1 


. . . I 1 . . . . 


t 






s 


■ - 






a 






1 

na 


• • • ■ i. i- 


B 


1 


II + + 


■f 


££■ ■ SS 


+ 


..++ ++..+ + ... 


-v." 


1 


. . 1 1 






o. 














+ 


1 1 + + 


sf ■ ts- ■ ■ 


+ 


.++ + + ..++ 


; 


1 


• i l 


£. 




s 


+ 




^i-n 


'S 


+ 


++...++..++ 


A. 


1 1 


s- 


+ 


i.1. .it 


* 


s s s s 


+ 


1-. . . +. + + -i + . 


s 


1 


tt ' 


■? 


sg se- 


+ 


+ 


? 


SSISSSSSSSSäSSI 
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1 


5. Auflösung der 


aa 


. [<.6].|[«.J.j[arf] 


[«<]. 1 [«?]■ 


~fa 


[66]. [6=]. [6d]-,'[*«]. 

1 ' 


(»ll. 


-ff 


["]. W|, 


+e 


-2 1 . 




-2 1-2,2 


+2,2 


+ 6,000-2.000 . 


+0,600-UOO 


-j-6.000 -im 

-0,750 . 




+0,3M 


. 




+0,333 +0,367 


-0,36 
-0,04 
-0,09 


7-0,667 . . '-0,667 -0,733;+ 0.733 


l[ 






7+5,333;-2.000; . |- 0,667; -^,133; -0.96 7 


+0,375j . -|-0,125;+0,025 +0,181 


+5,250 -2.0« 








1-0,003 


1-^ 


M 














j 






-0,037 


■ 


1 












+-«,10 


1 

1 






+0,161 


m 


■ 






i„ = 


-0,41 


ij = . +0,302 


1 


6. Berechnung der Verbesserungen (n). 






1 


Nummer der 


Beobachtete 




Nr 


"*. + '■'■i + =*, + ''^d + ^t. + srtj, =(n).l(n)(n) 




Richtungen 










P„„k.e.| "«'■■ 


"■■ 












, 


1 


+ 0.41 








+ 0.09 + 0,50 


0,250 


.51 t 


! 00 1 00,0 




2 


- 0,41 






-1-0.30 


-0,28 


-0,39 


0.152 


a 


71 ; 47 142,3 




4 


: [-0,30 






-0,30 


+ U,19 
+ 0,40 


— 0,11 
+ 0.10 


0,019 
0.010 


82 


3 


126 1 04 ' IM 




4 


81 1 34 03,l{ 




5 


+ 0,41 1 + 0,3{ 








-0,6« 


+ 0,19 


0,036 






115 ! 14 14^ 




6 
7 


-0,4ll . 


-0,43 






+ 0,18 
+-0,88 


-0,2s 
— 0,10 


0.078 
0.010 




6 


180 I 28 «,9 


S3 




78 ' 18; 00,2 




8 


. '-0,S( 


+ 0,43 






-Ü,5ö 


— Ü.4G 


0,212 




6 


117 4TSS.S 




g 

10 




+ 0,30 




-0,81 




+ 0,26 

+ 0.18 


-1-0.56 


0,314 


34 




9 


164 ■ 19|IS,9| 


-0.19' 0.036 




10 


89 


03 1 18.8 




11 






-0,43 


+ 031 




-0,45 


-0,57! 0,325 




i[ 


156 


16 ' tV 




12 
13 






+ 0,43 




+ 0.30 


+ 0,B8 
+ 0.12 


+ 0,76 
+ 0.42 


0,57a 
0,176 




la 


IM 


29 14,1 

oolooo 


S5 


^ 







14 








— 0,81 


-0,30 


-0,28 


— 0.89 


0,792 




14 


65 


27 1 105 




15 
Iß 


+ 0.41 






+ 0.31 


-0,30 


+ 0,17 


+ 0.48 
+ 0,11 


0,330 
0,012 




15 


123 88 82,8] 


S6 


16 


!oo 


00.0; 




17 


-0.41 -0,3C 








. -0,71 


0,504 




17 


43, 03 


m\ 




la 


1 + 0.3( 


-0,43 






— 0,13 


0,017 




18 


142 : 51 


50,3 




19 


+ 0,43 


-0.8! 




. i+0.12; 


0,014 






245 , 09 ' all 1 




20 


. 


-1-0.31 +0,30| 


. : + 0,61 1 


0.372 






299 43 1 36,7 1 


0.00 0.00 0,00 


0,00 i 0,00 + 0.02 ; + 0,02 


4,130 


= I(n)(n)| 


47.2 , 






„ ±l/r(V)(iTi ^yj» ,„,83„ 




^^H. ^ k- _^^^^^l 
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9r9 



idgleichungen. 



"•n 



«]. . [cg]^ . —fe- 



[dd], ; [de]. 



[dg]. 



-h 



[««]. i [«^]. i — /«. 



l9^]. , — /., . 



Probe. 



-hMOO— 1,200 



.250—0,050,-0,362 



+6,000—2,000+0,900 



-1,500 



250'+l,050— 1,562 



-0,762—0,095 



+0,400-0,595 



048 



-0,200 +0,298 
' +0,026 
-0,014 
+0,120 



+5,238—2,095 +1,3001—2,095 



+6,000—0,600+1,500 
-0,667—0,733+0,733 
—0,083 -0,0171-0,121 
—0,012; +0,050 —0,075 
—0,8381+0,520—0,838 



+94,080+10,000 

— 0,807;+ 0,807 

— 0,003 — 0,024 

— 0,210!+ 0,312 
0,323 + 0,520 



+0,400 



—0,248 +-0,400 
+0,032 
—0,118 



+4,400— 0,780> 1,199 



— 0,138 



+ 0,212 



+0,177 -0,272 
—0,023 



k^=. +0,430 



*^= 1+0,314 



k^= —0,295 



+92,599+11,827 



ife^= -0,1277 



-0,807 —0,906 
—0,175-^,513 
-0,465J— a516 
-0,838 —0,471 
-0,326 —0,442 
—1,511|— 1,277 



-4,122 -4,125 



ausgeglichenen Richtungen, Winkel und log. 



igeglichene 
ichtungen 
r + (n). 



I / 



// 



Bezeichnung der 



Dreiecke. Punkte. 



Winkel. 



Ausgeglichene 
Winkel 

Ol»; " 



^pl log «tn a 
loggin ß. 



) ' 00 00,5 
l I 47 i 41,9 
J I 04 10,2 

l 34 03,2 
b 14 14,5 
} i 23 ' 04,6 



a 



§2 

gl 
§6 



a 

ß 

y 



v + vi 
i + ii 

XVI + XVII 



65 
71 
43 



08 50,1 



47 
03 



180 00 



18 I 00,1 
47 53,3 

19 ■ 20.5 



g3 

§6 



a: — 



ß 

y 



VIII + IX 

IV + V 

xvn + xvm 



46 ! 31 
33 j40 
99 48 



41,4 

28,5 



00,0 



0.042 206 
9.977 698 



27,2 
11,3 
21,6 



0.139 264 
9.743 828 



180 



00 00,1 



9 02 18,6 
5 . 16 42,1 



l 



29 14,9 



00 
27 



00,4 
09,3 



g4 
g3 
g6 



a: — 

ß: - 
y: — 



XI + XII 

vn + VIII 

XVIII + XIX 



38 12 32,8 



39 
102 



180 



29 
17 



53,2 
34,0 



00 00,0 



M 38 32.7 



I 



00 
i 03 
t I 51 
i 09 
> I 43 



00,1 
28,6 
50,2 
24.2 
37,3 



S5 

:^.6 



a: — 

ß: - 
y: — 



XIV + XV 
X + XI 
XIX + XX 



58 11 23,4 



67 
54 



14 
34 



23,5 
13,1 



0.208 637 
9.803 493 



0.070684 
9.964 793 



180 



00! 00,0 



47,2 



f6 



a 

ß 

y 



-II + m 
- xm + XIV 

-XX + XVI 



54 ; 16 28,3 I 
65 i 27 08,9 
60 16 ' 22,7 . 



0.090 539 
9.958 859 



179 ! 59 59,9 



0.000001 
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4. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 

von Liniennetzen. 



§ 58. Entwickelung der Formeln und Durchführung der Rech- 
nungen. 

1. In Liniennetzen, deren einzelne Strecken gemessen sind, sind zur einfachen, 
nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der ersten drei Punkte auch drei Strecken 
erforderlich. Zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs eines jeden weiteren 
Punktes sind 2 weitere Strecken erforderlich. Demnach sind zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Festlegung von n^ Pimkten 3 + 2 ( n^ — 8 ) gemessene 
Strecken erforderlich, und wenn das Liniennetz n^ gemessene Strecken umfalst, so 
sind n,— 3 — 2(np — 3) = n, — 2np + 3 Strecken überschüssig und ebenso viele 
Bedingungen zu erftkllen. 

In der Regel wird verlangt, dafs die einzebien Strecken der im Felde aus- 
gerichteten Linien des Netzes, wovon andere Linien des Netzes abgehen, auch nach 
der Ausgleichung wieder in gleicher Richtung liegen, also wieder eine gerade 
Linie bilden sollen. Dann genügt zur einfachen, nicht versicherten Bestinmiung 
der Richtung einer jeden geraden Linie eine Strecke, während sich aus der an- 
geführten Zwangsbedingung für alle weiteren Strecken der geraden Linien je eine 
überschüssige Bestimmung ihrer Richtung und damit auch je eine zu erflülende 
Bedingung ergiebt. Wenn demnach n^ gerade Linien mit n^ Strecken, die auch 
nach der Ausgleichung wieder eine Gerade bilden sollen, vorhanden sind, so treten 
zu den im übrigen zu erfüllenden Bedingungen noch n^^ — n^ Bedingungen hinzu, 
so dafs im ganzen n^ — 2np-f-3-fn,^ — n^ Bedingungen zu eifüllen sind. 

Wir erhalten damit die Regel: 

(185) Wenn in einem Liniennetze zur Bestimmung von n Punkten 
n, Strecken gemessen sind und n^^ von diesen Strecken in n geraden 
Linien liegen, die gerade bleiben sollen, so ist die Anzahl r der zu 

erfüllenden Bedingungen: 

*■ ^ w , — 2 np + 3 -f. n^^ — n^ . 

Beispiel: Zur Bestimmung der gegenseitigen Lage 
der n^= b Punkte 1 bis 5 sind die n^= 8 Strecken 
I bis 8 gemessen worden. Die «,y = 4 Strecken 5 bis 8 
der n — 2 geraden Linien 1—3 und 2 — 4 sollen auch 
nach der Ausgleichung wieder gerade Linien bilden. 
Dann ist die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen: 

(ISO) , 

= 8 

2. Die Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen erfolgt wieder am ein- 
fachsten und sichersten , indem zuerst die zur einfachen , nicht versicherten Be- 
stimmung der Punkte genügenden Strecken aufgezeichnet werden und dann fest- 
gestellt wird, welche Bedingungen sich durch Hinzunahme der übrigen Strecken 
und der Zwangsbedingungen der Geradlinigkeit der davon betroffenen Strecken 
ergeben. 

Beispiel: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage der Punkte 1 bis 5 genügen die Längen der in Figur 62 dargestellten Strecken 
I bis 3 und 5 bis 8. 

Die gegenseitige Lage der Punkte kann festgestellt werden, indem entwedo' 




Fig. 61. 



»•^w, — 2np + 3 + n,^ — n^ 

25-1-3 + 4 —2 = 3. 
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die Polarkoordinaten oder die rechtwinkeligen Koordinaten der Punkte in einem 
oder wenn nötig in mehreren zusammenhängenden Systemen bestimmt werden. 

Wir wählen die erstere Form') und können dann die Bedingungen für die 
Geradheit der Linien in zwei verschiedenen Formen aufstellen. Bezeichnen wir die 
aus den ausgeglichenen Längen 1 , 11 , m , .... hervor- 
gehenden Winkel, wie in Figur 63 mit oi, at, «», 

und ß i , ß2, ßtf , so ergeben sich die Bedingungen : 

a) dafs die Summen der an einem Schnittpunkte 
zweier Geraden an einer Seite einer der 
Geraden zusammenliegenden Winkel 

ai + a8 = 180°, a2 + aB=180°, .... 
sein müssen, oder 

b) dafs die Winkel ß\ und /J^, /?| und /?f , . .. . 

aus den Dreiecken 1 und 1+2,2 und 2 + 3 , 

übereinstimmend erhalten werden müssen. Fig. 62. 

In gleicher Weise können auch die durch den Hinzutritt neuer Seiten ent 
stehenden Bedingungen angesetzt werden, indem z. B. 
für die durch den Hinzutritt der Seite 1 — 4 zu den in 
Figur 62 enthaltenen Seiten entstehende Bedingung an- 
gesetzt wird: 

a) aa-f a4 = l&0°, oder 

b) a a = a 4 . 
Aus den Bedingungen a folgt: 

(!•) a) tg*-^a^tg^ ,^a2 = l, ig*-^ai'tg* ^a^^l,,... 

und aus den Bedingungen b: 

(2') b) tg^ \ß\cotg^-^ßf=l, <i7* ^ /?|co<^'l/?f =1,.... j,.^ ^3 

Gehen wir jetzt von den Winkeln auf die Seiten 

über und bezeichnen dabei mit A^, A^^ ^ , , die den Winkeln ai,a2>a3i 

gegenüberliegenden Seiten, miti?i, i?«, B^, die den Winkehi ß^^ ß^, /?8, 

gegenüberüegenden Seiten, mit Ci, Cg, Ca, die dritten Seiten der Dreiecke, 

endlich mit Ä,, S^, S^, , S^^, S^^, die halbe Summe der Seiten in 

den Dreiecken 1,2,3, ,1 + 2,2 + 3, ,so folgt weiter : 

' S,{S,^~A,) ' ' 




(3*) 



a) 



(4') 



b) 



S,(S,-A,) 

S,(S,-A,) ' S^{S^~A,) 

1{S,-^A,)(S,-C,) S,,(S,,-A,) _ 

S,(S\-Bj '(S,^-A,)(S,,-(C, + ~B,)) 
iS,-A,){S,-C,) S,,(S,,-A,) 

8,(^2- B,) '{S,,-A,)(S,^^(C,-\-B^)) 



1, 
1, 



Die Bedingungsgleichungen a sind etwas einfacher als die Bedingungs- 
gleichungen b und wir benutzen daher auch im folgenden nur die ersteren. 

:{. Die weitere Entwickelung wird lediglich für unser Beispiel durchgeführt, 
weil sowohl die theoretische Entwickelung, wie auch die praktische Anwendung in 
anderen Fällen ganz ähnlich ist. 

*) Nach Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen u. s. w. 2. Auflage, 1. Teil. 
Seite 538 u. f. 
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Die 3 aufzustellenden Bedingung^leichungen ergeben sich nach Figur 63 für 
die Geradheit der beiden Linien 1—3 und 2 — 4, sowie für den Hinzutritt der 
Linie 1 — i zu den in Figur 62 dargestellten Linien mit: 



(5*) 



ns^,^VII)(S,-V) (.S,-VI)(S,-VII)_i 

(s,-vi^)(s,-vii) {J_B-ym{S,-Yi)_, 
's,(s.-ii) • .9,(s,-inV ^ ' 
L^»-vinH«.-\T) (S4-V)(S4-viii)_, 



oder in logarithmischer Form: 

S,(S\-I) 



(150) 



log 



+/o,<A.-vi)ii-yii)^o=s.. 



log ö-Tc iT\ +log — ^- 



«.(S,-II) 

(s,-vra)(s,-VD 



log 



S,(S.-II) 
(S,-VIII)(S,-VI) 



+ log 



«.(s.-ni) 

(.S',-V)(S«-VIII) 



=o = s,, 



o=s,. 



s,(s,-ra) ' -" s«(S4-iV) 

Bezeichnen wir nun die halben Summen der bei den Messungen erhaltenen 

Längen in den Dreiecken 1 , 2 , 3 , mit «,, «,, «,, , so ergiebt sich fitr die 

Beobachtungsergebnisse der Sollbeträge: 



(151) 



log — — ,- , -^ - + log — ^-,-^ „ ^ - - = ■£„, 



log- 



»i(»t — 1) 
(«, — 6)(«, — 7) 



»j(«j— 2) 



»s(»j — 2) 
+ '''^— .(.1-3) --^" 



. (»3-8) (..-6) (.4-5) (..-8) 

'"^ ..(..-8) +'"' ~.;(.--4) =^" 



oder indem wir 



(6*) 

setzen: 
(7*) 



( logili^rm-'-^)^:^., %<"--4^<^-'> = -^a 

p *ll*l — ^i 



1 w (-•- 



«2 («2 — 2) 



■ — 2 i , 



«8(»8--3) 



*4(*<— ■*) 



V 1 Y — V 



(153) 



Danach sind die Widersprüche zwischen den Sollbeträgen und den Beob- 
achtungsergebnissen der Sollbeträge : 

Die wahrscheinlichsten Werte der Längen I , II , III , .... und der halben 
Summen der Seitenlängen Ä , , S.^ , »S 3 , ergeben sich aus den Messungs- 
ergebnissen 1 , 2 , 3 , und »1, «2, »3, durch Hinzufilgung der Ver- 
besserungen (1), (2), (3), und («1), (»a), («3), nach : 

I=:lH-(l), ' 

o 1 -= « 1 -[- ( « 1 ) , 

n=-2 + (2), ,v=. + . 

St - S 1 + ( » 4 ) . 



lVIlI = 8+(8), 
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Die Zahlenwerte der fQr die Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen 
erforderlichen Düferenzialquotienten können ohne weiteres aus der Logarithmentafel 
entnommen werden. Sie sind gleich den Differenzen Alog{8^ — n) der Loga- 
rithmen log{8^ — n) ftlr je 1 Centimeter von ( »^ — n ) , wenn die Verbesserungen 
(«„) und (n) in Centimetem genommen werden. 

Hiemach liefert 

(8') iogill^^ll^^J = hg(s,--l) + lo9{s,--b) + cpllog{s,-^l) + epllog8, 

folgenden Beitrag zu den umgeformten Bedingungsgleichungen: 

(9') {Alog{8,^l) + Alog{8i—b) + Acpllog{8i — l) + AcpHog8,)(8i) 

- A log (8, ^1 ) (l)-^A log {8, -b){b)-AepUog {8, -1){1), 

oder wenn 

(10*) Alog(8i-^l) + Alog{8,-^b)-{- Acpllog{8i-^l)+ Atpllog8i = [Alog8^] 

gesetzt wird: 

(ir) [ A log 8, ]{8^)-A log (8, ^7){1)^A log (8, -b){b)- Acpilog {8, ^1){1). 

Wird nun beachtet, dafs »1 = ^(1+5 + 7) und demnach auch ( « i ) = ^ 
((l) + (5) + 7)) ist, so wird aus letzterem Ausdruck: 

l^l\Alog8,]-Alog{8,-l)yi)+l^^[Alog8,]-Alog[8,--b)y5) 

-{^[^log8,]-Acpllog(8,-l)yi), 
oder wenn wir 

(12') l[^logB^]-Alog{8^^n) = al 

setzen: 

(13') eT,'(7) + (7,M5)+c7iMl). 

Somit ergeben sich die folgenden umgeformten Bedingungsgleichungen: 

(14') c7,«(2) + or,V6)4-c72'(7) + (Ta8(3)+c7aV6) + c7aM8) = /i, 

|or8«(3) + (7aM6) + (T,«(8) + (74^(4) +(T,»(5)+C7,»(8)=/„ 

welche, wenn wir die Faktoren von (1), (2), (3), der ersten Gleichung mit 

a 1 , a 2 , a j , , die der zweiten mit 6i, 6j, b^, , die der dritten mit 

Ci, Ca, Ca; bezeichnen, in die allgemeine Form der umgeformten Bedingungs- 
gleichungen 

ia,{\) + a,(2) + a,(b) + a,(ß) + a,{l)=f^, 
(155) \h,C^) + hz(S)-hh,(6) + b,(7)-]-b^(S)=f„ 

|ca(3)+c,(4) + C5(5)4-Ce(6)+C8(8)=/;, 

übergehen. 

Hiemach braucht die Entwickelung nicht weiter gefiUhrt zu werden, da sich 
alles weitere in gewöhnlicher Weise ergiebt. 

Die Rechnung kann schematisch geordnet werden, so dafs bei derselben 
kaum auf die Formehi zurückgegriffen werden braucht, wie das folgende Beispiel 
zeigt: 



Bedingte BeobacbtuiiBeD. 



■-+:- 



1. Bedmgungsglei<^ungen. 

-VI)(-S, — VH) _ 
!,(S,-n) 

(Ä,-vi)(.s', — VII) , , (s,— vnijfg, — vii_ 



(s.-vin){Ä.-vi) , , (s«— VKS«— vin)_ 



'"s--" A-, 



I. Berechnung der "Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 



AusgeglicheM 



Bezeichnung Gc 

der » 



besaerungen 

(n). 



lt>g{i-b). 
rpllog(a-n 

•l-ilog'. 



Verbesserungen 

der 

Logarithmen 

■((0-(n)). 




-r 10,0 4- 
+ ' 13.0 I + 
- 19.0 ' + 



43,93o| l.«43Tt 
33,849] 1.52 «S 
23.028 'S.eS TIS 

100,806'! 7.99 651 



56,876 ».«K: 
66.957 Q.193W 

77.778 0.00 001 
201,6 n!i 



I 61,675 (a,)-(7) -!- i 

■ 51.325 (»,)-(61 -H 

15.625 (».) — (2) —11 

1 128,625 {<•,) ~ i 

7 6fi,Ü.^ I (7) -1- ( 

fi , 77,30 ' (6) + 1! 

2 113,00 I (■>) - f 
2hl.2r,[ '2(..) + ( 

30.63.-|'(sj) — (6) -II 

I 53,735 (»a)- (81 - 1 

23,565 (-,)- (3) -i-li 

|lü7.ü35,(jr,) + i 

fi 77.30 . (6) -l-i; 

3 84.37 I (3) , -n 
J\:,.Bl . 2K) _ j-J 



15,2 (7) 
■]-16,2 (6) 

1+19,8' (2) 



-i4.0! (6) 

- 8,0' (8) 

■ 27t^l8,o' (3j 



61.6981 1.7902: 
51,222 1.70 M6 
15,735| 8.80 314 

128.655|7.&-9Q-i 
66,957' 0.19 M4 
77.483 S.S' 

112.92ft !lij99M 

357.310 
30.530 1.4S473 
53,715 1.73010 
23.717: 8.1 

107,flg^ 7; 
77,43^ 9.80650 
54.24B 0.1934? 
84,246' 9.9999;; 

315.927I 



p 
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1 




Bezeichnung 


Gemea-' 


Ver- 


W(,-e). 


Verbesserungen j 

der 1, "- 










der 


sene j 


besserungen 


log (.-&). 


Logarithmen ^ ],[Jlog] 


N^n 


LogN. 








LtaRe. 




rplh3[>~.,) 


,' = Alog 




+ (n) 








fr:"— 


(n). 




rpUog,. 


■((•)-(n)). 
Alog. 1 V. 


0. (n). 








4 


— « 




44,740 


(,,)_, 8, _ 4,0 




1.65 070 


+ 


9,0 


-j 36 


-20,0 (8) 


44.700 
42,072 


1.65 031 






-6 




42,060 


(«*)-(5);+ U 




1.62 387 


+ 


10.0 


+ 12 


-21.0 (5) 


1.62399 








— a 




I2,14C^ 


(*.)-(4)'+ 3,5 




8.91 578 


— 


36,0 


-]I26 


+ 35,0 (4) 


12,175 


8.91453 






L 


1 




98.94« 


(».) .+1 0.f 


^. 


8.00 463 


-1 5,0 


— 1 4 






»8,94^ 


8.00459 







^ 


64,20 


(8) :+' 4,8 


0.19 498 


- ' 22,0 


— 1154 


54.248 


0.19 342 




' 6 


5! 


56,88 1 


(5) -' 0.4 






-111,0 










56,876 








,1 


4; 


86,80 (4) -, -2.7 
















86,77S 








2b 


.1197.88 1! 2(-.} + 1.7 








i 








197,897 






3, Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 




|. 




^j 




an 1 <E i '' HC ' 


bb 










'■i 


"■ 




P ' 


/' ■ ;' ' 


;= ' ! p ' \ p ' 


P ' 


P 


;' ' 




1 


1,29 


+ 18.81 . 


+ 14.6! _ 


+ 274,5 . . ] 










2 


0,8a 


+ 19,8 + 19,8 . 


+ 22,5:+ 32.5' . 


445,5,+ 445,5 , | + 445,5 








3 




. ■+I8,0 + 18,( 


. [+15,3+15,3 




1 ■ 1 


275.4 


+ 275,+^ 275,4 






4 


i.ii^ 


■ ;+ 25,( 


. ' . +21,' 




■ 




542,5 






5 


1,76 — 10,2' . — 2I.( 


- 5,8. . -1I,( 


59.2 


. +121,4 




. 1 249.S 






1! 


l,29^I6.2-30,2:-14.( 


-12,6- 23,4 -lO.i 


204,l!+ 379,1+176.6 


706.7 


+ 329.2; 152,6 






7 


I,4ft-28,4!-15,2| . 
1,85 . '- 8,0-28.0 

1 1 1 


-I9.ll-R2. . 


542,4'+ 289,7 . ■ 155.0 


1 






^ 


. 1- 4,3-15.1 


1 . .1, 34,4! + 120,8 422.81 




_ 0,4- 0,1- 0.9 


+152.5.7 + 1114.31 + 298,HLf 1617,0 + 726.4 -|- 164.3.3 


4. Auflösung der Endgleichungen. 


[V1- 


[VI- 


[•;l- ' -•■ 


i';i- 1 [::i- ' -.- 


m ! -'■■ 


Probe. 


+ I526I+ 1114 -j- 298 + 3(il 


+ 1617 + 725 

- 813 - 21H 


+ 834 
— 220 


+ 1643J+ 603 

- 58 - 59 

- 3201- 387 


— 59 

— 469 

— 19 


+ 99 
-572 
- 75 


i — 0.730— 0,196, -Ü.197 








+ 0.024 
+ 0,501 


-L 804'+ 507 


+ 614 


- 0.631 ' — 0,7(i4 
■ 4- 0.078 


+ 1265 1 + 157 




- .'.47 


-548 




' ' i„ -.+0.338 


i,, .= -0,686 


i-„-' -0,124 








5. Verbesserungen (n) und Quadratsunime |yi(n)(n}j. 


Nr 


-*„• 


u, 


-i,- 


(n). fn)(n). p(n)(n) 


Nr 


-*.'-*.- 


-k 


(n). 


n)(n) 


p(nKn), 








p 


P 


















1 


+ 4,8 


1 


+ 4.8' 23 30 


5 


-1.9' . 


+ 1,Ä 


- 0.4 ' 




2 


+ 7,4; -15. 


. 


!— 8,0 64 ' 56 


6 


-4.1 +16,0 


+ M 


+ 13,3 177 1 228 






3 


. 1—10, 


-1.91,-12,4 154 . 182 


7 


-6,3 + 7.0 




+ 0,7' 






4 


• ' ■ 


-2,7;'- 2,7 7 1 » 

■| ! 


8 


. +2.9 


+ 1.9 


+ 4.81 23 43 




-0,1 0,0+0,2 


+ 0,li 547 
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VI. Abschnitt. 

Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 59. Aufstellung der allgemeinen Formeln. 

1. Wenn n Beobachtungsergebnisse Ai, A^, Xz, .... X^ zur Bestimmung 

der wahrscheinlichsten Werte x , y , 2 , von q Gröfsen vorliegen und diese 

wahrscheinlichsten Werte x , y , a . . . . zugleich r Bedingungen erflttllen sollen, so können 
zuerst nach dem im IV. Abschnitte dargestellten Verfahren ftlr die Zusfltze <ir, 

dt), d 3 , zu den Näherungswerten t, 9 , 3 , der zu bestimmenden Gröfeen 

die folgenden n umgeformten Fehlergleichungen nach den Formeln (116) und (117) 
aufgestellt werden: 

«i =«idE+ 6 1^9 + ^1 d8 + .... + /'i, 
r ^ = rt 8 dj -f 6 ^ dt) -{- c a da -f + /; , 

f 3 = « 8 <^3r + 6 8 dt) + c 8 da + . . . . + /s , 



(ISO) 



Femer können nach dem im V. Abschnitte dargestellten Verfahren, indem 

in die Bedingungsgleichungen (150) die wahrscheinlichsten Werte x , y , a , und 

in die Gleichungen (151) die Näherungswerte 5, 9, .3, eingeführt werden, die 

folgenden r umgeformten Bedingungsgleichungen nach den Formeln (155) aufgestellt 

werden : 

A^dx,-\- A^dr)-it Aidi-\- ....— /•^ = 0, 

(IS;) { B,dT:+ B^di)i-Bzdi + ....^fß = 0, 



Nach den in den §§ 22 und 43 gegebenen Erläuterungen mufs dann die 
Anzahl n der vorliegenden Beobachtungsergebnisse gröfser sein als die Anzahl q 
der zu bestimmenden Gröfsen, und diese Anzahl q mufs gröfser sein, als die Anzahl r 
der zu erfüllenden Bedingungen ; es mufs also ny q^r sein. 

2. Nach unseren allgemeinen Grundsätzen (§ 13) müssen wir nun die wahr- 
scheinlichsten Werte a-, y, a, , oder die Zusätze dj, dp, d^, .... zu den 

Näherungswerten r , t) , a , der zu bestimmenden Gröfsen derart bestimmen, 

dafs die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten 
Werte der Beobachtungsfehler 

(!•) [ /> t' V ] =;) 1 V 1 V 1 + P 2 ' 2 V 2 + P 8 V 3 » 8 + Pn^n^\ 

ein Minimum wird und dafs zugleich die Bedingungsgleichungen erftlllt werden. 

Dies erreichen wir in folgender Weise : 

Wir setzen in (1*) für v^, i .., , V3, i\^ die Ausdrücke nach den Formeln 

(ISO) und addiren dazu die mit — 2 ä:^ , — 2 A;^ , multiplizirten Bedingungs- 
gleichungen (1S7), deren Summe gleich Null ist, womit wir erhalten: 
(2*) [pvv]^\paa]dxdx-\-2[})ab\did\) + 2[pac]dicd?^ + ,,..2[paf]dic 

+ [ ;> 6 6 ] dt) dl) + 2 [i> 6 c ] dl) d3 + . . . . 2 [ /> 6/ J dp 

[pcc]d5d3 + ....2[;)c/]d^ 



+ [vf/] 

— 2Aik^dY, — 2^oÄ:^di) — 2^8A;^d3 —•••. + 2 ^'^/j 

— 2B,k^dx, — 2^.^^di) — 253^*^d5 — . . • . + 2 A;^/^ 

Dann differenziren wir [ p r r ] nach d j , dt), d j , . . . . , setzen die Differenzial- 
quotienten gleich Null , dividiren durch 2 und fügen die mit — 1 multiplizirten 
Bedingungsgleichungen (1S7) hinzu, womit wir erhalten: 



§ 59. 



Auüstellung der allgemeinen Formeln. 



269 



( lpaa]dTC + [pab]dr) + [pae]d^ + ... 
^^^ ^ I [pac]di + \pbc]dr)+[pec]d^+,,. 



.-Aik^-jB,k^-,,., + [paf] = 0, 
, — A^kj — B^kß — .... + [pbf\ = 0, 
.—A^kj^ — B^kß — + [pcf]=0, 



[188b) 



l 



— Aldi — A^di) 



Bidi — B^di^ — 



^zd^- +fj=0, 

^»^5- +/z/ = 0, 



Die Anzahl dieser Gleichungen (188 a) .und (188 b), die wir wiederum als 
Endgleichungen bezeichnen, ist gleich der Anzahl der zu bestimmenden Gröfsen 
djc, dt), rfj, ... und der Korrelaten k^, kj^, ..., so dafs wir die Zahlenwerte 
dieser sämtlichen Gröfsen durch Auflösung der Endgleichungen nach dem im § 27 
behandelten Verfahren erhalten können. Diese Zahlenwerte sind dann auch die, 
wofür [pvv] ein Minimum wird und die zugleich die Bedingimgsgleichungen erftülen. 

Die wahrscheinlichsten Werte x , y , z , .... der zu bestimmenden Gröfsen 

ergeben sich dann aus den Näherungswerten j , 9 , 3 , und den Aenderungen 

rfj, dy , (I3, .... nach : 



(189) 



3. Für die Quadratsumme [i> (^ v ] kann ein einfacher Ausdruck gewonnen 
werden: Schreiben wir die Gleichung (2*) wie folgt: 

[pvv] = [paa]didi+[pab]didr)-\-[pae]did^-{- 

-\-[pab]dx)dTC-^[pbb]di^di)-{-[pbe\di)d^-{- 

+ [pac]didi-\-\pbc]d^dr) +\pee]didi +..,, 



- B.hj, dt- 


A^k^ dt) — 
B^kß dp — 


-A. 3 kj^ fl 3 .... 
^ z^B dl — . . . . 



+ [p^f\ ^E+ [p^n ^9+ [p<^n ^3+.... 



— A^dx^ k^ — 

— Aj^di k.— 



^ \di kß — .... 

B 2 »9 *i? — .... 
^zd^ kß — 



"1 Ja kj ~\~ f ff kß — |- .... 

+ ^Ä fÄ-\- h fj> + 



und vergleichen wir die untereinanderstehenden Summanden mit (188 a) und (188 b) 
so folgt, dais ist: 

[ptBj = [p/-/-l + [i)a/']dE + [p6/]rft) + [j»c/]rfj + .... 



(190) 



4. Die Anzahl der überschüssigen Bestimmungen ist gleich der Anzahl n-\-r 
der vorliegenden Bestimmungen weniger der Anzahl q der zu bestimmenden Gröfsen, 
so dafs sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergiebt nach : 



(IM) 



tn 
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^ üu« U^U«ttato Bestimmung der wahrscheiiilichsteii Werte 
iiv4 ^u iH^immMtden GrOfsen nach dem Verfiahren für ver- 
»uUlwiuJ« Beobachtungen und der diesen Werten noch beizu- 
lUl^wuvüea Verbesserungen nach dem Verfahren ffir bedingte 

Beobachtungen. 

I, lit dcit KtÜWn, wo das Verfahren ftkr bedingte vermittelnde Beobachtungen 
\iuvwuliai^ iiiiüct» Ut es in der Regel zweckmäfsig» in der Weise vorzugehen, 
1,41 4 '.uMv«i. ^»hikc Rücksicht auf die Bedingungsglcichungen, nach dem im FV. Ab- 
.JmuU^ iUil4vicgtt?ii Verfahren für vermittelnde Beobachtungen diejenigen Zusätze 

y . . ' V .. , •/ u I • • • • zu den Näherungswerten i, 9 , s , der zu bestimmenden 

i.iva^m viUiüUtslt werden, wofllr die Quadratsumme [p^o^o] der bei diesem Ver- 
i.iKu'U uU (||M(sibrnden, auf die Gewichtseinheit reduzirten Fehler zu einem Blinimom 

\V4M*. »u\l sl«l*» danach diejenigen Zusätze (i), (2), (3), ermittelt werden, 

\{i\- v>«'Uv> i^i lonlcrlich sind, damit die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
V<ioU^M rtvit'h den licdingungsgleichungen genügen und woftkr zugleich die Quadrat- 
«uiiiiM^ I f' *' ^ I *'^(* A"3 ^^^ Gesamtausgleichung folgenden wahrscheinlichsten Werte 
(li-t ^ul tlln («Dwichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Dann 
,.ili.iU«ii wii i\\v Acnderungen di, dt) , Hi, ,. .. nach: 

I rf5 = rfro-f (I), 

I di=du + {3), 
4, Hi'i «liesem Verfahren ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 

t;oa = n,f/5o-f6jc/9o + <'j<'!o-f- A» 



(in«) 



(IMM) 



iiiiil tili' iMiilgIrichungen für d^^, r/po, <'5o, 

I /M' M «' Jo -h [P^ M^9o 4- [p fr «-Irfs« + ....[? 6/1 = 0, 
|;>'»H<'Ko + [pfr<*]''Po + [p<'<']^.U + ....[pf/J = 0, 



(ItM) 

lUiMMl ll VVll 



IIIIA) 



yo = 94-<'9o, 
«0= ü i-<^8o, 



I iloilli II 

\U\ Anllrtsung dieser Endgleichungen ergiebt sich nach den Formeln (IK) 

liMiMlVIO: 

lllMh |pt'o.ol = [p/7|-^|fi~J--rv.-|-^ga-.... 

= [p/y] + fi^'ro-}-fs<'Po + fa^5o + ...., 
Miitl «Itimll '»»»«'J» Formel (125) der lediglich aus dem Verfahren für vermittelnde 
hl mIiiii lilHiitti'H i'olK<-'"<J<^ mittlere Fehler nti der Gewichtseinheit nach: 

II, hir llcMlingungsglcichungen, woraus die umgeformten Bedingungsgleich- 
HMMiii (IN}) rt>lH<*"- 
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(198) 









Nun benutzen wir bei Berechnung der Widersprüche nach den Formehi (151) 
und (15!S) nicht die Näherungswerte c , y , ^ , .... der zu bestimmenden Gröfsen, 
sondern die bereits durch die Aenderungen djo* ^9o, «'jo, .... verbesserten Werte 
xo = s + <ijo> yo = 94-rf9o> »o = 5 + ^8o> ....»rechnen also nach den Formeln: 

-^il ( * • » Vo, » » ) = ^at 



(199) 



itm 






der zu bestimmenden Gröfsen 



mt) 



Die wahrscheinlichsten Werte / , y , » , . . 

erhalten wir dann nach : 

[ a: = aro + (l), 

I y = yo + (2), 

I a = »o + (3)i 

Die sich nach den Formeln (199) und (200) ergebenden Widersprüche 

müssen allein durch die noch anzubringenden Verbesserungen (i), {2), (3), 

vernichtet werden und somit müssen, wenn wir ftlr die Differenzialquotienten von 

-^^(^0, yo> *o, ....), ^ßi^of Vo, «0, ), — nach x , y » * > die Be- 
zeichnungen : 



(801) 









B,= 



dFß 






8«o 
dF^ 

9<o 



• > 



nehmen, die umgeformten Bedingungsgleichungen sein: 

^i(i) + ^,(2) + ^a(3) + ....= 

J?j(l) + J?2(2)+J?,(3)+....= 



(303) 






4. Setzen wir in die Endgleichungen (188 a) f^r djc , dy , d^ , nach den 

Formeln (192) die Ausdrücke rfjo 4 (1)1 <^9 -f (2) , <^8 + (3) # und sub- 

trahiren von den sich dadurch ergebenden Gleichungen die Gleichungen (194) , so 
erhalten wir mit Hinzuziehung der Gleichungen (303) die folgenden Gleichungen 
zur Bestimmung der Verbesserungen (i), (2), (3), .... 

[l>aa](i)4- [pa6](2) + [pac](3) + ....-^i*^-i?i*^-....=0, 

da») { [P«M(i)4-[pfcM(a)-f [p6c](3) + ....-^,l;^-J?,l:^~.... = 0, 

[pac](i) + [p6cj(2) + [pcc] (3) + ....-^,Ä^-J?,l;^-.... = 0, 



(Ib*) 



Br{i)+ B,{2)-r i?»(3) + =/6, 



5. Diese Gleichungen lösen wir auf wie folgt : 

Wir drücken die Verbesserungen (i), (2), (3), durch die Korrelaten 

. . . aus mittelst der Koeffizienten Qu , Qu, Qu, ; Q%i, Qn, Qu, ' 

Qzi9 Qn, Qu> ....; .*.*> und diese Koeffizienten setzen wir derart fest , dafe sie 
den folgenden Glddiungen genügen: 



'^Af ^B9 
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(304 a) 



[pao]Q,i -f [paö] Q,2 + [poc]Q,s-f = 1 

[pac] Qii + [p6f] Qia-i- [pcc] Qi, + = 



(204 b) 



(204 c) 



[paa]Q^i-\-\pab]Qii-\-[pac] Q„4-.... = 

[pa6]Q«4-[p66]Q„ + [p6c] Q,8 + ....= l 
\pac] Qji H-[p6<!] Qj2-f [pcc] Qn + = 

[paa] Q8i + [P« 6] ^M -r [pac]Q„ + ,.. . = 
lpab]Q,^ + [pbb] Qs2 + [l>6r]Q„ + .... = 



u. s. w. 

Nun multipliziren wir zuerst die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten 

Q 11 1 ^ IS > Qi3f , addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen 

(204a), womit folgt: 

(2a*) (i) = +^iQn*.4 + ^ieiiÄ^ + .... 

4" -^ a Q 12 *j "i" -^ j Q ,2 kß + • • • • 

+ -4 8 Q 18 ^^4 + -ß 8 Q U *i? + 



Sodann multipliziren wir die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten 
Qn f Qi2, Qis , addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleich- 
ungen (204b), womit folgt: 
(2b') (2) = + ^,Q«Är, + l?,Q,,Ä^ + .... 

+ -4 8 Q 28 *.l "h -O 8 Q 28 * ^ + • • • • 



Femer multipliziren wir die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten QnpQnt 
Q331 ...., addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen (204c), 
womit folgt: 
2c') (3) = 4- ^ 1 «81 *x 1- ^1 «81 *Ä + . . . ■ 

-f -^2 «82 ^-^+^2 «82*//+ 

+ ^8«88*^ + -B8«8S*J^4 



U. S. W. 

Wird dann zur Vereinfachung der Ausdrücke fbr (i), (2), (3), .... noch 

gesetzt : 

r (91,) = 4-^1 «n 4-^2 «12 4- ^8 «18 + ...., 
C^Oa a) ' (3ls) = 4--^i«2i4-^2«i2 4--48«28 4- , 

I («8) = 4-^1 «81 4- ^2 «82 4- ^8 «884-... , 

j (»,) = 4-i^«ii4-l?.«i2 4-l?3«i8 4-...., 

f'HISbl ' (S2)=4--ßl«2l4--ßa«22 4-'ß8«28 4- , 

^ I (»8)=4-l^l«8l4-i^2«824-1^8«884- 

so wird aus den Gleichungen (2 a'), (2 b'), (2 c'), : 

( (i) = (9li)*.^4-(93,)A,,4...... 

„^, I (2) = (9l2)^-.,4-(«2)A-5+...., 

^^^^ I (3)-=(3l.)*.^4-(938)A-^4-...., 

Diese Gleichungen haben die Form der Korrelatengleichungen (156) und wir 
bezeichnen sie auch als Korrelatengleichungen. 

Eine zweite Form dieser Gleichung ergiebt sich durch Einflkhrung der Holfsgröisen 
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(807) 




-|- .4 , «^ + B s «^ + . . . . , 



wofttr nach (la*) auch gilt: 

[i] = [paa](i)+[pab]{a) + [pae]l3) + ...., 

(3.) , f2l = [P«M(i) + [p6»J(2) + [p6e](3) + ---, 

^ [^] = lpae](i) + [pbc\{2) + [pcc]{3) + ...., 



Mit diesen HolfsgrOlsen folgt ifir (i), (2), (3), 



aus (2 a''), (2 b'), 



(2 c'), 



(308) 



(i)=ri]Qu+[2]Qi. + [3]«i» + -"-, 

(a) = [i]Qt, + [a]Q„ + f3lQ„ + ...., 



6. Durch Einsetzen der in den Korrelatengleichungen (206) ftlr (i), (a), 
(3), .... erhaltenen Ausdrücke in die Bedingungsgleichungen (Ib*) erhalten wir 
die reduzirten Endgleichungen: 

I f^(a)]i^ + [^(»)]*^ + . ...=/„ 

(«0») [Ä(«)]*^ + [J?(»)]fc^+....=/j, 



Wie nach den Gleichungen (305) ohne weiteres zu übersehen ist, ist: 

[^(»)] = [J?(«)J,...., 

• • • • • 

Wird nun gesetzt: 



(810) 



a.=[^(a)]. 



b^ = [A^fß)] = \B(9)], 
5, = [J?(8)].. 



. . . , 






SO gehen die Endgleichungen über in : 



(211) 



welche Gleichungen, nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelöst, uns die 
Zahlenwerte der Korrelaten k^, kj^, .... und somit auch nach den Korrelaten- 
gleichungen (306) die Zahlenwerte der gesuchten Verbesserungen (1)1(2), (3), 

liefern, wozu sich die Probe ergiebt, dafe 

(21Ö [*/] = -[M] 



_f 1 f j_ 5« 

— — Ti "T m~ ly« 



5a -f- • • • • 



= (l)[l] + (2)[2] + (3)[3] + .... 

sein muis. Die Gleichheit der ersten beiden Summen folgt aus den Formeln (127) 
und (139) > und dafs diesen Summen auch die letzte Summe gleich sein muis, 
ergiebt sidi aus der Uebereinstimmung der Ausdrücke, die sich nach den Formeln (2*) 
und (307) ftir (i)[i] + (2)[2] + (3)[3] + .... und nach den Formeln (305) 
und (300) für f kf] ergeben. 

Aus [kf] ergiebt sich, wie nach Formel (164) ein lediglich aus der Netz- 
ausgleichung folgender zweiter Wert ntg des mittleren Fehlers der Gewichts- 
einheit nach: 



(21») 



m 



. = ±V 



IW] 



7» Die Quadratsumme [pvv] der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahr- 
Bcobacfatungsfehler ist nach Formel (190): 

KolL lAoi. 18 



. ' N 1 1 -j 1 1 11 r w 1 ►, • « -< I 
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[pvv]=[pfn + ip<'f]di-\-[pbf]dr) + [pcndi+.... 

Nun ist nach den Bedingiingsgleichiingen (187) : 

f^^Aidi + Atdy + A^di + 



Wird dies in (190) eingesetzt, und werden zugleich für rfj, dj^, rfj, nach 

(192) dio + (i), <^9o+ (2), <^ao4- (3)» gesetzt, so wird: 

[pvv] = [pfn + [p<'ndno + [pbndr)o + \pcndu + .. 

+ tpa/](i)+[pi/](2)+[l>c/](3) + .. 

-^A.k^dio +^2*^<^9o +^8*^<'io +•• 
4-J5i*^dEo +Bikßdyo +S»fißd^o +•• 



+ B,kj,(i) +B,k^(^) +B,kj,{3) +.. 

Werden hierin ftir [pa/], [p^f], [pc/], .... auf der zweiten Zeile die 
sich aus den Endgleichungen (194) ergebenden Werte und Hlr Ai(i) -\- Ai{2) 
+ -^3(3) + , B^{i) + Bi(2) + Bs{2) + , .... nach den Bedingungs- 
gleichungen (Ä0$) die Widersprüche f^, fi,, «... eingeführt, so wird: 

[prv] = [pfn + [pan dico+lpbf] di)o+[pcn dao + .... 

— [paa](i)dEo — [/>a6](l)d9o — [/>ac](l)<'ao— 

— [pah](2)dio — [phb](ü)di9o — [pbe]{2)d^o'- 

— [P««](3)<'jo — [jpic] (3)<^9o — [pcc](3)<'3o— .«.. 

+ ^i^*^<^Eo+ ^2^A^^o+ A^k^dio + "' 
+ Bikßdio+ Btkj.di)o+ B^kj.dio + 

Durch Vergleichung der untereinanderstehenden Summanden mit den Gleich- 
ungen (la*) folgt hieraus: 

(4*) fpt^t;] = [p/-/] + fpa/'JrfEo+[ip6/Jd9o + [l><^/J^3o-f .... 

Der auf der ersten Zeile stehende Teil dieses Ausdruckes ist nach den 
Formeln (127) und (129) gleich der Quadratsumme [pvqV^], die sich bei Auf- 
lösung der Endgleichungen (194) ergiebt, und der auf der zweiten Zeile stehende 
Teil [kf] des Ausdruckes ist der durch die Netzausgleichung hinzukommende 
Beitrag zur Fehlerquadratsumme, so dafs also 

(214) {pvv] = [pvovo]'\-[kn 

ist, womit sich der mittlere Fehler tn der Gewichtseinheit aus der Gesamtaus- 
gleichung ergiebt nach : 



(215) m = ± y-iP^ = ± l/iPlolol+lKl . 

8. Ueberblicken wir das entwickelte Verfahren nochmals, so ergiebt sich der 
folgende Rechnungsgang: 

a) Aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen werden ohne Rücksicht 
auf die zu erflülenden Bedingungen nach dem im IV. Abschnitte dargelegten 



I 
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Verfahren für vermittelnde Beobachtungen unter Berücksichtigung der 
Formeln (192) bis (IJ>J) die Zahlenwerte von djo- ^^oi ''jo, •--.. 
1 , B . ' [ P '' * 1 und m 1 berechnet. 

b) Hierbei werden die aus den Gleichungen |304| folgenden Zahlenwertc 

der Koeffizienten y „ , Q„, Q „ ; Q„, Q,,, Q„ ; Qa, Q„. 

Qu, ....; .... berechnet*), und falls die Hülfsgröfsen [l], [2], [3] 

benutzt werden sollen, die Gleichungen I30H) mit den erhaltenen Zahlen- 
werten angesetzt. 

c) Dann werden die Bcdingungsglcichungen nach dem im V. Abschnitte 
dargelegten \'erfahren aiifgeslcllt und umgeformt, wobei nach den 
Formeln (19S) bis (202) die erhaltenen Zahlenwerte von lo, i/u, »o, ■■-• 
als Beobachttingsergebnisse eingeführt werden. 

d) Hiernach werden die Koeffizienten (»,). (»)),(«,),....; («i),{8i), 
( 99 I ) , ; nach den Formeln (30ä) gebildet und die Korrelaten- 
gleichungen (SM) angesetzt, oder es werden die Gleichungen (305) für die 

Hülfsgröfsen [1], [2], [3], angesetzt und die Korrclatengleichungen 

(306) durch Substitution der für [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] , erhaltenen Ausdrucke 

in die Gleichungen (30SI gewonnen. 

e) Mit den Zahlenwerten der Differenzialquoticnten A , , j1 , , A^ , 

li,, B.,, B, ; .... und der Koeffizienten [%,), («,), (ä,) ; 

(öl), (S<)ilS^). -■■■;■■-■ ergeben sich dann die Faktoren [-4(8)], 

[J(9)l = [ß(«)], ....; I-ß(©)] ; .... der Endgleichungen, die 

nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelöst, die Zahlenwerte der 
Korrelaten *_, , k„, .... tiefem, womit nach den Formeln (308) die Ver- 
besserungen (i), (a), (3), .... und nach den Formeln (303) die wahr- 
scheinlichsten Werte t , y , * , ■ ... der zu bestimmenden Gröfsen erhalten 
werden. 

Hierbei werden auch die Zahlenwerte von [ kf \ und m , , sowie endlich 
von [p'"^] = [p''o"oH-[ t/] und m erhalten. 
9. Das vorstehend behandelte Verfahren wird in der Regel bei der Aus- 
gleichung von Haupldreiecksnetzen angewandt. Aus den Ergebnissen der Stations- 
beobachtungen werden nach dem Verfahren lür vermittelnde Beobachtungen die 

wahrscheinlichsten Werte in, y^, "0 der Richtungen abgeleitet, und diese 

Werden daim in die Bcdingungsglcichungen eingeführt. 

In den Publikationen der Preufsischen Landesaufnahme und im wesentlichen 
hiermit übereinstimmend in allen ähnlichen Publikationen werden im Anschlufs 
an die Ergebnisse der Slationsbeobachtungen die daraus folgenden Endgleichungen 
(194), die reduzirten Endgleichungen , die Näherungswerte i, ij , j (An- 
nahme) **) , die denselben beizufügenden Aenderungen djo, ''^gj •'lu, --.. 

{A, B, C ), die Werte i;„^r -f ''!;„, y„ = ij -|- liiio, jo = 3 + ''K (Nach 

Anbringung der Reduktionen auf das Centrum der Stationen: Ergebnis mit Ein- 
schlufs sämtlicher Reduktionen), die Gleichungen (30W, [j*i'o''o] f(^'^)) ""d 
(Divisor) alles in Zahlenwerten mitgeteilt. Hiernach folgen die Bedingungs- 
richungen (|9H> und die umgeformten Bedingungsgleichungen (303), letztere mit 
Zahlenwerten der Faktoren und der Widersprüche, sodann die Gleichungen 
I) (Ausdrücke der Gröfsen [ 1 ] , [ 2 j , [ 3 ] , .... durch die Faktoren oder 



') Wie dies iweckmiraig geschehen kann, i 
*1 Das Tn Klammem beigefllglt sind die i 
sen der Luid eaau (nähme. 
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Korrelate I , II , III , ) , die Korrelatengleichungen (tM) (Darstellung der Ver- 
besserungen (i), (2), (3),.... durch die Faktoren oder Korrelate I, U, lU, ••••); 
die Endgleichungen (209), die bei Auflösung der letzteren sich ergebenden redu- 
zirten Endgleichungen , die Korrelaten k^^ k^^ k^, .... (Faktoren oder Korrdate 

1, II, III, ), [*/] ((»«)), die Verbesserungen (i), (2), (3), , 

[prt;] = [[/)rotJo]] + [*/] (Summe der mit den Gewichten multiplizirten Fehler- 
quadrate), [« — ^]+r (Beitrag zum Divisor), tn* = >- _^ ^^ (gg)> m(e). 



§ 61. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 

Dreiecksnetzen. 

1. Um ein einfaches, übersichtliches Beispiel für die Anwendung des ent- 
wickelten Verfahrens zu erhalten, nehmen wir aus den Hauptdreiecken der Landes- 
aufiiahme den in Figur 64 dargestellten Teil der Ellbkette heraus und behandeln 
diesen Teil als selbstständiges Dreiecksnetz. 



Itrißiteniiz 




BSkbBck 



Fig. 64. 

Für den Punkt P=:Redemoissel haben wir bereits im § 32 aus den auf 
diesem Punkte beobachteten Winkeln die wahrscheinlichsten Werte J?i, JJ«, -B,, 
U4 der Richtungen nach den Punkten P| = Glienitz, Pj = Höhbeck, Pa = Pugelatz, 
P4 = Hohen-Bünstorf nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen abgeleitet 
Bei den über dem Centrum des Punktes P ausgeführten Winkelbeobachtungen sind 
die Lichter von excentrisch stehenden Heliotropen eingestellt worden, so dafs die 
im § 32 erhaltenen wahrscheinlichsten Werte der Richtungen noch auf das Centrum 
der Punkte P, , P« , Ps , P^ zu reduziren sind wie folgt : 



Ziel- 
punkte. 


Richtungen R.*) l 


Reduktion 

auf das 

Centrum. 

1 


Reduzirte 
Richtungen. 


Px 

P, 
P, 
P* 

1 


1 

00 

82 48 

195 42 

269 07 

< 


00.000 
00.639 
46,108 
58.369 

45,116 


8,320 ••) 
+ 0,755 
+ 11,163 
+ 7,262 

+ 10,860 

1 


1 

359 59 1 51,680 

82 48 ! 01,394 

195 ; 42 1 57,271 

269 08 ! 05,631 


; 55,976 



•) Vergleiche § 32, Seite 134. 

**) Nach: Die Königlich Preufsische Landes-Triangulation, Hauptdreiecke, 
Vierter Teil, zweite Abteilung, Seite 87. 
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Diese reduzirten Richtungen führen wir als die nach den Formebi (1Ö2) bis 
(195) erhaltenen Richtungen Rqi, 22 «, 22 m, Rq^ in die weiteren Rechnungen ein. 

Femer übernehmen wir aus der Veröffentlichung der Landes-Aufnahme noch: 

<1»6) ' [pvoi'o] = 76,10, n — 9 = 33, 

wonach ist: 



(197) 



m 



.=±]/^-^^ = ±l,52".-) 



Die übrigen in die Rechnungen einzuftüirenden Richtungen u. s. w. sind: 



Ziel, 
punkte. 


P, : Glienitz. (S. 86.)*') 


Ziel- 
punkte. 


Pg: Pugelatz. (S. 90.) 


Pa 


22 06 





00 


00,000 


2>, 


22 011 


296 


17 


57,200 


P 


22o6 


68 


22 


57,457 


P 


22 ou 





00 


00,000 


P, 


22 07 


125 


12 


31,950 


P. 


22 018 


42 29 


18,595 




[ptot^o] 15,22, 




[pvovo] 42,72 


Pz 


n — g — 22, nii— 0,83". 


P. 


n — q — 22, m 1 — 1,98". 


Pa : Höhbeck. (S. 92.) 


P*: H. Bünstorf. (S. 83.) 


22 08 


190 


37 


08,596 


22 014 


55 


06 


49,095 


P 


22 0» 


215 


12 


55,478 


P 


22 015 


87 


25 


30,469 


Pi 


22 010 


244 


Ol 


50,220 


P. 


22 016 


130 


18 


20,303 




[pvovo] 29,48, 




[pvot;o]-26,23, | 




n-q 


-22, 


Uli 


— 1,16". 




n-g: 


= 22, 


ttli 


— 1,09". 1 



%. Zur weiteren Fortführung der Berechnung müssen wir nun die Bedingungs- 
gleichungen (198) aufstellen. Die Gesamtanzahl r der zu erfüllenden Bedingungen 
ist in dem vorliegenden Dreiecksnetze, worin zur gegenseitigen Festlegung von 
n= 5 Punkten n^ = 16 Richtungen auf n^, = 5 Standpunkten bestimmt worden sind, 
nach Regel (17?): 

r = n^ — 2 n^ — n,^ + 4 = 16 — 2-5 — 5 + 4 = 5. 

Diese Bedingimgen zerfallen in Bedingungen II. Klasse und Bedingungen 
HL Klasse und zwar , da hier n^^ = 5 Standpunkte durch n^ = 8 Linien verbunden 
sind, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, nach Regel (181) in 

r,,=:n^-n,, + 1 = 8- 5+ 1 = 4 

Bedingungen IL Klasse, und da hier femer n^ = 5 Dreieckspunkte durch n^ =: 8 Drei- 
ecksseiten verbunden sind, nach Regel (188) in 



•) Wir benutzen hier nicht die im § 32, Seite 134 erhaltenen Werte [pvQVo]=:p[vv] 
= 3,192, n — ^ = 3, mi = 1,03", sondern die einen besseren Anhalt für die Beurteilung der 
Messungsergebnisse gebenden, aus den Unterschieden zwischen den wahrscheinlichsten Werten 
der Winkel und den einzelnen Satzmitteln abgeleiteten Werte der Landes-Aufnahme. 

**) Die beigesetzten Seitenzahlen weisen auf die Seiten des angeführten Bandes der 
Hauptdreiecke hin, wovon die Richtungen entnommen sind. 
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rjjj= «, — 2 n^ + 3 = 8 — 2-5 + 3 = 1 

Bedingung III. Klasse. 

Nach Figur 65, worin die Nummern der Richtungen enthalten sind, ergeben 
sich die den 5 Bedingungen entsprechenden Bedingungsgleichungen (198) in ein- 
fachster Weise wie folgt: 




(198) 



Fig. 65. 

Aa: — Äg -f ijj^j-ijg -f-iJ, — Äi + i2, = Ä^ = 180°00'01,669",') 
Ah: — Äj,-fi2„ — ijg -f ijg — Äj4-iJ, = Ä^ = 180 00 01.841 , 
Ac: —i2j5 + iJje — Ä„4-Äi2 — Ä, + 124 = 5^ = 180 00 01,566 , 
Ad'. — i2e +Ri — iJu + ^15 — ^4 + -ßi = Äß=180 00 01,365 , 
CS.c: — fojf«jn(— i29 + Ä,o) + %Mn(— Äg -\-R^) — fojf «i» (— JJ j, + JB „) 
+ /o^ »in ( — iJ 8 + Ä 9 ) — % «•» (— Ä 15 + i2 1,) + /ogr «n (— Ä 11 + JB „ ) 
— log fdn( — -B e + -R 7 ) -\-log sin(— 22 ,4 + iJ ,5) =: 5^^:= . 

3. Werden in diese Gleichungen die Werte Rq\ , -Bo», i^©,, .... der Rich- 
tungen eingefllhrt, die nach dem Verfahren ftkr vermittelnde Beobachtungen aus 
den Beobachtungsergebnissen gewonnen sind, so ergiebt sich ftkr die diesen Richtungs- 
werten entsprechenden Beträge 2^, 2f^, 2^, 

i2o9 +-ßoiO — Roi +-ßo6 -ßoi +-^02 = -^O» 

— ■Boi2 + -ßoi8 — -"OS +-ßo» — -ßos + -ßos = ^t> 

-ß 015 + -ß Ol« -ß 011 + -ß OlS -ß 08 + -ß 04 = ^C > 

-ßo« +-ßo7 -ßoi4 + -ßoi5 RoA-\-Ro\= 2^f 

— log sin (—E 09 + R 010) + ^og sin {—B 06 +-ßo«) —%«*»(— -ß 01t + ^01») 
+ log sin (— i2 oe + -ß 0«) —^9 »«'* (— ^ 015 + ^ 010) + ^9 «» (— -ß 011 + ^ 01») 
-- log sin {— R 06 + R 01) + log sin (— R014 + Roib) = 2^^ 

wonach für die Abweichungen /„ , /"^ , /c 1 zwischen den Sollbeträgen Sj , S^ , 

S^, und den Beträgen 2^, 2f^, 2^, folgt : 

fh — ^B "~ "^b > 



(IfMtt 



(^00) 



4. Differenziren wir die Gleichungen (199) nach -ßoi, Äoj» ^os, , so 

erhalten wir folgende Differenzialquotienten : 



*) Die Sollbeträge 180^ + sphärischer Excefs sind entnommen von Seite 130 und 131 
des angefahrten Bandes der Hauptdreiecke. 
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(«•D 



f A, = 
B, = 

t's = 
i>, = 

E» = 
-B. = 

-ß 10 = 

E,j = 



-1,^. 

-1,C. 

+ 1,-04 

— Mcotg 

-{-Mcotg 

— Mcotg 
+ Meotg 

— 3/ cotg 
-\- Mcotg 

— M cotg 
+ Mcotg 

— Mcotg 



+ 1,^6 =- 
+ 1,^8 =- 

--ßft6 +-'^06) 

■-Rw +-^010) 

' ^01l~T ^ 012 ) 

■-Bou-h-ßois) 
■■ßoi4-r-ßoi6) 
--Boi6 + -Boi«) 



1,-*. = 

1,B, = 

1 , Cj2 = 

l.D, = 



+1,^. = 

+ 1,C„ = 

+ 1,-0.4 = 



1 , -^ 10 

1, Ci, 

l,i>15 



+ 1, 
+ 1, 



+ Mcotg{ 

> -^11 = 
+ Mcotg{ 

> -^14 = 

-f-lfcofgr ( 



: — itfcO<^ ( — Ä 08 + -ß m) , 

— -ßo»"T~-'^oio) > 
= — Mcotg {—Ron + ^oii)p 

— ^ Ol J ~T" -ß 018 ) # 

= — Mcotg ( — -B 014 + -R 015) I 



M cotg ( • 

•-ßoi6-|--Boie) 9 



5. Aus den nach dem Verfahren fbr vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 

Werten /2 01 > ^ os > -^ ot y -ß ou der Richtungen werden die wahrscheinlichsten 

Werte Ä,, R^, -R,, -B,« der Richtungen erhalten durch Beifügung der Ver- 
besserungen ( I ) , ( 2 ) , ( 3) , ( 16 ) , so dafs wird : 

f Äi =Äoi + (I), 
Ä, =Äo» + (2), 
i^s =i2o8 + (3), 



(20!^) 



l Ä1S = Ä018+(I6). 



6. Behufs Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen (!S03) setzen 
wir hier zuerst die Zahlenwerte an, die den Differenzialquotienten E^, E^, 
Ej, f^ie entsprechend in die fünfte umgeformte Bedingungsgleichung ein- 
zuführen sind:') 



M-^;^cotg(-Ro, + Ro6) = + 0,083, 
M-^-cotg(-Ro, + Ro7) = + 0,188, 
M^-cotg{-Ro, + Ro,) = + 0,460, 
My^cotg{-Ro, + Ro^o) = + 0fi8S, 



mI.^ cotg (- 22 011 + Ä QU ) = + 0,104, 
m\, cotg (- Ä Ol» + 22 018 ) = + 0,230, 
3/-~cofsf (-22 ou + 22 0,5) = + 0,333, 
3f 4; «-o^sf (- 22 015 + 22 016 ) = + 0,227 , 



Die Zahlenwerte sind mit 100000 multiplizirt angesetzt, wonach wir den 
Widerspruch f^ in Einheiten der fün4*ten Dezimalstelle der Logarithmen zu 
nehmen haben. 

Mit diesen Zahlenwerten und mit den unter Nr. 4 erhaltenen Zahlenwerten 
der Differenzialquotienten A, B, C, D ergeben sich die folgenden umgeformten 
Fehlergleichungen : 



(203) 



-(i) + (2)- (5)+ (6)- (9) + iio)=/'„, 
-(2) + (3)- (8)+ (9)_(i2) + (i3)=/-„ 
-(3) + (4)-(ii) + (i2)-(i5) + (i6)=/,, 
+ (i)-(4)- (6)+ (7)-(i4) + (i5)=/'c/, 

— 0,083 (5) + 0,221 (6) — 0,138 (7) — 0,460 (8) + 0,843 (9) - 0,383 ( 10) 

- 0.104 ( II ) + 0,334 ( 12 ) - 0,230 ( 13) - 0,333 ( 14 ) + 0,560 ( 15 ) — 0,227 ( 16) 



=/•• 



•) Vergleiche § 47, Seite 207. 
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7. Nach § 32, Nr. 4, Seite 133 sind die Endgleichungen (IM), woraus sich 
die Aenderungen dx^i , dx^i, dvo^, dtoi ßir die Näherungswerte der Richtungen 
auf dem Punkte P ergeben,: 

{\paa] = vp)dtoi + {[paf] = —p{8i — ai))=0, 
([pbb]==vp)dxot + {[pbf] = -p{s,^a,))=0, 
{[pce]=vp)dxos+{[pef] = -'p{8j, — az))=Q, 
([pdd] = vp)dxo4 + {[pdf] = -p{s^-a^))=0. 

Die Endgleichungen (194), woraus sich die Aenderungen cfros, dx^, (^tou 

für die Näherungswerte der Richtungen auf den Punkten Pj , P» , P, , P4 ergeben, 
stehen mit diesen Endgleichungen in keiner Verbindung, so dafs wir zunächst zur 
Bestimmung der Koeffizienten Qu, Qu/Qu, Qu', Qu, Qu, Qt*; Qu, Q»*; Q« 
die folgenden Gleichungen (304) erhalten: 



vp Qn = l, 

vp Ql2 = 0, 

vpQii = 0, 
vp Qh = 0, 

Hieraus folgt, dafs 

vp 



vpQn=0, 
vpQm = Ij 
vpQu = 0, 
vpQu = 0, 



Qu = 



vp 



vpQsi=0, 

vpQn — 0, 
vpQu=^f 



Qu = 



vpQ^i=0, 

vpQ*» = 0, 

VPQ4M=0, 



vp 



Q44 = 



vp 



ist, während alle übrigen Koeffizienten gleich Null sind. Hierin ist v = 4, p = ß, 

also - = ^}. = 0,0417. 
vp 24 ' 

Wenn wir nun annehmen, dafs auf den Punkten Pi , Pj , Ps , P4 die Winkel 

zur Bestimmung der je v = 3 Richtungen ebenso beobachtet seien, wie auf dem 

Punkte P und zur Erreichung des gleichen Gewichtes für alle Richtungen die Winkel 

jso oft beobachtet seien, dafs p = S ist *) , so erhalten wir weiter auch 

Qm = Q6«-Q77-....<?i*i6- - = ^ = 0,0417 

vp Z4 

und für alle übrigen Koeffizienten Null.**) 

8. Hiernach ergeben sich mit den unter Nr. 6 in den umgeformten Fehler- 
gleichungen gegebenen Zahlenwerten der Differenzialquotienten Ä, B, ^ die 

folgenden Koeffizienten (21), (ö), (®): 

f(2l, ):=. -0,0417, (»2 ) = -- 0,0417, (©8 ) = -0,0417, {X, ) = + 0,0417, 
(21, ) = + 0,0417, («8 ) = + 0,0417,, (G4 ) = + 0,0417, 
(a, ) = -0,0417, (»8 ) = - 0,0417, ((5n) = -0,0417, 
(2le )- + 0,0417, (», ) = + 0,0417,'((S,,) = + 0,0417, 
(91» )==- 0,0417, (3),2) = -0,0417, (615) = -0,0417, 
(2l,o) = 4-0,0417, |(93i3) = + 0,0^17, (6,8) = + 0,0417, 



(mi) 



(2)* ) = -0,0417, 
(2)8) = -0,0417, 
{^7 ) = + 0,0417, 
(2)u) = -0,0417, 
(3) 16) = + 0,0417, 



(®5) = — 0,003 46, 
(ee) = + 0,009 22, 
(67) = — 0.005 75, 
(Gs) = -0,01918, 

und die Korrelatengleichungen: 



(6, ) = + 0,035 15, 
(G,o) = - 0,015 97, 
((S,j =. — 0,004 34, 
(e,,) = + 0,013 98, 



(<Si8) 

(©h) 

(^16) 
(6,8) 



— 0,009 59 , 

— 0,013 89 , 
+ 0,023 35 , 

— 0,009 47 , 



««« 



) 



*) In Wirklichkeit sind die Winkel anders beobachtet worden, insofern als auf den 
Punkten nicht nur die je 3 Richtungen, die wir in unserem Beispiele benutzen, bestimmt 
worden sind. 

**) In den Veröffentlichungen der Landesaufnahme sind die Zahienwerte der Koeffi* 
zienten Q in den im Winkelregister bei jedem Standpunkte angesetzten Gewichtsgleichungen 
enthalten. 

••*) Bei der Landesaufnahme: „l^arstellung der Verbesserungen (x), (a), (3), .... 
durch die Korrelate I , II , III , . . . . 



Anwendung des Verfahren» «uf die Berechnung v 



I Dreiecksnetzen. 




1. Bedingungsgleichungcn. 

— fi, -l-Ä, — fi,4-|-fi,» — ie, + J?,^180° + e, 
{-R^+n,) sin [-Ji,+R.)rii.{— R..+fl.. ) «n (-B,.-|-^„) _ 



2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 



Verbesserungen 
der Winkel. 



Verbesserungen der tag. 



5. 






28 48,54,74 
68:2257.46 
83 48 011,71 



180,00,01,ai 
180|0001,67 
-, 0.34 



-(9) + (io)-iO. 
-(5l + ( 6) + 0,060 
-(!) + ( 3] - 0,067 
'— 0,240 



-0.383(-( 9) + (io}V + 
■ 0,083 (-( 5) + (6)) + 



-Äoii + Äoi. 



42 2918,6 
24 35'46.8 
112 54 55,8 



00 01,36 
180'00 01.84 
f 0,48 



- (12) + (13):+ 0.04' 

-(8)4-( 9).+ 0,325 

-( 2| + ( 3) +.0,109 

> '0,481 






180 00 00,9it 
180 00 01,56 



-(15) + (16) + 0,226 

-(n) + (i2|,+,0,155 

- 1 3) + ( 4) + 0.187 

+ 0.568 



0.170 4118 
g.619 3261 



0.167 1900 
S.852 5466 



- 0,230 (-(ia) + (13); 
+ 0,460(-|8) + (9)) + 



0,011 
0,150 



-Bo„ + Ä„,. 

-B„ +;?„, 



5649 34,49 
32 1841,37 
OO'SI 46,05 
180 0001,91 
180 0001.36 
- 0.55 



-( ö) + ( 7) -0,147 
-(14) + (15) -0,173 
-(4t + ( i) -0. 



-0,227 (-(15)+ (16)) 
+ 0,104(-(ii) + (ia)) + 



-0.188(-{6)+( 7))- 
+ 0,333(-(i4) + (i5))- 



0,000 0000 
+ 0,16 



Bedingte 



irmitteliide BeobacbtunKen 



f( i) = -0,M17i^ + 0,O«7t;,, 
( 3) = + 0,0417 ij — 0,0417 *ß, 
( 3) = 4-0.0* "*jt — 0,0417 1(„ 
( 4) = + 0,0417it(, — 0.0417t;>, 
( 5) = — 0,0417 i^ — 0,003 46 i£, 
( 6) = + 0,0417*^ — 0,0417*0 + 0,00922*4, 
( 7) = + 0,04l7io-0,00575i£., 
( 8) = — 0,0417ta — 0,01918i^, 
( 9) = — 0,0417 t^ + 0,0417 it„ + 0.035 15 ijj, 
( lo ) = + 0,0417 k , — 0,015 97 kg , 
{ II ) = — 0,0417 to — 0,004 84 i^ , 
( 13 ) = — 0,0417 kg + 0,0417 k^ + 0,013 93 kg, 

( 13 ) = + 0,0417 kj, -^ 0.009 59 kg , 

( 14 ) = — 0.0417 ko — 0,013 89 kg , 

( 15 ) = — 0,0417 k„ + 0,0417 i^ + 0,023 35 kg, 

( 16 ) = + 0,0417 *(; — 0,009 47 k^ . 



3. Bildung der FM 




Nr. 


A. 


s. 


C. 


"■ 


E. 


(H).') (»)••) (6).') (B).') 


(G).") 


A{%). J(8). 


J{ft 






— 1 






+ 1 




- 4,17 


+ 4.17 




+ 4,17 








+ 1 


— 1 








+ 4,17,-4,17, . 






+ 4,17 -4,17 










+ 1 


— 1 






. 1 


+ 4.17 1-4,17 








■ ! ■ , 










+ 1 


-1 








+ 4,17 


— 4.17 














— 1 








-0.088 


-4,17 




, 




- 0,346 


+ 4.17 




1 






+ 1 






-1 


+ 0,221 


+ 4,17 






-4,17 


+ 0.922 


+ 4,17 
















+ 1 


-0,138 






. 


+ 4.17 


- 0,575 






1 ■ 








-1 






— 0.4fl0 1 


-4.17 






— 1,918 






1 ■ 






— 1 


+ 1 






+ 0,843 -4,17 


+ 4,17 




. , + 3,515 


+ 4,17 


— 


,17 1 ■ 






+ 1 








— 0.383 +4,17 








-1,597 


+ 4.17 














-1 




-0,104 . 




— 4,17 




-0,434 


. 












-I 


+ 1 




+ 0.834 


-4,!7 


+ 4.17 




+ 1.393 














+ 1 






-0.230 . 


+ 4.17 






- 0,959 


■ 
















— 1 


- 0,333 ■. . 






-4.17 


- 1,389 






1 ■ 










-I 


+ 1 


+ 0,560 1 . 




-4,17 +4.17 


+ 2.835 






• 










+ 1 




— 0,227' . . +4,17 


- 0,947 


1 




-t 






1 i 1 


+ 25,02 ■ - 8.31 




4. AuHWO«« 




M(«)] 


[j(»)i 


i[,i(is)i.]M(S)].!(-i('sii-:l -'.•■! 


[/Ma)i.;|[«(e)].i|[ö(3))].litB(e)].!j-^''> 




+ 


25,02 




8,84 






-18,34 Ir-I 3,844 


+ 24,0 


+ 25,02- 8,34 ' . +! 3,081 -!*' 
- 2.78 . -;2,78 1— '].281 '■+ äj. 








+ 


0.383 






+ 0,833 


+1 0,153 


-1 0.959 
+; 0,297 
-■ 0,536 




+ 22.24 ,- S,34 il— 2,76 ,1+ 1,800 "- «i. 




+ 0,3751+ 0,125 


— 0,0809+ 1-1» 






























1 _ 




















+j 0,814 




! 
























' t. 
















_ 


J 


!-' 0,3S4 


_± 
















t^l+^ 





') Die KoeffizieDten ( V ) , ( V ) , 
t 100 mnltipUxirt •; 



. (C) und die Widet^rOcbe /,, /^ /, Kid 
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Anwendung des Verrahre 



» auf die BerechnuDf- von Dreiecksnetien. 



Dieselben Korretatengleichungen erhalten wir, 
(307) die AusdrDcke 

[5) = _t^— 0,088ijE, 

[8] = — t^ — 0,460tj., I 



n wir nach den Formeln 

[ 9] = -*^ + */, + 0.8«*f. 
[iol = + i^-0.383i^, 
[ii] = -k„-0,mkg, 
[ia] = -ij, + io+0,8Mt^, 
|i3] = 4.t^_0,230t^, 
[T4j = -*^-0,888i^, 
Ii5] = -tcr+iB+0,560t^,, 
[i6] = + to— 0,227*^. 

bilden') und diese zusammen mit den unter Nr. 7 eriialtenen Zahlenwerten der 

Koeffizienten Q in die Gleichungen (308) einsetzen. 

9. Die weiteren Rechnungen können ohne weiteres nach den allgemeinen 

Formeln (309) bis (315) ausgeführt werden. Wir lassen daher hier sogleich die 

gesamte Zahlenrechnung folgen: (Siehe die Tabellen auf Seite 281 bis 284.) 



Endgleichungen. | 


».|-.(s). 


-B(S). BIS). 


Ä(X).I B{S}. 


i C{e). ,C(s). C(e). ^ DiX). ;>(e). 


£((!), 


17 














+ 4,17' 








+ 4,17 












1 












+ 1,17,-4,17 








+ 4.17 




1 






















+ 4.17 


— 


.1'! 




+ 4,17 






+ 0.S46 






















+ 0,0287 


17 


+ 0,922 




















+ 4,17 -0.B22 


+ 0,2038 


























+ 4,17 -0.575 


+ 0,0794 






+ 4,17 








+ 1.918 














+ 0,8823 




-3,515 


+ 4,17 








+ 3.515 














V 2,9631 




— 1,597 
























+ 0,6117 
















+ 4.17 




+ 0,434 




+ 0,0451 






+ 4,17 


-4,17 






-1,898 


+ 4.17 




+ 1,393 




4 0,4658 






+ 4,17 








— 0,959 


+ 4,17 


_ 


,17 1-2,335 


+ 4.17 + 1.389 
+ 4.17 +2,335 


+ 0,2206 
+ 0,4625 
+ 1,3076 
















+ 4,17 


. 1 - 0.947 1 




+ 0,21.50 


M 


-3,*i4 


+ 25,02 ' - y,34 




+ 3,081 


+ 25,02-8,34-1,4.55 


+ 2-5,02 + 2.227 


+ 7.4851 


Jleidiungen. 11 


S)J.[(C(J))] 


j[C((S)J. 


-/.-•) 


[B(5>jl.|;[j)(e)i.i ~V) 


[^lei 


■ -/.••) 


Probe. 1 


5,02- 


S,S4 


r 


1,455 


-, 57,0 


+ 25,02 


+ '2,227 1+ 55,0 


+ '7,18 


5 U I6,0O 
















- 2,78 


- 1,281 +! 8,0 


- 0,59 


1+1 3,69 


+ I0.230 


+ O.O9J 


sisiU 


1.05 


+ 


0,075 


-! 15,0 


- 0,35 

- 4,03 


+ 0.235 - 5,0 
- 0,3^5 \'~ 30,9 


-!o,14 

- 0,02 

- 0,03 


8| + l 3,24 

8 - 2,57 

9 -! 1.27 


+ 0,-19 
+ '2,368 
+ 0,411 
f 0,249 


+ 1,173 
+:I..52I 
+ 0,884 
+ 0.309 


1,89 


-1 9,39 




0,780 — !73,0 




+[0,429 


+ 


0,0356 


+' 3,289 
+ 0,069 
-! 0,689 


+ 1 17.86 +: 0,836 ';+ 27,1 






U 0,0168 1- 1,517 


+ 6,681 |- 12,91 

s ! 




■ 


- 0,090 


+ 3,977|+ 3,97^1 




_ 








+ 1 2,669 






*ß 


- 1.607 




1 


,|'+; 1,932 




-J 


-UJ 



Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 
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§ 62. Gewichte u. mittlere Fehler d. wahrscheinlichsten Werte d. zu best. GrOfsen. 285 

10. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, alle nicht quadratischen Faktoren 
der Endgleichungen (194) gleich Null sind, so werden nach den Gleichungen (204) 

auch aDe die Koeffizienten Qu, Qu,-...., Qu, Qu, , ^»1, Qk, gleich 

1 11 

Null, während Qii=p ,, Qn = r-—^\^f ^88 = ? ^^ wird, womit sich 

[paaj li''^'^J IP^^J 

dann nach den Formeln (305) itkr die Koeffizienten ( 91 ) , ( 93 ) , .... ergiebt : 

"1 /cw\ ^* t im \ -^^8 



(«.) = r— .1. (a.) = rnr\-i. («.) = 



[paa]' ^*'" [p66]' ^ ~" ~ [p«c] ' ' • " ' 

( * 1 ) ^^^ r ~i * ( 93 2 ) = p ^~T^ , ( ^ 8 ) = r ~1 » . . . . , 

' [paa]' ^ [P^O]' [P^^] 

I 

während die Korrelatengleichungen (306), wenn wir noch die Bezeichnungen 
Pi = [/)aa], Pi==[pbb], Pt = [pcc], .... einführen, übergehen in : 

^8. . -»8 

p; ^^"p^ 



( 2) = "ö" ^*^ + p- ^£ + f 

( 3 ) ^^ d" ^a I et *^ ~r • • • • > 



und die Endgleichungen <309) in: 

[^P" J ^*ii + [~P~J *Ä H~ • • • * "^/^ » 

\AB], ,\BB]. , _. 

[~p~\ A ~r [^'J ^Ä I • • • • — 'b t 

Diese Korrelaten- und Endgleichungen stimmen überein mit den im V. Ab- 
schnitte aufgestellten Korrelatengleichungen (156) und Endgleichungen (157), woraus 
folgt, dafe wir in dem vorbezeichneten Falle den zweiten Teil der Ausgleichung 
auch ohne weiteres ganz nach dem im V. Abschnitte behandelten Verfahren ftlr 
bedingte Beobachtungen durchftüiren können, wenn wir die nach dem Verfahren 
flu* vermittehide Beobachtungen erhaltenen Werte x o , yo, z o, • • • • als unabhängige 
Beobachtungsergebnisse mit den Gewichten Pi , Pj , Pg , einführen. 



VII. Abschnitt. 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Gröfsen und von Funk- 
tionen derselben. 

1. Kapitel. Für vermittelnde Beobachtungen. 

§ 62. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 

Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. Die Gewichte P, , P^ , P, , der wahrscheinlichsten Werte / , y , z , 

der zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich mit den bekannten Gewichten Pi , Pi , 
P9f • • • • JP» der Beobachtungsergebnisse ii, Ä^, igy....^^ nach den Formehi (40) 

bis (40 f sobald wir die wahrscheinlichsten Werte x , y , z , ab Funktionen der 

imahhängignfi Beobachtungsergebnisse ii, it, A,^ , i„ dargestellt haben. Aus 
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Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte. II. T. VIL A. 



X 

y 






folgt nun, dafs die Gewichte der wahrscheinlichsten Werte x , y , z , . . . , gleich den 

Gewichten der Aenderungen dj, rfp, dj, — der Näherungswerte 5, 9, %, 

Px^t P^f ^^r fest bestimmten Näherungswerte 

nach Formel (41 ) 



sind; denn die Gewichte p 
sind =: 3c und demnach 
folgt, dafs 



ist 



^J ^« ^4 



womit 



1 



1 



1 



1 



1 



rf? 



P * 



P ' 



ist. Ebenso sind auch die Gewichte der Beobachtungsergebnisse ^19^%,^%, >£, 

gleich den Gewichten der Abweichungen fn fit fi^i "' • fn zwischen den Beob- 
achtungsergebnissen ^1, Äi , Äi, i„ und ihren Näherungswerten / 1 , / 1 , 

/ s I ^„ f da letztere aus den Näherungswerten ; , y , 3 , .... der zu bestimmenden 

Gröfsen immer mit solcher Genauigkeit berechnet werden können, dais ihnen 
auch das Gewicht 00 zugeschrieben werden kann. Demnach können wir auch die 



Gewichte P^, P^ 



tf 



der wahrscheinlichsten Werte x, y, z 



nach den 



Formehl (40) bis (45) erhalten, wenn wir die Aendenmgen d]^, dt^, d^, .... als 
Funktionen der Abweichungen ft , fi , fs, "*' fn darstellen. 

2. Um die Aenderungen di^ di^ ^ d^^ als Funktionen der Abweichungen 

fiifttfit "" fn darzustellen, lösen wir zuerst die Endgleichungen 



(216) 



( [paa]dTc + [pab]di9-\-[pac]d^ + ....[paf]=0, 
j [p^b\dT^ + [pbb]dr) + [pbc]di + ....[pbf]=0, 
I Ipf'c]dl + [pbe]dr) + [pee]d^ + ....[pef]=0, 



aUgemein nach d^, dt), f/3, — auf und zwar mit Hülfe der Koeffizienten Qu, 

Qi», Q18, ; Quif ^M, Q28, ...; Qsi, Qiif Qu, ; • -, die wir wiederum, 

wie im § 60 derart festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genügen: 



(2i:a) 



i'[paa]Qu + [pab]Qi^ + [pae]Qii-{- = 1 

j lP^h]Q,, + [pbb]Q,, + [pbc]Q,,J^..,. = 
I [pae] Qn + lphe] Qr, + [pcc] Q„ + ....=0 



(21: b) 



[paa]Q^i + [pab]Qt^-{-[pae]Q^9 + . 
[pab]Q,,+[pbb]Q,, + [pbe]Q,, + . 
[pac] Qii + [pbc] Qm + [pcc] Q«8-|-- 




1 




(217 c) 



[p(i(i]Qzi + lpab]Q^ + [pac]Qn + = 

[pab]Q,,+[pbb]Q,, + [pbe]Q^ + .,., = 

[pffc] Qii + [P^<^] Qai + [pcc] Qm + = 1 



Wir multipliziren die Endgleichungen (216) zuerst mit den Koeffizienten 

Qu , Qu, Qia, , addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 

der Gleichungen (217 a): 

(la*) d^=-[paf]Qn-[pbf]Q^,-[pcnQi,^.... 

Sodann multipliziren wir die Endgleichungen (216) mit den Koeffizienten 
Q 21 1 Qi2 9 Q 23 y . • . . I addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (217 b): 

(Ib^) d9 = ~[pa/]Q,i-[/)6/]Q„-[i>c/-]Q„...... 



§62. 
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Femer multipliziren wir die Endgleichungen (316) auch mit den Koeffizienten 
Qbi t Qn, Qss» ••••» addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (317 c): 

(lO ^3 = -[/>«/] «31 ~[i>*/]QM-[pc/]eM-.... 

u. s. w. 
3. Die Gleichungen (1*) können wir auch schreiben wie folgt: 

(la*) rfE = — Pifli/i Qn—Pi^ifi Qii—P\C\f\ Qi8 — .. 

— P8«8/» Qu— 1> 8*8^8 Qlt—Pi^zftQxZ — " 



(Ib*) 



(lO 



(£9 = — 



Pi^tfi Qti 

Ps^^zfz Qai 



Pi^ifi Qn 
p%h^f^ Qm 



Pi^ifi Q28 

PiCif^ Qs8 

PtCtfz Qn 



<'a = — i>iöi/i Qsi 

— Pzf^ifs 081 



Pl^lfl 08* 

P%^if% Qn 
Pi^zfz Qn 



Pn^nfnQtz 

PiCifi Qu 
Pi^tft Qu 
PiCtftQn 



— Pn''nfnQ»l'-Pn^nfnQ^^—Pn^nfnQ»*-" 



(2 a') 



(2b') 



(2c') 



Setzen wir nun: 

ai = l/piöi Qii+V/>i*i Qi8+y?Ici Qu + ...., 
a« = ]//), a, Qii+VPs*« Qi2+V^Cj Qu4- , 

a8 = >/P»**»Qll+yP»^8Ql8+VP8C8Ql8 + , 

> 

«n = yP««nQii+l/pi[^nQi«+y^^«Qi» + ----; 

ßi=Vpi<^i Qji+Vi'iii Qm + i/i>i«i Qm + — » 

ßi=ip%(^i Qjl+l/p»*» Qm + I/PjC« Q«8 + — , 
/?8 = l/l>8a8Q«I+|/p8*8Q«« + yP8C8QM + i 

I 

^n = l/Pn «n Q« +1//'^ \ Q«» +l/P^ <^« Q«+ • • • • ; 

' yi=-|/piOi Qsi + V^*! Q8« + l//>l«l Q88 + ••..; 
/« = }/;>»« 2 Q81+yi>8it Q8S + Vi>8 C 2 Q88 + .•••> 

y8 = l/p8a8Q8t+l/p8i8Q8« + l/l>8C8Q8a + l 

I 

7 n = ViP^ « « Q «i + i/p« * .1 Q 82 + i/p « ^, Q 83 + . . . . , 



(3') 



so gehen die Formeln (1*) Ober in: 

«i 5 = « 1 yi> 1 A + « 2 y^^ /« + « 8 1//^ /'8 + . . . . o « i/p „ /n = [ « y i' /" ] * 
<'9=i3iy^/i+/?2yp^A+^8yp^/8+..../^«ypii/„=[/?y^/], 

^8 = yiypi/i + y«v^/« + y8y/'8A + .---y„yp^/*n = [yy^/"]* 

womit die Aendeningen di, dy , d^, als lineare Funktionen der Abweichungen 

/i » /t f /•# •*•' fnf ^icccn Gewichte Pi , Pi, Pt, ..../),^ sind, dargestellt sind. 
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4. Unter Beachtung der Ausführungen unter Nr. 1 ergiebt sich hiernach und 
nach Formel (43) ftir die Gewichte P^ , Pj. , P, , .... der wahrscheinlichsten Werte 
X, y , z , der zu bestimmenden Gröfsen : 



(4*) 



1 



y 



i 



p- = yiyi+7i7i + y9yi + '"-ynyn = [yy]p 



und danach ftir die mittleren Fehler 3/^, M^, M^, .... der wahrscheinlichsten 
Werte x , y , z , der zu bestimmenden Gröfsen nach Formel (35) : 



(5*) 



M 



X 



= ±m'y-j^^y ^^jr=^'«]/p-» ^^^.= ±wy-^ — 



5. Wenn nun auch im Vorstehenden sämtliche Formeln gegeben sind, wonach 

die Gewichte P^^ , P^ , P, erhalten werden können, so sind doch noch weitere 

Entwickelungen notwendig, um zu Formeln zu gelangen, wonach die Zahlenwerte 
dieser Gewichte einfacher erhalten werden können, wie nach den bisher entwickelten 
Formeln. 

Multipliziren wir zu dem Zwecke die Gleichungen (2*) zuerst mit l^aj, 

yp«a«, ypaa», .... l/5i^««, sodannmitypiÄj, ^pjÄ,, yps^s, V^«*«» femer 

mit i/p 1 c 1 , i/p^ c 2 , )/^ c , , y/)^ c„ u. s. w. und addiren wir danach die einzelnen 

Gleichungsgruppen, so erhalten wir unter Beachtung der Gleichungen (817): 

[ypaa] = [/>aajQ„ + [;)a6]Qi, + [;)ac]Qia + = 1, 

[y^6a]=[pa6]Q„ + [p6 6]e„ + [;,6c]Q„+ ... = 0, 
\^pta\ =[i>«c] Qii + [P^c] Qi« + [/>cc] Q„-f .... = 0, 



(6 a') 



(6 b') 



I 



(6 c) 



[y'|)a^] = [poo]Qj, -f[/)a6]Q„-|-[pac]Q„-(- = 0, 

[yp6^]=[pa6]Q„ + [p6 6]Q„ + [p5c]e., + .... = l, 

[V!p«^]=[p««] QM + Epftc] QM + fp««] Q»i+ — = 0, 

* 

[ y> a y ] = [p a a ] Q 81 + [;) a 6 ] Q „ + [ jp a c j Q „ 4- . . •. . = 0, 



Multipliziren wir nun weiter die Gleichungen (2*) zuerst mit a i , a « , a s , a» ; 

sodann mit ßxy ß^y ß», ß^; femer mit ^ , , ^ , , ^ j , . . . . i^ u. s. w. und addiren 

wir danach alle Gleichungsgruppen unter Beachtung der Gleichungen (6*) , so folgt: 

[aa] = []/paa]Qn + []/pba]Qii + [^pca]Q^i + ,,,.= Qti, 
[ay] = [yfay]Q,, + [}/pby]Q,, + [^fcy]Q,^+.,..= Q,^=Q„, 



(7*) 



lßß] = ['^P<^ß]Q2i+[^pbß]Qi2 + iypcß]Q,^ + .... = Q„, 

lßy] = ll/pciy]Qn + ['\/p^y]Qn + lT/pcy]Qtz + *''> = QiM^Q 

[yy] = [ypay]Q^^ + [yfby]Qn + [-}fpcy]Q„ + ....^Q», , 



§ 62. Gewichte u. mittlere Fehler d. wahrscheinlichsten Werte d. zu best. Gröfsen. 
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Hiernach und nach den Formeln (4*) und (5*) ist dann: 



(2^) 



[ a a ] = Q 11 , 



C^l) ^.= ±111]/^-, 



-p=[ßß] = Q22, -p=[yy] = Qz3, I 

y « ; 

I 



Die Koeflizienten Qu, Q^, Qsa* ••.. sind bestimmt durch die Gleichungen 

(211) und somit erhalten wir die reziproken Werte der Gewichte P^ , P , P, , 

durch Auflösung der Gleichimgen (217) nach diesen Koeffizienten. 

6. Die Gleichungen (217) haben die Form der Endgleichungen (118), so dafs 
wir sie nach dem im § 27 behandelten Verfahren auflösen können. Die Faktoren 
[paa], [pab], [pac], ; [pbb]f[pbc] ; [pcc]; ; der Koeffi- 
zienten Qu, Qu, Qi8> ••..; Qsi; Qitt Q«3» ••••; Qai^ Qsa» Qta» ....; .... 
stimmen überein mit den Faktoren der Aenderungen rfj, dt) , </j, in den End- 
gleichungen (118), wonach, wenn die Auflösung dieser Endgleichungen vorhegt, 

es bei Auflösung der Gleichungen (217) entbehrlich ist, die Faktoren 93 « , (5 « , ; 

dz, ; der reduzirten Endgleichungen nach den Formehi (120b) neu zu 

bOden und die Auflösung der Gleichungen (217) beschränkt werden kann auf die 
nach den Formeln (120b) erfolgende Bildung der Werte ^2, gs, •••• und auf 

die Berechnung der Koeffizienten Qu, Q,2, Qis, ; Qu, Qu, Qn, •••.; Qzi, 

Qz%f Qn, . . . . ; , oder da nach den Gleichungen (7*) Q 12 = Q «i , Q la = Q ai > • • • • ; 

Q,8 = Q „ , . . . . ; ist, auf die Berechnung der Koeffizienten Qu, Qu, Q ^ ; ; 

VC a t yC Sty ....J H>S8> «...J .... 

Zuerst ist nun fllr die Gleichungen (217 a): 

fi=-l, I f2 = 0, I f» = 0, 
und somit nach den Formeln (120 b). 



(218 a) 



^•-""S"!^^' 



S8 = — — fi — «"S«> 



• • • • 



und nach den Formeln (12S) ftir die aus diesen Gleichungen zu be- 
rechnenden Koeffizienten Qu, Q ^ , Q is , : 



H51S — .... /p 



Q 12 — — ^ä~ Q j« — 
a, Ol 



5i 
6.' 

li 

Ol ■ 



f. = 0, I 



Sodann ist ßXr die Gleichungen (317 b) : 

f. = 0, I f, = -l, I 
und somit nach den Formeln (130 b): 

und nach den Formeln (133) ßkr die aus diesen Gleichungen zu be- 
(S18b) { rechnenden KoefHzienten Qu, Q>t> — ,'• 



S« — — »Qfi 



o — _°i 



«« = -||«» 



6.' 

5. 
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Ferner ist lltr die Gleichungen (äl7c): 

f,-0. I f, = 0, I f. = -l, I 

und somit nach den Formeln (130 b): 

».-0, I 8. = -l, I 

und nach den Formeln (123) ftlr die aus diesen Gleichungen zu be- 
rechnenden Koeffizienten Vu, 



Mit den in den Gleichungen (21S) ftir f , , f ■, , f. , •■ •■ . 3« . 3. . -■ ■ 
führten Werten ergeben sich nach Formel (I2i| die Rechenproben: 



^ 


1,-0 


!.-0 


l.-o 


I.-O 


Probe. 


f,--l 
J.--1 


|. = 


f,=o 


m 


+ S.8. 

+1;,. 




=a. 




-8. 


s. 


-s. 


-I-:'» 


-». 


3. 


='• 




-1: 


=». 




-Q.. 


=«» 


-«« 


-ll„ 


-Q,, 


= «,. 


-«., 


= llu 



I 



§ G3. Gewichte und mittlere Fehler einer Funktion der wahr- 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 
1. Wenn das Gewicht /'^ und der mittlere Fehler .!/,_ einer Funktion 

der wahrscheinlichsten Werte i, s, *, der zu bestimmenden Gröfsen, die in 

ein und derselben Ausgleichungsrechnung vorkommen, ermittelt werden soll, so 
dQrfen wir dies nicht ohne weiteres nach den Formeln (4ö) und (33) ausführen, 
weil die Werte ' , ij , ■ , nicht unabhängig von einander sind , sondern sämt- 
lich Funktionen der von einander unabhängigen Beobachtungsergebnisse i i , i,, 

A,, Ä^ oder der Abweichungen f,, /, , /] , /„ sind. Deshalb müssen 

wir, um das Gewicht oder den mittleren Fehler von /- zu finden, /, zuerst als 

Funktion von A , , A, , A, , A^ oder f,,J'i,fi, .... /"„ darstellen. 

Fohren wir für die partiellen DiSerenzialquotienten von gi (' , y , ' , I 

— 9 ( E + "'s . V + '^Pi i + <*) I > nach i, p, j , die Bezeichnungen 

Pj' CD' 

ein, so wird: 

(!•) l.=^T(',-J,-,----)=T(t.<i,^ ) + ',<ls+!,dp + t,di + .. 

und wenn hierin für rfj , dt), dj, die Werte in |3*) des § 62 eingesetzt 



I 
I 



(328) 



'i- 



'.- 




§ 63. Gewichte und mittlere Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten Werte. 
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(218 a) 
(ai8b) 
(218 c) 



Qu 
Qu 



f, 



d 



3 



Ä~ ö « "r m üT 8 ~r • • • • 



/C~ ü 8 -f" • • • • # 



e 



Nach diesen Formeln ist ftkr einen Fall, wo die Gewichte HU* 5 zu be- 
stimmende Gröfsen zu berechnen sind, das folgende Schema zur Berechnung von 

Qu, Qu, — Qu; Qn, Q%t, — ^«5; Qn, 084, Qm; Qu, Q«; Q 55 aufgestellt, 
wonach das Rechenschema auch für jeden anderen Fall ohne weiteres angeordnet 
werden kann: 



f.-o 


Probe. 


f. -1 
s. -1 


f« 


f.-o 

6,*' 

2r4»* 


Probe. 


f* 1 

S4 = -l 


fs-o 

2)4** 


Probe. 


f. -1 

36—1 














5« 


5. 

2)4 

_®«o 


5^ 


5. 


«4, 


5* 

2)4 

2)4*^" 


-s. 


Qu 


S. 


-Q» 


-Q« 


-e« 




-Qm 


Qu 


Q» 


= e« 


-e« 



(2*) 






)^fp'lfl 



(3*) 



Hiermit erhalten wir dann nach Formel (48) für das Gewicht P^ von L: 



oder: 
(4') 



^ + [ßß]i,i, + '2[ßy]iti» + .... 

I • • . • » 



oder nach den Gleichungen (7*) des § 62: 



p- = 'ii. Qu + 2i.«,Q„ + 2/. /.«.. + .... 
^ + '.'iQ.. + 2/./,Q„ + .... 



I ' • • • • 



W 
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2. Führen wir noch die Hülfsgröfsen Q,, Q», Qj, ... 
derart fest, dafs 

[paa]Qi-f-[pab]Qi + [pac]Q9-\- 

\pab]Q,+[pbb]Q, + [pf>^]Qz + ''" 
[pac] Qi + [pbe] Q^-\-[pcc] Q, + 



ein und setzen diese 



(•Ä5) 



( 






= / 



s> 



und damit nach (l*) und (7*) des § 62: 



wird, so wird: 
(2-^7a) 



1 



r = liQy + l2Q. + lnQ, + .... = [lQ]. 



Indem wir dann weiter die Bezeichnungen der Formeln (130 a) einftlhren 

jedoch fllr fi, f<{, fs» ^^^ Differenzialquotienten / 1 , l^, l^, nehmen, dann 

die Gröfsen 9 ^ , di , — ; @ s , . . . . ; nach den Formebi (ISO b) und dazu : 



C^-^6) 



2, = l2 



b, 



^, 



Ci 



2s^is-:-ii-:^'2,, 



e 
». 



bilden, erhalten wir nach Formel (127) noch einen zweiten Ausdruck für -p- 
nämlich : 



(227b) 



L 



a;''+«^«'+|-:2'+-- 



Hiemach folgt nach Formel (^) ftkr den mittleren Fehler Mj^ von L: 

^^L = ± «« ]/:^- • 

3. Die Zahlenwerte von Qi , Q«, Qs; •••• und von ^- können zweckmäßig 

nach dem folgenden Schema (229) ftlr die Auflösung der Gleichungen (225) berechnet 
werden, das dem Schema für die Auflösung der Endgleichungen (118) nachgebildet 

ist, mit Weglassung der Berechnung der Gröfsen 8», €,, ....; (£», ....; , 

deren Zahlenwerte ebenso wie die der Gröfsen ai, bi, Ci, unverändert aus 

der Auflösung der Endgleichungen im Schema (124) zu übernehmen sind. Das 
Schema ist eingerichtet für den Fall, dafs ^ = 5 Endgleichungen vorliegen ; für jeden 
anderen Fall kann es leicht vereinfacht oder erweitert werden. 





'. 




1 

1 Ol 

- «j «2 
*2 


^4 

®'2 


Oj 

®*2 


Gewicht P^ . 




1 

«1 

Ol 




+/i«. 
+'.«i. 

+ '4Q. 

+'.e. 




-2« 


(33») 


,2. 


1 

1 




Sa 


-s« 




— ®^(2. 


-a. 




,8. 


1 




= Q. 


-«. 


= «. 


= Q* 



§64. 



Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickelten Verfahren. 
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§ 64. Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickelten 

Verfahren. 

Die entwickelten Formeln u. s. w. wollen wir jetzt auf die im IV. Abschnitte 
bebandelten Beispiele anwenden, soweit dies von Interesse ist 

1. Zu § 31. Bogenschnitt gemessener Längen. 

Zur Berechnung der Gewichte P,, Py und der mittleren Fehler M^, M^ der 
wahrscheinlichsten Werte x , y der Koordinaten des Punktes P haben wir : 



msa) 



(218b) 



Öl Öl 

p. =-1. 



r — Q 11 > 



(330) 



1 



Q 



«1» 



(221) 



|^V, = ±m-|/-l-. 



Die vier Formeln zur Berechnung von Q n können zusammengefafst werden zu : 

Cii Cii Jöa eil Jöa öl \CXi / 

so dafs wir fllr den FaU, dafs nur 2 zu bestimmende Gr&fsen x, y vorliegen, die 
einfachen Formeln haben: 



— 4- 1 ^' 



Q 22 — + m" • 



Hiemach gestaltet sich die Auflösung der Endgleichungen und die Berechnung 
der wahrscheinlichsten Werte x , y der Koordinaten, sowie der Gewichte P^ , P^ und 
der mittleren Fehler Mj, , M^ in unserem Beispiele wie folgt : 



a. .+ 15,17 


b. 


+ 0,62 


fi h-2,45 


b, 

Oll 

ttl i 


+: 11,82 
, 0.03 


5. 


-;2.98 

1 

+ 0,10 

1 : 


Probe. 








Ol 

b.' 

Ol 

= h A 

Ol 83« 


- 0,041 


l-^ 'i+^0,161 
tti 

^-'dxi^ 0,010 


ai 
2 


1 
0,394 

- 0,679 




' 1 

1 

L 1 , 

% »2 


1 

+1 11,79 


2,83 

+ 0,240 

! 

1 
1 


■ 


1 




0,78 

0,0661 
15,1 


dj ,4-0,151 

1 

! 




1 

1,073 

i 


j 

1 


0,0848 
. 1 
11,8 






1 

,- 0,870 
0,703 






»1 : 
1 


-S 


— 1,073 

1 


r — l + di — 6 823,76 + 0,15 — 6 323,91 m , 
y — 9-f d9 — 2 306,00 + 0,24 — 2 306.24 m , 


3/, — db m ']/-p— + 0,50 . 0.26 — 4- 0.13m, 
3/j, -^±m l/-^ - + 0,50 • 0,29 — + 0,14"«, 
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3. Zu § 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 

1. Den im § 32, Nr. 4 entwickelten allgemeinen Endgleichungen entsprechen 
auch die Endgleichungen : 

(118) { ^p<^j^=-[p^n» 

vpdVi = '-[pef], 



(130a) 



Demnach sind die hier zu benützenden Faktoren der Endgleichungen; 

ai = + vjo, bi=0, Ci = 0, 

f>i = + vp, c« = 0, 

Ct = + vp, 



(130 b) 



JB2 = B2 = + v;>, 6j = 0, 

©, = C, = + Vj9, 



(318a) 



(S18b) 



Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (318) 

fi = — 1» f» =0; fs =0,...., 

S2 =(); 08 =0,...., 

Qia = 0, Qi9 = 0, 

f. =0, 
1 



vp 



^"-rp' 



U =-1. f. =0, 

5. =-1, 3f, = 0. 

Q 28 = I . . . . ; 



(318c) 



f fi =0, f, =0, f. =-1, ...., 

- * 

VC 88 ^ f • • • . 

V p 



Hiernach ist Q „ = Q 22 = Q m = ^=-— , femer das ftU" alle ausgeglichenen 

Richtimgen gleiche Gewicht P nach Formel (330) : 

P=vp, 
und der ebenfalls ftir alle Richtungen gleiche mittlere Fehler M nach Formel (331) : 



M = 



r vp 



In unserem Beispiele sind zur Bestimmung von v = 4 Richtungen die Winkel 
derart beobachtet worden, dafs das Gewicht der Beobachtungsergebnisse /> = 6 ist. 
Somit ist das Gewicht der ausgeglichenen Richtungen 

P=v;, = 4-6 = 24 

und ihr mittlerer Fehler 



3/= ± m-|/l^= ± 1,03 ]/!= ± 0,21". 



2. Der wahrscheinlichste Wert U' ^ eines Winkels wird aus den aus- 



n - m 



geglichenen Richtungen i?„ und R^ erhalten nach: 
Somit ist nach Formel (333): 



8 65. 



Beispiele zu dem in den §§ 62 und 6^ entwickelten Verfahren. 
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^ 



n 



= -1, 






= + 1, 



1 



sodann, da nach Nr. 1: 0»« = ^«« = -« * Qnm = ö ist, nach Formel (2^): 

= — + ::;; = ir;; o^cr -Pik=o*'/>, 



Pjy- vp vp vp 
femer nach Formel (228) : 



3/,,= ±m-|/^-=±m-|/A, 



wonach in unserem Beispiele das Gewicht der wahrscheinlichsten Werte W der 
Winkel 



P^=lvp=l-4-6 = l2, 



und ihr mittlerer Fehler: 



M^y= ±mY^=± l»^3]/^= ± 0,80 



#/ 



ist. 



3. Zu § 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

1. Verfahren. 

Im § 83 haben wir zur Bestimmung der Richtungsänderungen dxi ,dXi, ....dx^ 
unter Nr. 14 die Endgleichungen 

3dri— do^^^=0, Sdx^^do^ =0, 



Sdxt — do^ =0, 
3(ir3 — do^^' = 0. 



Sdx^ 
3(ire 



do" =0, 



und zur Bestimmung der Aenderungen do^, do^^, do"^ , do'^ der Orientirungs. 
Winkel unter Nr. 18 die Endgleichungen 






1 . IV 



+ -^do 



_1 rfo^/+13jo^^^ 



— 45,7 = 0, 
+ 47,8 = 0, 
+ 22,6 = 0, 



+ l<io^ 



11 



+ Vdo"' -24,3 = 0. 



Von den diesen Endgleichungen entsprechenden reduzirten Endgleichungen 
(122) stimmen die ersten acht Oberein mit den angeführten Gleichungen und die 
beiden letzten sind 

+ 4,30 d 0^^^+26,2 = 0, 
+ 3,64 do^^ — 20,2 = 0. 
Demnach sind die Faktoren der reduzirten Endgleichungen mit den Bezeich- 
nungen der Formeln (120 a) und (120 b): 



6i 



0, 

+ 3, 



Ci 



0, 
0, 
+ 8. 



2)4 = 4-8, 



«1 

«4 



0. 

0, 
0. 

+ 3, 



fli = 0. 


^1 = 0, 


ii = 0, 


tl = -l. 


li = 0, 


®« = o, 


«« = -1, 


3.-0, 


Ä,-0, 


*', = 0, 


®a = 0, 


^3 = 0, 


3i = 0, 


Äa = 0, 


?a = -l. 


®4 = 0, 


«4=-l. 


34 0, 


Ä4-0, 


?4 = 0, 


®5 = 0. 


«5-0. 


^5 = 0, 


«5=0, 


»5 = -l. 


®«= + 8, 


«^• = 0, 


3f6=-i. 


«« = 0. 


?. = o, 




^, = + 8,67, 


37 = 0. 


Ä7=0, 


e7 = + o^. 






3.= + 4^, 


Äe = -0.33. 
«a = + 4,80, 


?.-o. 
v.=o, 
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Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Qu, Q^, .... Q as nach den 
Formehi (218) wie folgt: 

fi = — 1» Si = 5j = 54 = 55 = 56 = 57 = 38 = öi 5« = — ö"^*"^ — s* 5*^^^^' 
52 = — ^» 58 = 5y4 = 35 = 36 = 0, 5? = — -^- S2 = — ^ , S8 = 5» = ö* 

5.o = -|'57 = + 0,03, 

Vi 

*2" = l75. + |:5' + l-::5..= 5+|S0.33 + |2f 0.03 = 0.36; 

5« = -i,3. = g. = o,5, = -|^54 = -J,S. = 5, = o, 5,. = |^5,=+0.03, 



5.n 



«V7 



rfio 



1 , 0.83 



0,03 



Q« = |;5. + ^;5, + '^-5.0=3+3;^ 0.33 + — 0.03 = 0.36; 

56 = — 1, 56^57 = 58 = 5» = 0, 5io = — .-*g8 = — 0,33 , 

«"=l:^^'+I:-/^-=3+3:S«'^^=«'^«' 

















Auflösung der 


0, 1+ 111 


bi 


— 9 


Ct 


- » 


ti 


+ 8( 


1 
1 

1 


b, :+ 108|{ c. 


1 ! 
1 1 
1 ! 

' i 

1 
1 

1 
1 

1 
1 


1 j>i 

Ol 


1 
+ 0,081' 

i 


1 

1 


1 

+ 0,081 

1 


Ol 


1 
-0,027 

t 


r 
1 

l 


Ol 1 

1 


— 1 


Ol 


+ 102 


<Et 


1 

i 

1 

1 
1 

1 




Berechnung der 


fl - 24' 


1 f. 

\ 9. 


1 

o.Oü ; 
1,94 


Ol 


0,00 

1 

-1,94 

i 

+ 0,11 


! 

f. 
- 1' f. 

1 «I 

1 


0,00 
+ 0,65 ; 

-0,10 

-0,09 


Probe. 
+ ll f , + 5.18 

Ol ! 

+ %- J5a ' + 0.04 
+ -?*ff3 +0.03 

ttl 1 


f. : - 24 


f» 


__fi 

Ol 
Ol 


-f- 0,21c 
0,000 


&. 


- 24 




- 1,94 ; 


- 1^ i + 0.285 


i »> 


1 ^«« 


+ 0,019 

0.000 

- 0,001 


- 1,83 


-*i^" 


+ 0,001 




-V C>,a +0.001 

Ol 

1 


1 ru 


+ 0,018, 
0,000 


+ 0,46 




+ 0,00 


»:<■» 


+ 0.001 




-i> 


+ 0,001 


»V4 
1 =QX4 


-0,004 


24 Öu 

; <2ii 


+ 5,25 
+ 0,219 


«« 


+ 0.237 


«» 


Ol. 


+ 0.218, 


+ 0,018 


+ 0.018 





Hiernach sind die Gewichte F, , P, , f 

Mi, .... ,W, der wahrscheinlichsien Werte fl , , 
sämtlich : 



— "*S.--0.03, 5., = 0, 

0.33 + ^'^ 0.03 = 0,36 . 

', und die mittleren Fehler M,, 
, n, Ä, der Richtungen 



--±my<i^ ± 13.0-0.6 = 



Wenn in allen Sätzen alle Richtungen vorkommen, wird a , = ö , = S 
und werden alle übrigen Faktoren der reduzirten Endgleichungen = 
dann P^n wird.') 



I 



4. Zu §34. Richtung 



rfahn 



In dem im § 34 behandelten Beispiele sind die wahrscheinlichsten Werte 
H i , II t, It t , R, der Richtungen , deren Gewichte /*, , P, , P,, P, und mitüeren 
Fehler -V, , .V, , .Vi , .1/, uns allein intereasiren , vollständig bestimmt durch die 
aus den reduzirten Fehlergleichungen abgeleiteten Endgleichungen. Wir können 
deshalb auch die Gewichtsberechnung ohne weiteres an die Auflösung dieser 
Endgleichungen anschliefsen. Da wir sämtliche Endgleichungen mit 24 multipüzirt 
haben . müssen wir in der Gewichtsberechnung auch die Werte f ^: - 1 mit 24 
multiplizirt ansetzen und in den Proben erhalten wir als Summe den 24 fachen 
Betrag der Koeffizienten Qu, Qu, Qjj, .... Hiernach gestaltet sich die Gewichts- 
berechnung, der wir die Auflösung der Endgleichungen nach §34, so weit es der 
besseren Uebersicht wegen nöthig Ist, voranstellen, wie folgt: 



EndKieichungen. J 


-t- 7 


O. - B 




9, 


+ 103 

- 1 


6. 











+ 


101 





-<MS» 


"¥; ^''•*** 






~ 




1 


-p 


1 

+ 




+ 


108 


Cewichtskoefniicntcn (/. [| 


+ 1.« 


f. 
-1;.. 


-u. 

+ 0,01 


Pro 


+ 0.M 
-1-0.01 


f, 

3. 




9. 


-1,18 

-'■■• 


Pro 

t|;«. 


+ 5,M 
+ 0,01 
+ S,M 
+ 0.235 


f. 




H 


+ 1.« 


S, 
Ob 


+ 0.935 
+ 0JW1 


__»_. 


+ 


o,ffla 


-KWPOI 


,. 


-'■" 




+ 0.011 


-^ 


+ 5,« 

...» 


+ 0.888 


1 


-Ofta 


= «H 


+ O.Öll 







*} Et licet dun auch der Im S 61, Nr- 10, Seite 9B0, bezeichoete Fall v 
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Mit den für Qu, Q29, Qu, Qu erhaltenen Zahlenwerten wird: 

P — —- — — — 4 ß 
' ~ Qu ~ 0,218 ~ *•'' ' 



(^0) 



p _*L_ 4.9 

* ~ Qm ~ 0/^37 ~" ^'"^ ' 

P J_ — 40 

' "~ Qm "" 0,236 "" ^'"^ ' 



(821) 



P. 



1 _ 1 _.Q 



M, = ±m yo;; = ± 12,5 . 0,47 = ± 5,9", 

Mi = ±m |/Q„ = ± 12,5 • 0,49 = ± 6,1 , 

.V, = ±m|/Q„ = ± 12,5. 0,49 = ±6,1 , 

.1/4 = ±tn|/Q4^ = ± 12,5 0.48 = ±6,0 . 

Q44 ~ 0,233 "" ^^^ ' i 

Das Gewicht einer emmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Fem- 
rohrlagen, das gewöhnlich gleich Eins genommen wird, ist im vorliegenden Beispiele 
nach § 34 gleich 0,5 genommen. Um die Gewichte P^ , P%f Pt, Pa daher auf die 
gebräuchliche Gewichtseinheit zu beziehen, müssen die für diese Gewichte erhaltenen 
Zahlenwerte noch mit 2 multiplizirt werden, womit sich filr die wahrscheinlichsten 
Werte der Richtungen i2 1 , U^, i? s , ^4 die Gewichte 9,2 , 8,4 , 8,4 , 8,6 ergeben. 



5. Zu § 85. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Die zur Berechnung der Gewichte P« , P« , P^ und der mittleren Fehler 

3/ 2 , 3/, , 3/7 der wahrscheinlichsten Werte ü«, Hi, .... H^ der Höhen der 

Hauptpunkte 2 , 3 , 7 des Nivellementsnetzes zu benutzenden Faktoren der 

reduzirten Endgleichungen und die zu benutzenden aus solchen gebildeten Quotienten 
sind nach § 35, Nr. 10: 



ai = 



+ l,90,!-.r± = 4_o,34, -^ 



0, 



= 0, 



öl I 1*1 

»,= + 2,50, -®? = + 0,89, -i' = 0, 



«1 



8 



3), 



6, = + 2,74, -|' = 0, 



«. ' 

6, ' 



'-«i=0, 



_®l =+0,«, 



J>4 = +1,76, 



|* = + O,4O,i--®-^=0, 



e. =+1.34, !-?-;= 



r,W, 



Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Qn, Qm> .•••^66 wie folgt: 



fi 






ai 
tti 

Ol ' 

Ol I 



+0,53; 



Ol 



-0,34|-|^3J-043 






+0,14 



«Ta 



f4 

-o,i3!-J's, 



-^■<A.+0,Otf 






V,i 



(V» 

0. 



+0,05; 



i 8,'''» 



-pV,.+0,03-^-*- 

G3,. ! 



^ (^, +0,08 , 
Ol . 1 



lyn±ofis-ly. 



— 111 

Ol 

~ 8, *' 



-J-f.'>5,+0.06 



Qu ,+-0,61, V,, ,+0,26'| (A, ,+0,08 



Vu +0,06, 



-J-ft.H-o.i4| 



Q16 i+0,14 



f. I 
01t I 
«1 

H g- 5. 
9. 




-0.iai+|-'5.'+W 

-o,o2 + i'rT.+w 
I * 



3?; 






_5j 



-o,ij+ l%j^ 



^om 



Qu 



+* 
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-^Q.;+0,26- 



f, -1 
5. i -1 



5> 



+ 0,40 



», 



Qu 



18 I 

|-'5, -0.39 



f. 

5, 1-0,39— ^'5, 



5. 



+ o,u 



-^Q 



n 



+ 0,09 



p Q« + o,io; 






6, 
Gl 



^--y« 



^•<?« 



54 



+ 0.2^ 



S4 
©4 

i>"4 

Q.4 



— ns Vi 



r» 



Q» 



+ 0,16 



f. 

e, 

9. 

2). 

5. 



5. 

54 



+ 0,lft 



5» 






-^Q: 



Q 



So 



f. 

-1^5,-0.44 






+ 0,41 



+ 0,41 



2>4 



^54 



-0,06 



Probe. 



0». 



- T'S 



5 



-0,50 



_5j 



+ 0,60 



+ g^5. 

+55)5. 

+ ®:5. 



Q 



22 



+ 0,40 
+ 0,05 



+ 0,30 





5 



6-; +0.8« 



-r-Q« + o,oa 



6". 
6. 



Qu 



- 1'- Q. 



r84 



f. 

54 



+ 0,89, 



5. 

®4 

2)4 
©4 

2)4 

Q*. 



-r« 



r« 



Qu 



e4.v 
5. 



5. 

+ 0.05-|»Q,. 



+ 0,05, 



©6 
Q.5 



f. i 

®4, 
®»0( 

- e-55 
5. 



Probe. 



+ 0,13 



+ 0,13 



_5. 
®, 

= Q3. +0,19 



-0,16 + ||5, 

+ 3)^54 
1 5»t; 



1-0,16; 



Q 



sa 



+ 0,36 



+ 0,03 




— 1 
— 1 



+0,57 

i 

Q4« 

^4. +0,21 



4 0,78 



|;54-0,40( 



5 . i-0,40 



5 



€5 



+0,30 
04.1+0,2^ 



Q4. +0,5ä 



f. ' ■ 

®4<v 



5 



-0,28 



_5. I 
®, 

= Q4. +0.3» 



Probe. 
+0,57 



+ 35^54 






+0,12 
+0,09 



Q44 +0,78 



f. 
5. 



5. 

®» 

Q55 



— 1 

— 1 



+0,7 

QmI+O.ST 



+ 1,82 



f. 
®»^ 

5. 



-0.69, 
-0,69 



+ 1^5 



Probe. 

+0,761 



5. 
®t 



= Q 



M 



+0,82 



+ 1;*5.;+0.57| 



Q55 '+1,82 



Se ' -1 



O — — ^ 



1,19 



Hiernach wird: 



.230) I 1 1 11 






«1) 



3/, = ± m yO^I = ± 3,7 • 0,78 = ± 2,9min, ! 3/5 == ± m ^Qu = ± 3,7 • 0,88 = ± 3,3min, 
iV, = ± m yös^ = ± 3,7 . 0,87 = ± 3,2««, 3/« = ± m y«»* = ± 3,7 • 1,15 = ± 4,3nim, 

3/, = ± m yoie = ± 3,7 • 1,09 = ± 4,0mm. 



if ^ = ± myö» = ± 3,7 • 0,62 = ± 2,3min^ 

Die Gewichte sind nach § 35 in unserer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gew kfat eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit 



300 



Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte. IL T. VIL Ä. 



Zielweiten von 50 Meter P i ]un = ö>25 ist. Daher müssen wir die eiiialtenen Zahlen- 
werte der Gewichte P« , ^s , .... Pa mit 4 miütipliziren, um sie auf die gebräuch- 
liche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,2, 5,1, 3,0, 3,4 als 

Gewichte der wahrscheinlichsten Werte Jf», H^, H^ der Höhen der Punkte 

2 , 3 , 7 erhalten. 

0. Zu § 36. ROckwärtseinschneiden. 

1. Zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x, y , o der Koordinaten 
des Punktes P und des Orientirungswinkels haben wir nach § 36, Nr. 5 und 7 die 
reduzirten Endgleichungen : 

+ 4do+ m,bd^+ 130,3d9— 48 = 0, 

+ 30196<i5— 1720(^9 — 1806 = 0, 

+ 20 002(^9 — 1383 = 0, 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen und die sich aus diesen ergebenden Quotienten sind: 



01 = 4-4, bi=+ 68,5, Ci=+ 130,3, 
93,^:^4.30196, 6, = — 1720, 

63 = 4-20002, 



-^ = -171 



-1L = - 32,6, 
-1^ = 4-0,057. 

'Ol 



Hiermit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Q^, Qu, Qu wie. folgt: 



f. 



— 1 



t. 

Ol 



+ 0,25 



f. 

Öl 



0,0 

+ 17,1 



fa 



0,0 

432,6 



+ 17,1 I- 



l-:3^'_Li£ 



;-'yi3' 40,05 



b, 



^2 



Qu 



Qn 40,01 \-:^'ih 



4 0,31 



»2 



— 0,000 57 

— 0.000 10 

— 0,000 67 



?V3 



4-33,6 



Ca ' 

= Qm —0,00168 






Probe. 

4-0,25 



4-0.06 



+1;^» 



Qu 



f-0,32 






— 1 

— 1 






4 0,000 033 

<A3 4 0,000 000 



SB o ^'^ ^ 






0,000 
- 0,057 



— 0,057 



= ^83 



L 0,000 033 



_^3 
(£3 

= ^il23 4 0,000 003 



fa 
Sa 



— 1 

— 1 



Sa 
Sa 



f- 0.000 050 



Die Gewichte und mittleren Fehler I\ , M^ des wahrscheinlichsten Wertes 
des Orientirungswinkels und I\ ^ P,,, 3/^.', M^ der wahrscheinlichsten Werte j^, w 
der Koordinaten des Punktes P ergeben sich hiernach zu ; 

^^1 0,31 
1 1 



o 



(330) -^ P^ ^^^^ Qß^ ^3^ 



1 



1 



^ ^^38 0,000 050 



3,2, 
-r 30 300 
= 20 000 ; 



I'"- 

, (331) { 3/ 



= ± m j/Qn = ± 7,9 . 0,56 = ± 4,4", 

= ± m}/Ö^ = ±7,9 0,0057 = ±0,045in = r4,5* 



3/ =±myQ„ = ±7,9.0.0071 = ±0,056m = ±5,6«S 
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2. Indem wir die im § 36, Nr. 3 und 5 entwickelten Gleichungen (113) und 
(110) zusammenfassen und in den sich ergebenden Gleichungen für «„ und 6„ ihre 
Zahlenwerte nach § 36 , Nr. 7 setzen, erhalten wir für die wahrscheinlichsten Werte 
i? , , -ß 8 , Ä , , Ä 4 der Richtungen : 

Äj = ri — do + 122,3(iic— 63,1^9, 
Ä, = r, — do— 18,3 d5+ 74,3^9, 
i2, = r3 — do — 112,5 dj— 21,8^9, 
i?,=:r4 — do— 60,0 dE— 119,7(^9, 

Hiemach sind zimächst für die Richtung R i die Differenzialquotienten / 1 , / a , 
li nach Formel [22$) : 

l, = — l, /s = + 122,3, ?, = — 63,1, 

womit sich das Gewicht Pi von B , nach den Formeln (220) bis (328) ergiebt wie folgt : 



'. 


— 1 


8. 


+ 122 

+ 17 i 


Ol 

8. 


63 

+ 83 

+ 8 


Gewicht Pj und mittlerer 
Fehler M, . 




— 0,25 
+ 0,04 

— 0,08 


1 
■P. 


+ 0,25 
+ 0,64 
+ 0,02 


+ ',Q,;+0,29 


+ 139 


+ ?,<?» 

l 
■P. 


+ 0,55 
+ 0,07 


+1; 


+ 0,0046 
— 0,00 Ol 


-22 




0,0011 


+ 0,91 
1,1 


+ 0,91 
± 7,4" 


— 0,29 


+ 0,0045 



In derselben Weise erhalten ^^^r auch die Gewichte P« , P« , P4 und die 
mittleren Fehler iT, , 3/,, 3/ 4 der wahrscheinlichsten Werte -B«, B^, B4 der 
Richtungen nach den Punkten P2 , P» , P* . -Die Zahlenwerte sind : 



Pi = 1,1 , 
P, = l,2, 

P, = l,8, 



3/, = ±7,4", 
3f,= ± 7,1", 
3/3= ±5,8", 
3/4= ± 6,6". 



7. Zu § 37. Vorwärtseinschneiden. 

1. Nach Gleichung (33*) im § 37, Nr. 6 und nach § 37, Nr. 8 sind die redu- 
zirten Endgleichungen (122) zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte Of, 
©8,0, der Orientirungswinkel für die auf den Punkten P7 , Pg, P% beobachteten 
Richtungen und der wahrscheinlichsten Werte x , y der Koordinaten des Punktes P: 

4<i07+ 18^5— 74(^9+ 1,0 = 0, 

5rf08+ 112dE+ ' 22dt)— 6,0 = 0, 

5doe+ 60d5+ 120(^9—5,5 = 0, 

+ 13158(iE+ 6732(^9 — 816 = 0, 

+ 12567 (£9 — 160 = 0, 

und hiemadi die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden 
Faktoren der Endgleichungen, sowie die sich aus diesen ergebenden Quotienten: 



a» = + 4, 



Bi= 0, 
». = + 5, 



Ci= 0, 
(5,= 0, 

€. = + 5, 



bx = + 18, 
2), = + 112, 
2), = + 60, 
2)4 = 4-13158, 



e, = - 74, 
(S, = + 22, 
@8 = + 120, 
@, = + 6,732, 
(g, = + 12 567, 
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a, = 



-1-4 _J^V— _ ^_L = 

öl öl 



«. 



\ 



«. = + 5, 



öl 

-|| = -22,4, 



-|i- = + 18.5, 
-^ = ~ 44- 
-|i = -24.0, 



-1; = - 0,512, 



3)4 = + 13158, 

(gs = + 12562. 

Damit ergeben sich die Zahlenwerte von Qu, Q«, ..Q» wie folgt: 



I f, 



t- 



f. 

Ol 



-1 



+0,25 



f, 

s. 



,!-*-<^» +0,03 

Ol 

;-^<;?u +0,01 

i ;■ 

~ ~- Vii 

öl 



oa • i' 

J- (A» -0,007:- 



f. 



>Y> 



1) 






<?„ +0,026- 



Vu 






5. 

G. 

G, 
6, 

Gs 



f« 

öl 

SB,*' 

5« 



+4,5 - 



+4,5 1- 



Öl 



' Probe. 
-18,5 +J-!f. +0,» 



Q„ -0,040 
Qu +0,014 



<^n +0,2«! <^„ +0,019^ Q„ ; -0,026 



S4 

2)« 
Qu 



—0.000 84:; 

■I 

Qi5 -0,000 841 



3>4 

5* 



«3f4 



-2,3 



, + a;^*' 



ii+firey4 



2^4 



-20,8 ; + jti5'+Ö^ 



G. 



—0,00118, =Q,» '+0,00166;! <;;„ +0^ 



f. 
Tu 



-1 

— 1 I 



f. 



+0,20 



5. 

-|^Q«'+o.oo; 

h|^Q«+o,03,- 



(!f8 



6, 



-^Q 



Q.i , +0,23 



5» ; |. 

6, j ■ i' 
P Q« +0,013' 

g I Qm +0,017 , 
Qm +0,03(>, 






(V4 



f 



+22,4 



^, 
G4 
X4 



-0,00 17 

Q.5 +0,0003 
-0,00 14 



3>4 

5» 



Probe. 



®*5, +4.4 +1^5. +0^0 



+22,4 '-1^54 -11.5 



G, 

354 

-7.1 :+|-*5. 



+ G,*' 

;+ ^tT tf 4 



+0,04 

+ 0,00 



3» 

G5 

Qm +0,00056,1 Qrt I +0,24 






/V3 

6, 



— 1 
— 1 



f4 



+0,20 



'^4 



-g^'A.-, +0,03 



'^^ 



rt4 
64 



f 



pa, 412.0 - ^'5 , +24,0 



+ 12.0 -^]g4 



0,000 91' Jy5 +17,9 



— z Q»4 -f 0,00 - ;; * ^85 +0,000 73 - 



63 



^4 



>V5 



Probe. 
+ 1^5; +0,20 

6.1 l+l-sJl +0,01 

+ |-'5» +0,03 



+0,23 <hi -0.00018 =(^,5 — 0,001 42i 



Q 



u 




§64. 



Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickelten Verfahren. 



303 





— 1 

1 


f. 
2)4** 

S5 


f. i -1 

+ 0,512 15. -1 


5. 

^44 


+ 0,000 076 

1 

+ 0,000 021 


+ 0,512 


-Qm +0,000080 


5» 

©5 


— 0,000 041 


+ 0,000 097 



Hiemach wird: 

'"'"Qu 0,29 **'*' 
^'»- Q,, 0,23 



08 



^•~Q„~ 0,23 ~*'^' 



(3*») 



.V 



07 



3/ 



08 



±myQu = ± 5,0- 0,54 =±2,6", 
± m }/Öi2 = ± 5,0 . 0,48 =±2,4", 



P =-i- = _l . 
Q44 0,000 10 



p 



1 



= 10000, 
= 12500. 



3/'^^ = ±myQa, = ±5,0 0,48 =±2,4", 

M^ =±m y y « = ± 5,0 • 0,010 = ± 0,050 m = ± 5.O «n , 

M =±m i/Qö^ = ± 5,0 • 0,009 = ± 0,045™ = ±4,5«». 



^ y 66 0,000 08 

2. Die wahrscheinlichsten Werte üs, ^e, ^7, ^« der Richtungen auf g 7 

ergeben sich nach (13') und (16') im § 37, Nr. 3 und 5 mit den Zahlenwerten im 

§ 37, Nr. 8 nach: 

Äß =:r 6 — do-j f 

i?, = re — do 7-18 d£ + 74(^9, 

JR -j = x t — do 7 , 

-'?8 = r8 do S' 

Demnach sind die Gewichte Ps, Pi , Pa und die mittleren Fehler 3/5, 3/7, 
3^8 der Richtungen -ßs, -B? , R% gleich dem Gewichte P^^ = 3,4 und dem mittleren 
Fehler M^^ — ± 2,6" des Orientirungswinkels 07, während sich das Gewicht P« 
und der mittlere Fehler M^ der Richtung -ß« wie folgt ergiebt: 



?. 


~1 


«1 

24 


— 18 
+ 4 


Öl 

®^24 
2. 


+ 74 

18 

+ 7 


Gewicht P» und mittlerer 
Fehler 3/,. 


_J.g4 


-0,25 
+ 0,09 
+ 0,02 


u « 


+ 0,25 


+ '.Q. 

+ '4Q4 

+ '5Q5 

1 

1 P» 


+ 0,14 
+ 0,07 
+ 0,37 


14 


Ml 1 

+ 1*24 +0,02 


+ -^* 


0,0011 
— 0,00 26 


4 63 


*^4 

1 
-P. 


1 
+ 0,32 


2. 

1 


+ 0,0050 


+ 0,59 
1.7 


— 0,58 
± 3,8" 


-0,14 


0,0037 

1 



Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werte der übrigen 
Richtungen ergeben sich in ähnlicher Weise. 

8. Zu § 38. Kombinirtes Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden. 

Die Berechnung der Gewichte P,, P^ und der mittleren Fehler M^, 3/^ der 
Koordinaten x, y des neu bestimmten Punktes P kann in Verbindung mit der 
Auflösung der Endgleichungen u. s. w. ebenso durchgeführt werden wie es unter 
Nr. 1 dieses Paragraphen geschehen ist: 



304 



Gewichte und mittlere Fehler der wahrschemlichsten Werte. U. T. VII. A. 



Ol 


1 
+ 43 354 




+ 5 012 


f. 


1 

-2 622 


«1 

»2 
l 1 

■'/■ 


+ 36114 
-, 581 


f. 
«1 

5. 


H- 


1858 
804 


Probe. 1 


Qi 


1 
1 




Ol 

a, 
6, 1 

Ol ©2 


0,116 

1 

0,83 

0,000 023 
44 000 

1 


f. 

Ol 

0, 
dl 


-f 0,060 


2 -227 1 




0,005 


+ 35 533 

1 


+ 


1554 
0,044 


+ 0,055 

i 
i 




1 

1 


0,000 028 
36000 




'1 i 1 

Udl -144i 

II 1 

Udv „-;82 
2 --226j 


a: — E-fdj— 4 745,10 + 0,06— 4 745,16 
y — 9 + d9 — X6 681,20 + 0,04 — x6 681,24 


M^ — ±m l/y- — ± 4,9 . 0,0048 — ± 0,024m 
M^ - ± m l/y- — ± 4,9 . 0,0053 — ± 0,026m 



9. Zu § 39. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werte x und y der Richtungstangente und der Anfangsordinate der Geraden sind 
nach § 39, Nr. 7 und 9 : 

+ 5(i9 + 5 788rfE + 2,786 = 0, 
+ 2 646000dj + 286 =0, 
wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen sind: 

ai= + 5, i b,= + 5788, 

I », = + 2646000, 

Damit ergiebt sich nach den Formeln (218 a) und (218 b): 



g3 = + ^^== + 1158, 

«1 "1 



Q,. = -|- = -0,000437, 
Q2« = + är- = + 0,000000 378. 



Hiemach ergeben sich die Gewichte Py , P, und die mittleren Fehler M^ , M^ 
der wahrscheinlichsten Werte y , x der Anfangsordinate und der Richtungstangente 
der Geraden zu: 

(^y= J =M1, ! (3/ =±mV^n = ±0,97.0,84 = ±0,81m, 

(320) { ^J' (221) { ' _ 

P^ = _ ^ - = 2 650 00 ; ' ^^x = ± m }/Q,, = ± 0,97 • 0,000 61 = ± 0,000 59 . 

2. Nach den im § 39, Nr. 4 und 6 gewonnenen Gleichungen (118) und (116) 
ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert 0„ der Ordinate eines Punktes P, nach: 

On = On + d^ + ^n<^T^ 

und somit für das Gewicht P„ von 0„ nach den Formeln (22S) und (284): 



/i 



et) 



= + 1, 






1 



= 0,707 — 0,000 87 • a„ + 0,000 000 878 •«««,. 
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Hiemach erhalfen wir für die Gewichte Pj , P, , . . . . P5 und die mittleren 

Fehler 3/,, 3fj, 3/5 der wahrscheinlichsten Werte 0,, O^, O5 der 

Ordinaten der eingemessenen Punkte P, , P« , /% der Geraden : 



Nr. der 
Punkte. 


fl. 


a a . 


Qu. 


2aQ,,. 


aa Q„. 


1 
1 
P- 


P. 


y-. 


±my p. 


1 
2 
3 
4 
5 




713 

1318 

1731 

2 026 



508000 

1 737 000 

2 996 000 
4 105 000 


+ 0,707 
+ 0,707 
' + 0,707 
+ 0,707 
4- 0,707 


-0,000 +0,000 
0,6201 + 0,192 
1,148+0,657 
1,505 +1,132 
1,766 +1,552 


1 

+ 0.707 
+ 0,279 
+ 0,216 
+ 0.334 
+ 0,493 


1.4 
3.6 
4,6 
3,0 

2,0 


0,84 
0,53 
0,46 
0,58 
0,70 


± 0,81 
± 0,51 
± 0,45 
±0,56 
±0,68 


5 788 


'9346 000 


+ 3,535 


' 5,039 


+ 3,533 ' 


; + 2,029 

1 





10. Zu § 41. Bestimmung einer Distanzteilung für den Okular- 

auszug eines Fernrohrs. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werte x und y des Abstandes der Einstellmarke für den Okularauszug von der 
Objektivlinse und der Brennweite der Objektivlinse sind nach § 41 , Nr. 6 und 9 : 

+ ndx- 11,307^9 + 0,49 =0, 
+ 0,011 35 dr) — 0,057 97 -= , 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Elndgleichungen sind: 

ai= + ll, ! 6,=-- — 11,307 

I »2 = + 0.01135. 

Damit ergiebt sich nach den Formeln (31Sa) und (2lHb): 



3.=4-^ = -i.028, 

<iu = -l'Qit + } = + 93,20, 

"1 W 1 



'^.. = -|' = + 90,57, 



Q 



n 



+ 1-= 4. 88,11 

20 •> 



und für die Gewichte P^, P^ und die mittleren Fehler 3/^, M^ der wahrschein- 
lichsten Werte ^, y: 



(•^•20) 



fp=-^- 



- = 0,001 07 , 

11 

=^- = 0.00114; ; 



C^^l) 



j M^ ^- ±ta -^Qu = ± 0.15 • 9,6 = ± l,4inni , 
\m^= ± m^Q^,= ± 0,15 . 9,4 = ± 1,4mm . 



2. Nach den im § 41, Nr. 5 gewonnenen Gleichungen (113) und (116) ergiebt 
sich der wahrscheinlichste Wert L^ der Ablesung am Okularauszuge nach: 

und somit für das Gewicht P„ von />„ nach den Formeln (^3)> (^6) und (tZ7): 



KoH. 8L Avfl. 



li = 



dL 



H 



-=-1, 



^'1= - = + ^ny 
* CD ' n* 



V 



bi 



S,:-/,-^M,=6„-l,027 89; 



»« 



0,011 85 • 



20 
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Hiemach erhalten wir (tr die Gewichte Pi , P^, Pn und die mittlereD Fehler 
3/,, 3/e, 3/,, der wahrscheinlichsten Werte Li, L«, Xni 

2ii =1,117 42 — 1,027 89 == + 0,089 53, 

£«« =--1,013 65 — 1,027 89 = — 0,01424, 

22 11 = 1,004 53 — 1,027 89 = — 0,02336; 

1 

^1 
1 

P. 



= 0,091 + 0,706 = 0,797 , 
= 0,091 + 0,018 = 0,109, 



Pi =1,2, 
P. = 9,2 , 



)- = 0,091 + 0,048 = 0,1H9 , 
-« 11 



/'ii = 7,2; 



3/| = ± m "j/-^ = ± 0,15 . 0,89 = ± 0,13 mm , 
3/e ==±m^/ ^ = ± 0,15 . 0,33 = ± 0,05 mm, 
3/„ = ± m y~ = ± 0,15 . 0,37 = ± 0,06min . 

2. Kapitel. Für bedingte Beobachtungen. 

§ 65. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahr- 
scheinlichsten Werte der beobachteten Grörsen. 

1. Das Gewicht P,^ und der mittlere Fehler M j^ einer Funktion 

(230) L = (p{l,ll, III, IV,....) 

der wahrscheinlichsten Werte I , II , III , IV , .... der beobachteten Gröfsen kann 
angegeben werden, sobald L als Funktion der unabhängigen Beobachtungsergebnisse 

I, 2, 3, 4, , deren Gewichte Pi,Pi,Pi,P4, .... wir kennen, dargestellt ist 

Demnach zerlegen wir die wahrscheinlichsten Werte I , II , III , IV , der beob- 
achteten Gröfsen in die Beobachtungsergebnisse i, 2, 3, 4, .... und in die diesen 
zukommenden Verbesserungen (i), (2), (3), (4), , so dafs 

(1*) L = y(i + (i),2+(2), 3 + (3), 4 + (4),....) 

wird. Bezeichnen wir nun die partiellen Differenzialquotienten von 9(1,2,3,4, — ) 
nach I, 2, 3, 4, .... mit / , , / 2 1 ' s 1 ^ 4 > . . . . , so dafs also 



(231) 



'4 



f y ( 1 . 2 . 3 ._4 . 

f.T.(^< ?.' 3x4. 

«'9'(i._2. 3i 4. 

^3 
bq>(}> 2. 3. 4. 

^4' 



) 



ist, so geht die Gleichung (1') über in: 

(2*) /. = 9P(I,2,3,4, ....) + '. (i) + '2(2) + '»(3) + '4(4)4---- 

Setzen wir in diese Gleichung für (i), (2), (3), (4), die dafür in den Kotre- 

latengleichungen (156) gegebenen Ausdrücke, so folgt: 



(3*) 



L = y(T, 2,3,4, .... ) + 



al 
P . 



K+ 



bi 



*.+ 



el 
PI 



*C~T" . • . • 



§65. 
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8. Die Korrelaten k^, k^^, k^, können wir nun nach den Endgleichungen 

(157) zuerst als Funktionen der Widersprüche faffi,fe ""^ dann nach den 

Gleichungen (151) und (15S) als Funktionen der Beobachtungsergebnisse i, 2, 3, 

4, darstellen. Zu diesem Zwecke führen wir die Koeffizienten q u , q u , q^, 

'"'f 9ti , Pii f q iit . . . . ; 9 81 , q M, 9 »s . ; . • • . ein , und setzen sie derart fest, 

dafs wird: 



(4*) 



a a 

P J 
a b 

P . 
ac 



P J 



9ii + 
7n + 
9ii + 



ab 

P 
bb 

iP J 
6 c 

P . 



■■ + [;■ 



9 13 ~r • • • • — 1 1 



6c 



9 1« + r I 9 13 + = , 



f 



ce 



9 12 + y I V 13 + •••• = , 



a a 

P 
ab 

P 
a e 

P 



a 6 

P J 
66 

P 



7 21 + 

9 «1 + » U 2« + 



9ss-f- 



6c 

ee 
IP J 



. = 0, 



a a 

P 
06 

P J 
ae 

P . 



9 81 + l"^7|7 32 + r^UM + --- 



V81 + 

^81 + 



6 6 

P 
6^ 

P J 



"+1^1 



9 88 "T" • • • • 



ee 



7 8J+y|983 + 



0, 
0, 
1, 



(5*) 



u. s. w. 
Dann erhalten wir ähnlich wie im § 62, Nr. 2: 

^a=fa9 " +/& 9 1» -\-fc 9 18 + > 

^b=fa9ii+fb9 2« +/€ 9 83 + • • • • » 
^c ^/a 9 8» +/fr 9 82 +/e 9 83 -f , 



Beachten wir nun, dafs nach den Gleichungen (151) und (152) 



(6*) 



I 



fa 



= s_ — 



s 



s^ — 



^6 ( I I 2 , 3 , 4 , ) , 

^c(l» 2, 3, 4 ), 



(?•) 



ist, so erhalten wir: 

*fl = (^« — ^«(i| 2, 3, 4, ....))9ii+(5^-^6(i, 2, 3, 4,....))9,, 
+ (^c— ^e (l; 2, 3, 4, ....))9ia + ...., 

^6 = (^« — ^«(l, 2, 3, 4, ....))921+(5^Ä— ^6(1, 2, 3, 4,....))922 

+ (S^ — FJi, 2, 3, 4, ....))9m + ...., 
^c = ('^'a — ^o(i> 2, 3, 4, ....))9 8i +('S^6 — ^id» 2, 3, 4,....))g82 
+ (^«— ^c(i» 2, 3, 4, ....)) 9 88 +...., 

S. Die Ausdrücke Hir i;^, k^^, k^, .... setzen wir nun in die Gleichung (3* 

*ia und erhaken damit L als Funktion von 1,2,3,4, ^^ folgt: 

20» 
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(8*) L = q,{i, 2, 3, 4, ....) 

+ (Sa-^;(i.2.3.4,...))([j 

+ (-'>'*-n(i. 2. 3, 4, ■•..))(["' 

+ (5,~f;(i, 2, 3, 4, ....))(!''/ 



9u + 

981 + 



6J 

6/ 

6/ 
P\ 



9u + 
9«« + 



9ai 






+ 



Diesen Ausdruck vereinfachen wir noch durch Einführung der Koeffizienten 
''a> '■»> '«» ^^^ ^^ ^° festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genOgen: 



iti'i) 



' 


a a 

P . 


'•« + 


ab 
P 


'•.+ 


a c 

P . 




ab 

P . 


''a + 


bb 

. P . 


>•.+ 


bc 

. P 




a c 

P . 


''a + 


be 

. P , 


'6 + 


ec 

P . 






'c ~r • • • • 



el 



= 0, 



Indem wir diese Gleichungen ebenso auflösen, wie wir unter Nr. 2 die End- 
gleichungen (157) aufgelöst haben, erhalten wir: 



(9') 



'«^ 



''h'= 



[an 




[6/1 




[c/1 


. p . 


<j!u 


/' . 


9 12 


P . 


r nM 


[6/1 




[c/ ] 


p . 


9 21 — 


P . 


9 22 


P . 



'-[i'l 



9 31 



[6/ 




[r/1 


. P . 


9 82 — 


P . 



9is — 

9 28 — 
938 — 



womit die Gleichung (8*) übergeht in: 
(lO'j L = y(i,2,3,4,....) 



(•^'« — ^a(l| 2, 3, 4, ....))'a 

{'^b—^\i^f 2, 3, 4, ....))/*^ 
(*^c — ^c(i> 2, 3, 4, ....))'*^ 



4. Um nun das Gewicht Pj^ von L nach Formel (45) zu erhalten, bilden wir 
zuerst die partiellen Differenzialquotienten 



^3 



7 " " 

Cl ' f 2 f 3 C 4 ' 

unter Beachtung der durch die Formeln (154) und iVW) eingeführten Bezeich 
nungen a^^ , 6 ^^ , r^ , . . . , und /,^ , und erhalten : 

L 1 := -^- = / , -f rf j /-^ -f 6 , /•,, 4- c , /-^^ . . . . , 



(•^3:i) 



/. , r^ V ^ = / -2 + ^ 2 '•„ + 6 , /-^ -f c , /'^ + . . . . , 



• • • • ■ 



^' 3 =^ - . ' -- ' 3 + ^' 3 ' a + ^ 3 ''b + ^' 3 ' c + 



Dann ist nach Formel (45): 

' /, /'l P% PZ P4 



-(¥!• 
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5. Aufser dieser Formel können wir nun noch zwei weitere Formeln für die 



Berechnung des Gewichtes p- = 



LL 
P 



gewinnen. Quadriren wir nämlich die 



letzten Ausdrücke für X, , ^ a , J^z, ^' 4 , , dividiren die Quadrate durch die 

Gewichte P\ , P2 p Pzp P4 , und addiren alles, so erhalten wir : 



(13') 



LL 





P 


+ 


' al 
. P 


'a + 


' bl 

. P . 


'ö + 


cl 

p , 


'e ~t" • • • • 


+ 


al 
P . 


''a + 


a a 

. P . 


' a '•« + 


ab 

P . 


'b '•« + 


' a c 
P 


'c'a + "" 


^[P \ '^ 


a6' 
P . 


' « '6 + 


bb 
P 


^'ü ^b + 


be 
P . 


'e'/» 1 


+ 


rl' 

P . 




ac 

P . 


'a ''e + 


6c' 
P . 


''0 ' c + 


' ec 

. P . 


' c 'c 1 • • • • 



+ 



Beachten wir nun, dafs wir in diesem Ausdrucke in den auf die erste Vertikal- 
reihe folgenden Vertikalreihen r^ , r^ , r^ , als Faktor herausziehen können und 

dafs die dann übrigbleibenden Werte nach den Gleichungen (!^^) gleich Null sind, 
so folgt; 



(14') 



1 



/. 



"VI = [ '; 



+ 



[a/l 




[6/1 




\r,n 




'•« + 




>V,+ 




l P J 




[ P \ 




[ p J 



'c I • • • • 



Indem wir dann noch nach den Formeln (liJOa) für die Faktoren der 
Gleichungen (4*) die einfacheren Bezeichnungen 



(234a) 



a, = 



a a 
P 



bl 



ab 



Cl = 



b.= {y]. I c..= 



a c 

L P 
be 



l P 

' cc 

. P J 



einführen und nach den Formeln (120 b) 



:2»4b) 



332 = b 2 — ^ bl, (S2 = C2— Cl, 
«11 «1 



Hl JÖ2 



• » 



• I 



u = 
I3- 



rt/ 

p J 
bl 

. p 

cl 

P 



1 


> 

1 


= 1, 








t 


' s. 

1 

• • 


-I3 

• • • 


Ol 


• • 


8, 

• • 



bilden, erhalten wir weiter unter Beachtung der auch hier anwendbaren Formel (127) : 



(235) 



1 



LL 

P J 



L \ L ^ , L 2 L 2 I x^g-t^a , ^ ^ ^ ^ j 



+ 
Pi Pi 



L^L 

P7i 



L,L, 
Pa 



II 

P J 

// 

P 



+ ^ '*a + ^ i '*6 + ^ 8 'c + • • • • 



Damit ergiebt sich dann auch der mittlere P'ehler Mj^ von L nach Formel 
(35) zu: 

(280) Mj^ = ± m y ^1- . 

0. Die praktische Durchführung der Gewichtsberechnung wird zweckmäfsig 
wie folgt angeordnet: 

Es werden die Differenzialquotienten / , , / 2 , ' j , / 4 , nach Formel (231 ) 
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Sodann wird weiter gerechnet nach dem folgenden Schema, das für den 
Fall eingerichtet ist, wo r == 5 Endgleichungen vorliegen und das für jeden anderen 
Fall leicht vereinfacht oder erweitert werden kann: 



(237) 





al 
P. 


— r 

• 


6/ 
P . 


1 




i 

1 
• 

1 




. 


p . 


m 


Gewicht P^. 


I. 


«1 


1 


14 


X4 * 




li 

P. 

I. 

«1 


1 


7/ 
-1. 




l. 

Ol ' 


I 

a, a. 




I. 


4 


'a 


-Zt 




»3 -^ 


-^'2s 
G. ' 




2. 


-s. 




2? 
6. 


-2* 


S4 


-2» 


2. 


1 




— ;• 


a 


i 

1 

1 

I 


r 


b 


1 


r=z 1' 


c 




— /• 


i 



Wie leicht zu ersehen ist, ist dies Schema zur Auflösung der Gleichungen (2S!S) 
ebenso gebildet wie das Schema (229) zur Auflösung der Gleichungen {22S). 

Die Zahlenwerte der Gröfsen SJj, (S«, 2)«, ©«; ©bi 3)8i ®8; 2)*, (S*; G5 
sind auch hier unverändert aus der Auflösung der Endgleichungen (157) zu über- 
nehmen. 

In den beiden letzten mit Gewicht P^ überschriebenen Spalten werden die 

nach den beiden letzten Ausdrücken der Formel (tS5i) folgenden Werte ftlr -p- 

erhalten. 

Ein dritter Wert für ^ kann dann noch erhalten werden, indem nach den 

Formeln (233) die einzelnen Werte von Li, /> 2 , /-' 3 , /^ 4 , .... und danach 



p = - — gebildet wird. 



7. Wenn die Gewichte Pj, Pj^, ^^nn ^iv* "^^ ^^^ mittleren Fehler 

^n ^hn ^hin ^hv * ^^^ ^^^ wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, der 

beobachteten Gröfsen, also für die einfachen Funktionen 

anzugeben sind, so wird nach den Formeln (231) 



(238) 



[ für X^ -- I : / , — 1 , 


/■ — 0, 


', 0, ' 


„ Lj,- II: /,-.0, 


'.--1. 


' ',-0, 


„ /'y,/-III: /,-0, 


/, = --0, 


/s-1. 


, L,y -IV: /.-O, 


/, 0, 


, '3-0, 



'4 
'4 



0, 
0, 
0, 

1. 



Dementsprechend wird dann 
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(SS9) 



für Lr = I: 



n ^11 



n ^III 



= II: 



L P 
II 

P 



=-[;'!= 



n ^IV 



-IV: 



// 
P 



1 

Pi 
l 

P2 
1 

i>8 

1 

Pa 







al 


"i 




6/ 


*i 




cl 






— 
















L P \ 


pi' 




[ P \ 


pi' 


[ p \ 




\al] 


n. ! 


[6/1 


6. : 


\ei] 












. 






[ P \ 


Pi' 




[ P J 


i'.' 




L p J 






al 


«3 




6/ 


6. 




c\ 






P . 


p»'; 


P . 


1».' 




. p . 




un 


«4 


[6/1 


6. 




[c/l 




• 


p . 

• * 


• • • • y 


• 


. P . 

• • 


• • • • ■ 


• 


p . 



p* 



Im Uebrigen finden die vorentwickelten Formeln unverändert Anwendung 



§ 66. Beispiele zu dem im § 65 entwickelten Verfahren. 

Zur weiteren Erläuterung des Verfahrens wenden wir die im § 65 entwickelten 
Formeln u. s. w. auf einige der im V. Abschnitte behandelten Beispiele an. 

1. Zu §§52 und 53. Bestimmung von Knotenpunkten in 

Polygonnetzen. 

Die wahrscheinlichsten Werte der Höhen H^, //,, Hj der Punkte 2, 

3 , 7 können aus den gegebenen Höhen und den wahrscheinlichsten Werten 

I , II , XI der Höhenunterschiede berechnet werden nach : 

H, = H, +1, H, = H^ + W, 

1/3 = //, +I + VII, H, = H,, + W + IX, 

H, = H„ + m, ; H, = ^i + I +VII-XI. 

Die sich hieraus nach den Formeln (231) ergebenden Diiferenzialquotienten / 

sind in nachfolgender Tabelle mit den reziproken Werten — der Gewichte und 

den Diiferenzialquotienten o , 6 , c , d , c (nach § 53) zusammengestellt. 



(!»0) 



Nr. 


1 


a , 6 . 1 c. 


* 

d. e. 


Diiferenzialquotienten / für 

1 t 




P 


1 ' ' ! 


^t, if», Jft, \ Hi, Jf,, 


H,. 


1 


1,22 


1 

1 


• 1 • 


+ 1 +1, • 


. . +i| 


2 


2,27 


. -1,+1 . ! . 


• 


1 1 
* • 1 • • 


• 


3 


0,89 


• +1 


■ +1 . ' 

< 1 






. +1 


! 
• , • ll 


4 


0.98 


+ 1 . 1 . 


■ +1 ' • 




. 


1 

• • • 1 • • 1 


5 


1.79 


+ 1 • ; 


. 1 • +1 




. 


+ 1 +1 . 


6 


2,00 


• • 


< 




+ 1 




• • 

i 


• . . 


7 


1,56 


1 . 


1 ^ 






. +1! . 1 . . :+l 


8 


1,02 


1 +1 ! . 

1 




1 






9 


1,43 


+ 1 . : . 






, 


1 . ! . -f- 1 1 , 


10 


1,09 


+1 • ! 






1 

1 


! 1 


11 


0,91 


+ ij ■ 








1 






• • 
i 


. . 


-M 



Hiemach ergiebt sich 

n. -ww r n / 

für H^: 



P 
dj 

P 



= 0, 



«.,[^]=0, 



6/ 
l p J 

ej 
L p J 

6/ 



[ '/] = 



cl] 



p 
II 

p J 



0, 
0, 

-'•^' [y] 



-1,22, 
+ 1.22 , 
-1,22, 

+ 2,78, 
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„ H,: [^j =4-1,79, 

= 0, 



n 



H, 



H,: 



i ;) 
al 

P 
dl 

P 
al 

P 
dl 

l P 



= + 3,22 , 
= 0, 

= - 0,91 , 
= 0, 



bl 

P J 
cl 

P -I 
_6/ 

P 

iL 

hj_ 

p 
cl 

i p 
hl 

p 

cl 

L p 



= + 0.89, |^']=0, 

= 0, [-^]^ + 0.89, 



= 0, 

= + 1,79, 

-0, 

= + 1,79 , 
= -1,56, 
= 0, 



cl 

P 
II 

P 
cl 

l p 
ll_ 

p J 

cl 

p 
II 

^ p 



= 0, 

= + 1,79, 

= 0, 

= + 3,22, 

= -1,22, 

^ 4- 3,69 . 



Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflösung der 
Endgleichungen im § 53 gebildeten Zahlenwerte sind; 

a, =4-7,22, -^V = + 0,141, _-^-L=:0,000, _^V = _o,136, — 1l=_o,24>«, 

Ol öl Ol öl 

»2 = 4-5,60, —^-'-=4-0,405, -S-' = — 0,184, —2- =-0,045, 



4-5,60, ---^ = 4-0,405, -^-^ = -^0,184, -^ 



e8 = + 2,57, -J-» = -0,163, 



-J?«=-0,039, 

2)4 = + l,48, -|i = 4-0.209, 

e5 = + 3,28. 
Mit diesen Zahlen werten ergiebt sich das Gewicht P« für den wahrschein- 
lichsten Wert //„ der Höhe des Punktes 2 nach den Formeln {tit) bis (^S5) im 
Schema (2;W) wie folgt : 



o/l 
P 



[P\ 



iL 
p 



dj 
p 



cl 

p 



Gewicht P^. 



Ii 



'*, 



rti 
_e, 
a 

ai ^ 

a, 






-1,22 



a 



'r. 



/' 



/• 



a 



I' 



a 



2, 
G, 



= '',1 



d 









= S3 -1,22 



a 



+ 0,475, 



3 






3?« 



2. 



«I 



-;:- 03 40,20 |--^-Si 



35. 



-r/^s. 



(£a 



= S4 +0,20 



G 



a 



^4 



■0,135 






II 
P 

«1 



+ 1,22 



+0,05 
+0,04 



2. 
2. 



£2 



y 

|+i.'„ 

+ 1. 0, 



! =25 , + 0,09 



- ' r, ' +0.023 - ;;• r. -0,006 1 - 

Vi- 8 I «^^l I 

= 'c +0,499 -/-,, -0,14i;i =-r 



2 



—0,027 



-^?28;-0,58 + I,v 

Vi 8 i 

-J* 2.1-0,03' + U'„ 
-|'25_0^+U', 

1 ' — ^^' 1 ' 

= ^- 0,61 = 



Die übrigen Gewichte ergeben sich mit den vorher fiir die Höhen H^ 

Ha, ....7/7 gebildeten Zahlenwerten von - , —,.... - , - ganz in 

l p i i p i i p } ip } ° 

derselben Weise, wie das Gewicht P^ . Die sämtlichen Gewichte und die mittleren 
Fehler der wahrscheinlichsten Werte der Höhen H^, H^, . ..H, sind: 
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(235) P, = l,64, P,=:l,32, P,-2,53, ^5 = 1,30, P«-0,77, P,-0,83; 
(886) ^f, = ±m ]/^ = ± 3,7 ]/j^^ = ± 2,9 mm , M,= ± 3,7 ^ ^^^^ = ± 3,2mm, 

M,= ± 3,7 1/2,53^ - ^'^"^' '^^*= - ^''^1/1,30= - ^'^""'' 
3/« = ± 3,7 Yqj^ = ± 4,2mm, 3/, ^ ± 3,7 ]/^ J^^ = ± 4,1 mm. 

Die Gewichte sind nach § 35 in unserer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit 
Zielweiten von 50 Meter P 1 tm — ^»^^ ^^t. Daher müssen wir die erhaltenen Zahlen- 
werte der Gewichte P, , Pg , P« mit 4 multipliziren , um sie auf die gebräuch- 
liche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,1, 5,2, 3,1, 3,3 als 

Gewichte der wahrscheinlichsten Werte i/^, //g, Hj der Höhen der Punkte 

2 , 3 , 7 erhalten. •) 

8. Zu §§ 54 bis 57. Berechnung von Dreiecksnetzen. 

a) Wir berechnen zuerst für das als Beispiel 1 gegebene Dreiecksnetz das 
Gewicht und den mittleren Fehler eines der ausgeglichenen Winkel und zwar 
des Winkels 



(830) 
hierfür ist: 

(838) 



L = l. 



/ir=+l, /a = 0, /b = 0, .... / 



18 



0. 



Sodann ergiebt sich mit den im § 57, Abteilung 3 der Tabelle auf Seite 255 
nachgewiesenen Zahlenwerten der Difl'erenzialquotienten : 

a, = 4-l, bi=ci=di = ci=0, (/, =4-4,6, Ai = 

und den Gewichten /> = 1 : 



(839) 



al 
P 



= +1, 



6/ 
L P 



l 



P 
hl 



dl 
P J 



= 0, 



II 
P J 



d 
P 

= 4-1 



= 0, 



L P 



= 4-4,6, 



Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflösung der 
Endgleichungen im § 57, Seite 256 und 257 gebildeten Zahlenwerte sind : 



2)4 = 4-2,2, 



|^ = + 0,409, - 1*^-14,955, -|i = + 6,182, 
^5 = 4- 2,182, — ^-* .= _ 24,683 , — ^ -* = -- 3,362 , 



©5 

(SJ, = + 1223,88, 



es 



— 0,0522 , 
+ 839,53 , 



und die aus der Zusammenstellung der Faktoren der Korrelatengleichungcn im 
§ 57, Seite 255, Abteilung 3, folgenden Zahlenwerte sind : 



*) Vei^leiche § 64, Seite 298 u. f. 
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öi=+4, -b=o, -:' = 



*2= + 4, — rn^ = 



Öl 




«1 

Ol 




_«•._+ 6,88, 

Ol 


Ol 




®' 5 


G, 
», 




®-'-+ 6,70, 


f)2 


6.-4-5, 


®' 04 
6, 


G, 
6, 




- 1-' - 4- 10,74 , 


6, 



-0,5, 

0, 

— 0,25 , 

— 02«, 
: - 0,20 , 
: — 4,10. 

Mit diesen Zahlenwerten ergeben sich das Gewicht P/ und der mittlere 
Fehler 3/^ für den wahrscheinlichsten Wert I des Winkels 2 13 nach den 
Formeln (2S2) bis (^6) im Schema C^7) wie folgt: (Siehe die Tabelle auf 
Seite 314.) 

b) Der wahrscheinlichste Wert ^'^ 3 der Dreiecksseite 5 — 3 ergiebt sich aus 
dem wahrscheinlichsten Wert *^^^i der Dreiecksseite 5—1 nach: 



oder es ist: 



(^0) 



^5 -3 -^/^ VII ^5-1' 



L = loff jS'j g = /ogf sin II — log sin VII -{- ^oy S ^ j . 



Um hiernach den mittleren Fehler 3/. « von L = logS._» zu erhalten, 



5-3 



dißerenziren wir nach 1,2,3, 13 und erhalten : 

(281) ^ = 0, /, = 1000 0000 .V ^,, ro/i/ 2 -- + 5,9 , /, = /, -. /» = /« :=0, 
lt = 10000000 3/ \coty 7 = — 53,9 , I ^ = l ^ = . . , . f y^^O . 
Nach § 57, Seite 255, Abteilung 3, ist ferner : 

PT = 'i , ^7 = 0, 67 = 0, Ct = -{-1 , dj^O, r7=r-fl,f/ 7 = 4-11,5, ^7 = — 2,8, 



womit sich ergiebt: 



al 

. P . 


+ 


5,9, 




bl 
. P . 


0, 


el 

. P . 






\9l 
. P . 


— 


= 


627,5 , 


hl 
P . 



= — 53,9 , 



= + 150,9, 



dl 
L P J 
// 
P 



= 0, 



cl 

L P 



-48,0, 



= + 2940,0 . 



Mit diesen Zahlenwerten ergeben sich das Gewicht i>5_ 3 und der mittlere 
Fehler m^g, die für die Dreiecksseite 5 — 1 aus der vorliegenden Dreiecksnetz- 
ausgleichung entspringen, wie folgt: (Siehe die Tabelle auf Seite 316.) 

Für den wahrscheinlichsten Wert fog S ^_^ der Dreiecksseite 5—1 ist in der 
Ausgleichung eines anschliefsenden Dreiecksnetzes der mittlere Fehler 3/5_j = ± 18,9 
erhalten, womit sich 



iV5_3= ±|/Ü7f_i + mf_ 3= ± 1^6«+ 18,9»= ± 55,9 Einheiten 
der siebenten Dezimalstelle der Logarithmen ergiebt. 
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3. Kapitel. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 67. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahr- 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. Sollen wir das Gewicht Pj^ und den mittleren Fehler Mj^ einer Funktion 

(UO) X = y(r,y, 2, ....) 

der nach dem Verfahren fiir bedingte vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 

wahrscheinlichsten Werte j* , y , 2 , der zu bestimmenden Gröfsen ermitteln, 

so können wir die Werte r , y , z , zuerst zerlegen in die Näherungswerte 

X, 9 , ^ , , die diesen nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen 

beizuftkgenden Aenderungen dxo, f^Vo, ^ho, und die nach dem Verfahren 

für bedingte Beobachtungen noch hinzukommenden Verbesserungen (i), (2), 
( 3 ) , , so dafs wird : 

(V) L = ^i^^ + du + (i), t) + dt)o + (2), s + d3o+(3), ....) 

oder, wenn 



dm 






/ 2 = -. - 



9 



^3 



(^1) 

gesetzt wird,: 

+ /,(!)+/, (2)+/a(3)+.... 
Wenn wir dann die Verbesserungen (i), (2), (3), .... durch die Aende- 
rungen (liof d^o, *Ho, ausdrücken, so dafs L als Funktion dieser nach dem 

Verfahren fiir vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werte erscheint, so können 

wir das Gewicht >>- nach den im § 63 erhaltenen Formeln angeben. 

% Setzen wir demnach in Gleichung (2*) ftir (i), (2), (3), die dafür 

in den Korrelatengleichungen (206) gegebenen Ausdrücke, so wird 

+ [(«)']*^ + [(«)']*/, + 

Aehnlich wie im § 65 , Nr. 2 stellen wir nun i^ , i^ , .... zunächst als 

Funktion der Widersprüche /"^ , /^ , .... und dann als Funktion der (? r o , <' >) o » </ J o , 

dar, indem wir zuerst die Endgleichungen 



(309) 






• • a • • 



mit Hülfe der Koeflfizienten y n , 7 ^ , ; q n , </ « > • 

Diese Koeffizienten setzen wir derart fest, dafs wird: 



. auflösen. 



(4*) 



• > 

u. s. w. 
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(5') 



Dann erhalten wir ähnlich wie im § 62, Nr. 2: 



(6') 



Nun ist nach den Gleichungen (199) und (:S00) 

fa = SA — ^A(^ + ^T^o. ^ + dr)o,i + du> '"), 
fb = ^ii — ^ßi^ + dlofV + d^o, i + dho, '■'•), 



oder mit Einführung der Differenzialquotienten Ai ^A^ fA^^ ;Äj,Ä,,i?s, — ;. 

nach den Formeln (201): 



(7') 



(8') 



Hiermit wird : 

^A = {^A — ^\^T^p^f^>"")'-^^^^o — ^idr)o'-Atdlo — )9n 

4-(ä^ — F^^(j, 9, ai ••) — J^idlo — ^^dt)o—Ji$dio — "")qii 

^B = {^A — ^\(^f 9' B, ....) — ^irfEo — -44d9o — -48<^ao — )?« 

+ ('^/? — -'''/?(£; 9» 8, ....)— ^irfEo--^«<^9o— ^8<^ao — ••.•)9« 

+ » 

u. s. w. 

Diese Ausdrücke für k^, k^, in (3*) eingesetzt, giebt: 

(9*) I' = y(E, 9, 8, ••-•) + hdio+ lidr)o+ ^s<^8o + 

+ (-5^ — ^^(J, 9, a, ....)->lidSo — ^2^9 — -4 8^3 — ....) ([(5l)/]9u 

Dieser Ausdruck für I» kann noch vereinfacht werden durch Einführung der 
Koeffizienten r ^ , Vj, , Wir setzen : 



(243) 



und erhalten daraus ebenso wie wir oben die Ausdrücke (5*) für k^ t ^b> • 
den Endgleichungen (309) erhalten haben: 

'•^=-[(a)']?..-[(»)']?.2- •••, 



. . . aus 



(10*) 



womit Gleichung (9*) übergeht in: 
(W) L = (p(i^ 9, 3, ....) 

+ [ — SB^^\(lf 9, 5, .. 
+ 



+ hdio+ ^<^9o+ Udlo-\- 

. . ) + -4 1 ^E + >i s «^9 + ^ 8 «'s + . . . . ) »-^ 

. . ) + ^ 1 «^5 + ^ 2 ^9 + ^ 8 «^8 + • • • ) '/j 



^'8o, 



:i. Hiernach sind die partiellen Differenzialquotienten von L nach rfjo; <'9o 
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(243) 



o r 



womit, nachdem die Zahlenwerte von r^ , r^. , durch Auflösung der Gleichungen 

(342) erlangt sind, nach den Formeln (224) bis (228) weiter gerechnet werden 

kann, indem für die hierin vorkommenden Differenzialquotienten /,, (2, 'a, 

die sich nach den Formeln (243) ergebenden Differenzialquotienten L j , X , , L 3 , . . . . 
gesetzt werden. 

4. Ebenso wie wir aber die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte 

X , y , z , der zu bestimmenden Gröfsen nach dem Verfahren für bedingte 

vermittelnde Beobachtungen in zwei Teile getrennt haben, können wir nun auch 
zweckmäfsig die Gewichtsberechnung in zwei Teile derart trennen, dafs der eine 
Teil nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen, der andere Teil nach 
dem Verfahren für bedingte Beobachtungen durchgeführt wird. 

Setzen wir die in den Formeln (243) gegebenen Ausdrücke (Ült L^ , L^ ,La, 

in die aus den Formeln (225) folgenden Formeln 



[pab] Qi + [p6 6]Q, + [/>6c]Q,4-.... = L,, 



112*) ' 

^ ' \[par]q, + \pbc] Q2 + [pc(;]Q3 + .... = L8, 



ein und beachten die Formeln (205), so erhalten wir nach den Formeln (l*) im § 62 : 

I Q,=^Q„ + /2Q,2+^ «!•+.... +(«i)'-^+(«i)r/,+...., 

(IS*) ^ Qf — ^i Qi2 + ^aQ2« + '8Q2i+ — -\-(^i)^A~^^^i)^n~^ '* " t 

^ I Q, = ^Q,a + ^y28 + ^«s.+ .... + («8)r^ + («8)''Ä+...., 

Führen wir nun die Hülfsgröfsen 7 1 , 9 « , 7 » , . . . . ein und setzen sie derart 

fest, dafs 

I[paa]qi-\-[pab]qi-\-[pac]qi+..,. = l^, 
[pa6]5i4-[;)66]9s4-[p6c ig, + .... = /,, 
[pac]qi-{-[pbc]q2 + [pcc]qi+,,.. = l^, 

wird, so wird wieder nach den Formeln (1*) im § 62: 

|9i = 'i Q 11 + 'aQi«4-'8Q 18 + ••.., 
q ^Z=zl^ Q 14 -r*2Q 28 "h^sQ «8 "!"••••> 
q, = liQ,t + liFn + lzQ« + 

und damit: 

( <2> = 9. + («.)'-^ + (». )>•« + •.••, 

^ ' I es = 9s + (a.)r^ + (».)r^ + ...., 

Setzen wir diese Ausdrücke fflr Qi, Qt, Q > , — und die in den Formeln (343) 
gegebenen Ausdrucke für Li, L^ , L3, .... in die aus Formel (S27) folgende 
Formel 

(16') l- = L,Q, + L,Q,+ L,Q3 + .... 



Pl 



ein, so ergiebt sich: 
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(17*) 






+ 

woraus mit Beachtung der Gleichungen (:Md) wird: 

(18') l- = [lq] + [^9]rA + lii9]rn + ..-. 

Nun ist nach den Gleichungen (14*); 

+ 

woraus nach den Formeln (:i05) wird: 

(20a') [^9] = + (3li)'i + (3Ci)^ + («8) '« + .... = + [(«)']. 

Ebenso ist: 

(20b') [/^y]=+(»,)^ + («•i)^i + (».)^ + .... = + [(«)']» 

u. s. w. 

Damit wird: 

(2n p =[l9]+[(^)n''A+[{^)n^s+^• 

Hierin ist [ / y ] der Wert, den wir bei Auflösung der Gleichungen (^44) nach 
dem im § 63 dargelegten Verfahren mit 



(245) 



6, = [/.66], 



C2 = [/i6c], 

C8 = [/)CC], 



• • • • 



• • • 



• • • • ■ 



a9. = 6,-%,,ls,=c,-S,, 



«1 



(S3 = C 



a 



62 

93i 



C5-2> , • • • • » 2 3 '; 






nach den Formeln Ct^) und (tHi) im § 63 erhalten, nämlich: 
(24«) [/,] = J,9,+ ^9,+ i,9,4-.... 

Die Auflösung der Gleichungen (243) und die Berechnung von [ / </ ] ^^'^rd 
zweckmäfsig nach folgendem Schema ausgeführt: 



(24/) 



'. 


'i 


', 


['?]• 1 




Ol 


«1 


+'i/. 

"i 

• » 5^ 

1 ^3 


+ '.9. 

+ 's ^2 

+ '.9. 


< 


S-2 


^"6 


^6. 


Ss 


-::■' 


^ G, 


1 

1 


Ol 1 Wj 


p 


1 

1 __ r / 


?] 


l " 

i : 1 . 


— ,y, 


1 ^ = '/a 


1 ^93 


1 
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Indem wir dann die Gleichungen (S4^) nach dem im § 65, Nr. 6 dargelegten 
Verfahren auflösen mit: 



r ü,=[^(«)], 



(S48) 



b,=[^(«)], 



• • ; 



6. 



8 i=:6i — ^ ^< » 



1 



» 

6. 






erhalten wir weiter für -^- nach Formel (21*) und (:^>): 



(W9) 



Ol ^2 



Sodann ergiebt sich auch der mittlere Fehler Mj von L nach 

Die Auflösung der Gleichungen (34^) und die Berechnung des Gewichtes P^ 
wird zweckmäfsig nach folgendem Schema ausgeführt: 



(^il) 



[(«)'] 


[(»)'] 


Gewicht P^. 


li 


I. ■ 

-J-M 






I. 

'•r 


2. 


2. 1 


1 
1 


». 


i 


1 

1 • * 


1 


= '-j . 


1 

- '■* 



5. Wenn die Gewichte P^ , P^, I\ imd die mittleren Fehler M^ , M^ 

if ^ , . . . . für die wahrscheinlichsten Werte x , y , s , .... der zu bestimmenden 
Gröfsen, also für die einfachen Funktionen 

anzugeben sind^ so wird nach den Formeln (241) : 



(^52) 



(fiarl/^ = x: ^1 = 1, li = 0, ^8 = 0, ...., 
„ Ly=y: /i=0, /« = !, ^8 = 0, , 

I n ^z = 2.' ^=0, ^8 = 0, ^8 = 1, , 



(«5») 



Dementsprechend wird dann: 
f für L^ = /: [(«)/] 

i^. = y: [(«)n 






(«.), [(«)']=(».), 
(«.), [(«)']=(».), 



• • • • ft 

• ■ • • ft 



Koll. 8. Aua 



21 
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und ferner: 



(354) 



f filri^ 


— /: 


?i 


Qu, 


9» 


— <^i, 


^8 


(hz, 


• • m • p 


lh] = 


Q.., 


» ^^. 


— y- 


9i 


<^2, 


9s 


— f/«, 


98 


— Q23, 


• • • • f 


l'9j- 


Q«, 


« L, 


• • • 


9i 
• • • 


= y.>, 


• • 


• • • • • 


93 

r • m 


= ^..3, 


• • • • ft 
• « • • 


• 


■ • ■ ■ 



Im Uebrigen finden die vorcntwickelten Formeln unverändert Anwendung. 



§ 68. Beispiel zu dem im § 67 entwickelten Verfahren. 

1 . Wir wenden das im § 67 entwickelte Verfahren auf das im § 61 behandelte 
Dreiecksnetz an, indem wir das Gewicht Pjj. und den mittleren Fehler M^y des 
wahrscheinlichsten Wertes des Winkels Pi P P^ berechnen. 

Der wahrscheinlichste Wert W dieses Winkels ergiebt sich aus den wahr- 
scheinlichsten Werten II der Richtungen nach: 

(240) \V=-I{, + R,, 

c W 
wonach die Differenzialquotienten ^ ^= ^ ., sind : 

(241) ^=-1, ^ = +1, /8 = ^ = ....^6 = 0. 

Nach §61, Nr. 7 sind die quadratischen Faktoren [paa], [p 66], [pcc], 

der Endgleichungen (194) sämtlich gleich r/i = 24 , während alle übrigen Faktoren =0 

sind. Demnach erhalten wir zur Bestimmung der Koeffizienten 9 1 , ? i , 7 s ; 9 * , Vi« 

die Gleichungen : 

(v;i = 24)</, = — 1, und demnach : q \ =■ — 0,0417 , 



(244) 



(vp=^2i)q, =+1, 

(*^y; = 24)(/s =0, 
(,;^> = 24)g4 =0, 



q^_ = + 0,0417, 
V3 =0,0, 
74 =0,0, 



9io = 0,0. 



\ (ri; = 24)5,« = 0. 
Somit ist 

(246) [/9]=^5l+^72 + ^?8+^9 4+....^fl5l«=+o,o834. 

2. Weiter ergeben sich mit den im § 61, Nr. 8 zusammengestellten Zahlen- 
werten der Koeffizienten (91), (ö), ((5), (3)), (®) die folgenden Absolutglieder 
der Gleichungen (241): 

[(51)/] = + 0,0834, [(33)/] = -0,0417, [(©)/] = 0,0, 
[(2))/] = -0,0417, [((v)/ = 0,0. 

Die übrigen zur Berechnung des Gewichtes P^y nach den Formeln (248) und 
(249) erforderlichen Zahlenwerte sind nach § 61, Nr. 9, Abteilung 4 der Tabelle 
auf Seite 2b2 und 283 : 

«1 



Oi = -r0,250, -^'= + 0,333, —^'=0,0, 



33, = -r 0,222, _|^ = + 0,375, 



^^= + 0,333, ---^-!-=+ 0,1536, 
^^ = + 0,125, -|«=:- 0,0809, 



G3 = + 0,219, -^« = + 0,429, -;!' = + 0.0356 , 



G 



©8 

6* 



e* 



2), = + 0.179, ~^* = -.0.0468, 

e, = + 0,0668. 
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Hiermit ergeben sich das Gewicht P^y und der mittlere Fehler M^^f des wahr- 
scheinlichsten Wertes W des Winkels Pi PP^ im Schema (S51) wie folgt: 



[(«)«] li [(»)'] 



[(«)n 



[(5»n 



[(«)0 



Gewicht i*j^. 



I, ;-f-0,oe34l 



- 0.(H17 



1-4^1, + 0.0278! - ^* I , i . 



I4 -0,0417 t. 



- — li +0,02781-^1, -1-0,0128 
öl . I 'öl 



^ - 0,0336 j = «, - 0,0139 - J^' V, ' - 0,0052 - ^ 8» 0,0017 
^1 . Va 'I Vt 



^E 



0,3833 '-I1 -I- 0,0626, 



-|*?«'+ 0,0011 



^ r^ + 0,0366 - 1^ r^ •+ 0.017«! " f^ * + Ö'*^^. = ^4 

I ' I I I 



V% 'I <7t <7t 

I I 

= V3 0,0052!,- p ?, 0,0022 - ^* V, -- 0,0002 

I V'a !| ^a 

-r^* +0,0237 =^4 - 0,0178, -^«4 1+0,0008 

^2 I •■L'i I 



iT'^! 






^^r^,+ 0,0138|-^^-;r,; - 0,0077 -|i |+0,< 



,0994 



= ?» 1 + 0,0145 



I I I 

+ 0,0392 ;-|^ro'+ 0,0287 - J- r/) + 0,04721,- |-*r^'+ 0,01021- |^ 



""A 



- 0,2911 ! =r^ +0,1177;! = r^ +0,0682 =r£> +0,1096 

' I I 



*5 

= rj5; -0,217 

M U/ ^^^ 




^ = ±m y-^ = ± 1 ,24 1 (1496' = + 0,27 " 
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KolL 2. Aufl. 



I. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 

« 

Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

I. Sämtliche Fälle sind gleich wahrscheinlich: 

W = Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines Ereignisses, 
H^„ = Wahrscheinlichkeit für das N i c h t eintreffen des Ereignisses, 
n = Anzahl der für das Eintreffen des Ereignisses günstigen Fälle, 
N = Anzahl aller möglichen Fälle. 



(1) W = ^ 



n . N—n N 



(S) W+W^='2f + ~N'"' = j^ = 1 = der Gewifsheit 

II. Die Fälle sind nicht gleich wahrscheinlich: 

fr = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Ereignisses. 
IT , , w^, v 2, = Wahrscheinlichkeiten der für das Eintreffen des Er- 
eignisses günstigsten Fälle. 

(4) W = w,+w^ + Wi + 

III. Die Ereignisse sind von einander unabhängig. 

W^ = Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen mehrerer Ereignisse, 
«• 1 , w 2 , w s , = Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der Ereignisse. 

^ (•>) fr, = wi wg-ws 

IV. Die Ereignisse sind von einander abhängig. 

w = Wahrscheinlichkeit ftir das Eintreffen des ersten Ereignisses, 
Ol = Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs nach dem Eintref!en des ersten Ereig- 
nisses auch das zweite eintrifft. 

(0) W^ = w(o. 



Theorie der Beobachtungsfehler. 

y = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beobachtungsfehler / vorkommt, 
1^0= Wahrscheinlichkeit dafür, dafs der Beobachtungsfehler Null vor- 
kommt, 
IF^ = Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs der Beobachtungsfehler zwischen 
a und 6 fällt, 

e = 2,718 281 = Gnmdzahl der natürlichen Logarithmen, 

n = 3,141 592 = halber Umfang des Kreises vom Radius r = 1 , 

a* 
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d =. durchschnittlicher Fehler, 

m = mittlerer Fehler, 

K- = wahrscheinlicher Fehler, 

(«"i), («•«)» (^%) y ('^») = wahre Beobachtungsfehler. 

(#) Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messuns:sergebnisses ist gleich der 
algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auflretenden, sehr kleinen, gleich 
großen, positiven und negativen zufälligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit 
für das Vorkommen positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

(S) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 
Die Wahrscheinlichkeit ftlr das Vorkommen der verschiedenen Beobachtungs- 
fehler ist verhältnismäßig sehr viel kleiner für gröfsere als ftlr kleinere Beob- 
achtungsfehler, sie ist verschwindend klein für sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Beobachtungsfehler 
ist gleich wahrscheinlich. 



(9) y = Wo^€ 






(10) y = y^= e 



XX 

's 



"" -^i,('-"+.M'5,f-,Myr+,',&)*- ) 



(13) d 






(13) 



]/ii' 



>t').i 



yy 



(U) d= y- = 0,564 190 y.V . (15) m = l/ A . ^y = o,707 107 /S . 

(\^) w = 0,476 9363 ^N =(a^N, 



(H) d = 0,797 885 m , 



(19) Wrd = C 



r» 



(^1) 



= 1 

71 



= 1 — 



W rv> — C = 1 



(18) w = 0,674 490 m, 

^10' -m' ^m' -■■ 

^2!\2/ 3!\2/ ^4!\2/ 



(«) iF + ;2 = ^ ^ (/;, " 3 (f^ +5:21 (^'„) -7:3! (/^) + 9:4 i (/„)-•■• •) 

(33) '^-'" = y„(^2~3(/2) "^5 -21 (^2) ~7"3!(/2) '^'^■'^Afi) "'" 

(34) irJ:-= 2 (^^_l^^^j,^^l_^(^^j.__^_l^^^^^j,_^^_l^__^^^j.____| 



(30) 



Es ist die 


) Wahrscheinlichkeit 


dafür, dafs ein 1 


Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen mitt- | 




leren Fehler 






^ nicht überschreitet 


überschreitet 


für r-r 1.0 


0,682 7 , 


0,317 3, 


, n r 2.0: 


0,954 5 , 


0,045 5 , 


• „ r 3,0: 


0,997 278 , 


0,002 722 , 


„ r_3,5 


0,999 533 8 , 


0,000 466 2 , 


; n r 4,0. 


' 0.999 936 62 , 


0,000063 38, 


! „ r--5.0: 


0,999 999 427 , 


0,000 000 578 . 
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(««) 



Unter n — 1000 Fehlern wird 


Dafs der r fache mittlere Fehler 


der r fache mittlere Fehler wahr- 


überschritten wird, kommt wahr- 


scheinlich überschritten 


scheinlich einmal vor 


für r — 1,0 : bei 317,3 Fehlem, 


für r— 1,0: 


' bei je 3,1 Fehlem, 


n r_2,0; 




n ^y^ n 


„ r 2,0: 




» » 22,0 , 


n r 3,0 




n 2,7 „ 


« r 3,0: 




» i> 368 „ 


« r_3,5 




„ 0,47 „ 


r, r 3,5: 




2150 


„ r_4,0. 




„ 0,063 „ 


n r_4,0. 




» „ 15800 


„ r 5,0: 




n 0,0006 „ 


„ r 5.0: 




, „ 1750000 



(t7) Der höchstens zulässige Beobachtungsfehler ist gleich ± 3 m bis ± 3,5 m , 
ausnahmsweise ± 3,5 m bis ± 4 m . 



Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 

iV == mittlerer Fehler von A", 

^xf ^yf "*« > . . . . = mittlere Fehler von x , y , « , . . . . , 
m = mittlerer Fehler von x,, x^, j,, .... x,^, 
a , 6 , c , . . . . = Konstante. 
(•>8) A'=rtx, Jf=±am^. 

(20) -V=/±y±2_4:...., ^== ± l/»»f + »»y + »»!+..•. 

(;10)-Y=xi ±x, + X8 + x^, 3f = ± m-^n. 



(31) X=ax±6i/±C2±...., 3/=±y(amJ« + (6my)«+(cm,)« + ...: 
(33) X = a{Xi ± Xj + Xj + ....xj, if = i atnyn. 



m)X=f{x, y, 2, ....), 



«=±i/(K..)'+(K-,)V(K..) 



I • • • • 



Berechnung der Gewichte und mittleren Fehler. 

wii, ma, mg, »»„ = mittlere Fehler . , ^ ^ 

^ . , ^ der Gröfsen 

Pif Pif Pzf .... i> „ = Gewichte (/,/,/, A 

«i> «2, 2», .... 2„ = Gewichtsverhältniszahlen i *' *' *' **' 

m =: mittlerer Fehler \ 

p = 1 = Gewicht J^ der Gewichtseinheit, 

5 = Gewichtsverhältniszahl ' 

mo = mittlerer Fehler \ . . _ /- • u. • u •. 
/- • U|. I emer vorläufig angenommenen Gewichtseinheit, 

k = m * = Gewichtskonstante. 



(84) p,= 



tn i tn i 



p s = ■ , p 3 ^= ■ — — 



• • • • 



Pn = 



V n 



(35) m 



1= ± my-- , w»2=±my-, m3= ± my , m^= ±my — 



(36) (V = l) : Pi : Pi : Ps : Pn = 



1 



1 



1 



1 



Pn 
1 



tntn wi,«»! m^m^ tn^m^ 



n n 



(97) m : m 1 : wi a : m 8 : »* „ = 1/ , .' V- ' 1/— : 1/ - : . . . 1/ 
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(89) m = ±mol/~— ,. 



Fortpflanzung der Gewichte. 

P= Gewicht von X, 

Pxf Py* Pzt == Gewichte von x , y , z , , 

p = Gewicht von x,, i,, ^s, a;,^, 

a , 6 , c , = Konstante. 

(40) X=:ax, } =a'-. 



P p 



X 



(41) Xz=Z±\J ±Z± , -p = 1 1 1- 



p 



Px Pv P, 



(43) X=zxi±x^±x;i± x^, p = w 



p 



p 



(48) X=ax±by±ez±...., .J^^a^ — + 6«-^ _L<. a -L 4. . . . . 

^ Px Py P. 

1 1 

(44) X=a(xi ±/2 ±^8 + /„), -p = a^n ' 



II. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 



der zu 
' bestimmenden 
Gröfsen, 



(x) , ( y ) , ( 2 ) , = wahre Werte 

X, y, 2, = wahrscheinlichste Werte 

j, 9, 3, = Näherungswerte 

7 = Anzahl 

dj, dl), d^, =-- Aenderungen der Näherungswerte j, 9, 3,..., 

wodurch diese in x , y , 2 , ... übergehen, 

>l 1 , >l i , ^ 3 , . . . . ^ „ = Beobachtungsergebnisse, 

(>li),(>i2),(>i3), .. (>ln)= wahre Werte \ d b b- 

L i , /> 2 , /> a , . . . . L == wahrscheinlichste Werte I 

/ achteten 
Ii, la, I3, .... l„= Näherungswerte 

A 1-1 I Orölsen, 

n = Anzahl ' ' 

dli, dl. 2, f/Ij, ... f/I,j= Aenderungen der Näherungswerte Ii, I«, 

I3 — 1„ , wodurch diese in L j , L g , X3 , . . . . L^ 
übergehen, 

( i' 1 ) > ( «^ 2 ) , ( t' 3 ) , • . •(»'«)= wahre Werte ^ der Beob- 

Vi, t'a, V3, . . . . r„= wahrscheinlichste Werte / achtungsfehler, 
/i f /a, f»f . . . . /,j= Abweichungen der Beobachtungsergebnisse 

Ät , Ä2, ^8> -^n von den Näherungs- 
werten l 1 , I j , l 8 , (^ , 



- ij 
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•..^1 c» i-i r der Gewichtseinheit, 
m = mittlerer Fehler j 

Pif Pti Pif • • • ./>„= Gewichte | der Beobachtungsergeb- 

wj, mg, mg, ... .m^= mittlere Fehler / nisse >li , ^2» ^s» ^„, 

„ ^ „ ^ . , \ der wahrscheinlichsten 

^x» ^,» P«» .== Gewichte l Werte x, y, 2, .. . der zu 

-^A.» -^V^, ^K = mittlere Fehler j , ^. * ^ * /- »r 

' i' * ' bestimmenden Gröfsen. 

Wo in einzelnen Abschnitten abweichende Bezeichnungen gebraucht werden^ 

werden sie besonders am Anfange des betreffenden Abschnittes angefllhrt. 



Grundformeln. 



(46) />if i«i + p«t>aV:i-i-p8«8«8 + p„t>^«^ = [pt>»] = Minimum. 

(47) m = ±l/f„^J- 



(51) 



Direkte Beobachtungen. 

Direkte gleich genaue Beobachtungen. 



(48) X 



(4») 



(50) 



JC = l + 



[ A J A 1 — p A 2 — j— A 3 .... An 

n n 
• • • I 



= '+ 



[d/] 



V 2 — -^ -f ^ 'i f 

V 3 =^ / — ^ 8 I 



n n 

(58) [«] = 0. 



- Vn = -C — Xn « 



(55) P=np 



(58) m = ±f,7y[?;,'J. 

(54) .=±myi=±]/^;ii. 

(5;) t..]=[^^]_[^JLi3=[rf/.n-t^'Ji^. 



Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 

(5S) -c = ^'— J = i -. j -• 

' [P] Pi+P^+Pi + ''"Pn 



(39) 



^8 = l-{-dli, 
> 
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(*N) Pi=- , Pi= f P8=" , '^"^ 8 



(39) m = ± m 



^ Po=h 



Fortpflanzung der Gewichte. 

P= Gewicht von A", 

Px» Ptf* P*f • • • • = Gewichte von x , y , 2 , . . . . , 

p = Gewicht von Ji, i«, /j, x^, 

a, b, e , . . . . = Konstante. 

(40) X=ax, !,--«' ^ 



i' p 



X 



(41) .Y = x±y±2±...., 5^=14.14.1 + .... 

^ Px Py Pn 

(43) -YrrrJ-ji J^±/3± ....r^, ^, = n - • 

(48) Xz=ax±by±cz±,,.,, J^ = a» -4-6«^ 4-c-^^ +.... 

^ P, Py i>. 

1 1 

(44) Xz=a(x^ ±ii±x^± z^), ^^ = a»fi -. 



(45) X=f{x,y, 2,....), 



/^"Vcx/ p,"^\c'y/ p^j'^KctJ p, ' ' 



IL Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 



der zu 
' bestimmenden 
Gröfsen, 



(j), (y), (2), = wahre Werte 

X, y, 2, = wahrscheinlichste Werte 

j, 9, 3, = Näherungswerte 

7 = Anzahl 

d j , ^9 , d^ , =^ Aenderungen der Näherungswerte J , 9 , .1 , . . . , 

wodurch diese in x , y , 2 , ... übergehen, 

Äi, Äi , Azf ....^= Beobachtungsergebnisse, 



(^x)A^%)f(^z)t ' ' (>^n)= wahre Werte \ 

Li , // , , La, , . . , L^=z wahrscheinlichste Werte | 



li, la, I3, ....!„= Näherungswerte [ 



der beob- 
achteten 

A L7 ° I Gröfsen, 

n = Anzahl ' ' 

cfl,, f/la, rfli, ... fn,j= Aenderungen der Näherungswerte Ii, I2, 

Is — 1„, wodurch diese inLi,L^,Li, — L^ 
übergehen, 
( »' 1 ) , ( t' 2 ) > ( '' 3 ) , . • •(''«)= wahre Werte ^ der Beob- 

t'i, Vi, Vi, . . . . v^= wahrscheinlichste Werte / achtungsfehler, 
fit fit fzt ' ' • ' fn^^ Abweichungen der Beobachtungsergebnisse 

Xif X29 ^8> ^n ^^^ ^^^ Näherungs- 
werten I , , I , , l a , (^ , 



8 
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(«o> 



= i+'lALLtLdlx±Ii^»±— • ^.?li« == / + [ P^' ] . 



(«D 



V 3 ^= / — ^ t t 

f 

t n = -T — An. 



(«5) i'=[;']. 



I»i+P,+P»----P 



(«3) [pv] = 0. 



(S4) 



m 



m 



m 



[p] 



(««) 









Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 

J/ .?/ jS 2^* \ = Beobachtungsergebnisse, 

J,, J», Jg,....J^ = Beobachtungsdiiferenzen >l' — X'* , 

*/.*'«, ^^, .'. V^ / = regelmäfsiger [ Teil der Beobachtungs- 
($1, rf,, ^«, . . . ^* = zufälliger / differenzen 

Die nachstehend mit * bezeichneten Formeln gelten ftkr den Fall, dafs die 
Beobachtungsergebnissc Xi, X^y X^j ,,,, X^ gleich genau sind: die übrigen Formeln 
gelten allgemein. 

II 1 ) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist für 
alle Beobachtungsergebnissc gleich: 
A ^- X\ — X\* ^ 



(6S) 



j — X' X** 

J -~ X' — X" 



(6»)* * 



n 



N 



X' —X" 

n n 



~ [p] 



Ol) 






i. = k—J.. 



[J] 



(«)♦ [rf<5]-[JJ]-'^[J] = [JJ]-»ilt, 



0») 



[,.irfl-[pjj]-fj'^-^jhpj] = [p ->-»]-[;>]"• 



fi , ) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungs differenzen J» . J- , 
J» J„ ist proportional den Gröfsen /,, /j. /, / : 



(:4) 






J 
J 



#« 



A ^ - A ^ 



X' — X'* 



J X' X" 

•• n n 



a«) 






i'Ji 



(") 






«5. = ''.--»»- 



^,) Der rcgclniAfsigc Teil der Beobaohtungsdifferenzen wird 
aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen berechnet: 



,:s)* .=..,, l,;;;j^^ 



(»r -- = n>±l2!'-n- 
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(82) r.^±]/g^%. 



m 



m 



> 

(84) '»*=±."y^=±'"yfjr±yfp^^«?n- 



) 

hi) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist 
voraus bekannt: 



(86)' m=±)/pyL|"fJ 



(88) ^^^ = ±f^-^^\ 



.=±my;^. 
.=±myi. 
.=^±myi^, 



m 



m 



m 



■=*"■/;:• 



Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summe einen bekannten Sollbetrag erfüllen mufs. 

^1» -f*. -«^8, • . . . 2;^= wahrscheinlichste Werte der beobachteten Gröfsen, 

«1» «2» «8, . . . . a„= Beobachtungsergebnisse, 

V = wahrscheinlichster Wert der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnisse, 

S = Sollbetrag, 

2 ^=-. Beobachtungsergebnis für den Sollbetrag, 

/ = Widerspruch zwischen Sollbetrag und Beobachtungs- 
ergebnis. 



(00) ^ 1 + •** 2 4- •»" 3 + ^„ ^ 

(Ol) a,+a2 + Oa + a„ = 

(02) f^-S-2, 

(03) v = ]-f. 



S. 

V 



(»4) 



n 



•^1 



Oj + V, 



^» = «« + '^- 
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(»5) 
(»6) m„ 
(»8) M, 



(«, ^-=i(.-i) 



..yi-=..i/;(-s-/i/r(-^) 



Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erffillen mufs. 

X, y, a, = wahrscheinlichste Werte der beobachteten Gröfeen, 

a, /?, y, == Beobachtungsergebnisse, 

tJ„, 1'^, t'y, = wahrscheinlichste Werte der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnisse, 

Sy 2f f = wie vorstehend. 

1 



(99) x + y + x + .... = Ä'. 
(100) a + ß + y + .... = 2. 
(101) f=S-2, 



(10-^) 



«o- 


1 

P. 

1 


/, 


V 


Pß 
1 

P. 

1 


/, 


• • • • 


1 

• • 


• • 



(108) 



x = a + v^, 



y = /?+»^, 



« = y+%, 



(104) \n= ±f 




(105) 



m 



m, 






(10«) 



/• 



X l'a 



1 — 



''l» 



1 — 



(lo:) 



M 



± m 



1/A= 



± m 



M 



u 



= ..n|/;^= 



± m 



', Pv 



1— ; 



M 



= ± "« T/7>- = ± tii 
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Vermittelnde Beobachtungen. 

Gleichungen fOr die Beziehungen zwischen den wahren Werten 
der beobachteten GrOfsen und der zu bestimmenden GrOfsen. 



(108) 



» 



Die Anzahl q der zu 
bestimmenden Gröfsen 
ist kleiner als die An- 
zahl n der Gleichungen. 



Fehlergleichungen. 



(109) 



( Li = Fi(x, y , z, ), 

Li = F,(/, y, *, ), 

^s= ^»{^ t y , ^ , ), 

f 



(110) 



Vi 
V» 



Li 
L, 



X 3 , 



n 



= L 



n • 



Wahrscheinlichste Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 



(111) 






Faktoren und Absolutglieder der umgeformten Fehlergleichungen. 



(112) 



(114) 



a 



a 



rt , = 



dF, 



6, 






dF. 



a 



n 



^E 



c'/; 



11 



i3 = i^8(?, 9, 3 ), (ii;i) 



^li~~-*^llla» Vi 3i ••••)• 



C . = - 



a/', 



c'J 






c> 



c« = 






*»=Ö9 ' 






f /,,=!, f dl,, 



^^n = '™ + <*'»• 



(115) 



f"'" 


ii 


-^x. 


/,= 


li 


-/J., 


A-= 


i> 


— X 8 » 


A. - 


K 


-/l,- 



(116) 



Umgeformte Fehlergleichungen. 



dI, = rt8cfE-f6,d9 + C3d3 + , 



<'U = »n^£ + *n^9 + «n^a + 



(IH) 



1^2 = 
1'« = 






V. 



=/«+«'I, 
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(118) 



Endgleichungen. 

[ \paa]dT;-\-[pab]dt) + [jiae]di + ,.,.-{-[paf] = 0, 
} [pab]di + [pbb]d^+[pbe]di + ..., + lpbn=0, 
1 [pac]di + \pbe]drf + \pee]d^-\-,.,, + [pef]=0, 



di 
[l>aa] 


dt^ 
[pab] 


dl 
[pac^ 


— — — 


<ij + [/><»/]-0, 


(11») 


[pbb\ 


\pbc\ 




dr, + [phf\-(i, 






[pec] 




rfa + lpe/l-o. 

















20») 



(130 



C,= [i)ccj, 



(121) 



fi 






I 6i<'5 + ba<i9 + Cjda4-...-f2 = 0, 
I C,d£+Cady + C8da + ....f8 = 0, 



Rechenschema (124) für die Auflösung 



[paa'] \.po.^] Ip A^] 



[p«/! 



[pbb\ 



[phc\ 



6. 





6. 




Ci 




I 

! 

; 

1 


Ol 




a, 





f, 



fl 

öl 



öl 
öl 



-dl 



62 
öl 

-»2 



Cs 
Öl 



©2 



Mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse. 



(125) m 



, l/l7>^'''l 



(120) m , = ± ui y 1^ , m , -: :l in ]/ | , 



wa-- ± m 



]/v,....„„=i^y» 
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Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen. 



(120 »») 



59j = bj 61, (Ei = Ct — 



S3 = C8 — 



b, 



1 1 



... ' 5 2 — f 2 — 



6 



~ Ci — -^ Vis, . . . • UT 8 



=f. 
f. 






6 






(1«) 



Reduzirte Endgleichungen. 

I »,<i9 + 6,dj + ....5, 



(I2i) 



0, 
0, 
0, 



6. 



<i} = . . . . 
ök "3 • • • • 



<i S = — ^ ' d 9 — - '- rfj — 



9a 
6,' 

9> 
».' 

Ol ■ 



der Endgleichungen mit Probe (187). 




[pee] 



[P*/] 



Probe. 






= 6« 



f. 

Ol 






= rf3 



• • • • 



— « Ti 

Ol 



= -y 






= -r 



• • • • 



Rechenproben. 

(127*) Li, L^, /yj, L^ übereinstimmend nach den Formeln (109) und (113). 

(I87*>) 1*1, r-2, i'a» ..-. «n Obereinstimmend nach den Formeln (110) und (117). 

[pav] = 0, 
(128) ^ [/>*H = 0, 



[;.cr]=0, 



(129) [pvv] = \pff\ + 2:. 
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Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehler- 
gleichungen. 

1. Die n umgeformten Fehlergleichungen 

t' 3 = A ± dj + ^ 8 ^9 + c 8 (fj + . . . . , 



Gewicht =Pi , 
=Pz, 



n 
n 



n 



nf 



worin «1 = 02 = ^3^ ^n = + ^ ^^^^ = — 1 ist , können reduzirt werden auf 

die dl nicht enthaltenden Fehlergleichungen: 

Ol = /, + 61^9+ <*i<^J + ...., 
»2 = /2+ 62^9+ C2«^3 + , 

»8 = AH- ^8<^9+ «8^5 + f 



(180) 



Gewicht = 



n 
» 



= /n+ ^«^9+ c„^a + ...., 



n 



^n-hl = [Pf'i+lP^]'^^ + [P^^'^^ + '-"f 



n 



w 



Pi, 
= Pi, 
= PZf 

. .... I 

= PnP 
__ 1 

~ lP~\ ' 



oder, indem 



(181) 



F,=f,- 



[pf] 

[p] ' 

Ipf] 

Ip]' 

Ipj] 

[p]' 



K=L — 

n * n 



[pf] 
[p\ 



[Pl 

'i'pbi' 



[pf>\ 

Ip] ' 
{pb\ 

[p] ' 
[pb] 

\p]' 






[P]' 
[P«] 

[p]' 
[pej 

IP] ' 



I 



*« = *« — 



[P] 



C = c. — 



n 



[pej 
"(PJ ' 



gebildet wird, wobei [pF] = [pB]r=\pG] = ,... = werden mufs, auf die Fehler- 
gleichungen : 

v,=F,+B,dr) + C,di + .,,., 

v^ = F^+Bid\)-\-C.,d^ + ..,., 
^'z = ^\ + ß3dx)-\-Csd^-j-...., 



im) 



I 



Gewicht 



n 



= Pi, 
= P^, 
^Pij 



Nachdem d 9 , c? j^ , aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 

erhalten wir di nach: 

am 

obere 
untere 

formten Fehlergleichungen { ^^^^^ : ist. 

Um nach Formel (120) den richtigen Wert von [/>«v] zu erhalten, kann 
erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach Formel (127) 

5 2 -V 5 8 -^ 



worin das 



1 



^^-+ [p]-" \p] ''9+ f;.] '''^ 

Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dj in den umge- 



für 2 ergebenden Betrage — S 5 a 

502 



e 



?y8 — 



noch — 1^^ npf] hinzugesetzt 



werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der F'ormeln (130) der aus der n 4- 1 ten 

Fehlergleichung entspringende Betrag — r ^-[pf\ mit in [pff] aufgenommen 

werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (ISl) und (1$2) [pFF] 
statt [pff] gebildet und in Formel (120) eingesetzt werden. 

Wenn pi=p^—pr^ = i>„=l ist, so vereinfachen sich die Formeln (1$#) 

bis (1S:0 wie folgt: 
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(1»4) 



»1 

»2 
»8 



= /i + * 1 <^9 + « 1 «'a + 1 Gewicht = 4- 1 , 



= A + 6»d9+ Cä^^jH-...., 

= /a + ft8<'9+ «8<'3 + ----> 



IT 



= +1. 
= +1, 






II 



1 



n 



(1S5) 



F. =/. - f/J 



n 






n 



n 



'» n 



Bi = hi — — , 
fi 

■^8 = ^8— — » 



n n „ » 



c.-c- - , 

C -e f'l 
n ' 

^8 — * 8 t 



fi n 



n 



wo [F] = [5]n=[CJ=-.... = sein mufs; 

( i', = F,+5,d94-C,da + ...., Gewicht = + 1, 

r, = F, + 5,(i9 + C,d5+..., n =4-1, 



(1S6) 



Nachdem dt) , dg, .... aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 
erhalten wir dx nach: 



(187) 

T» 7» T* 

obere I 
worin das { } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dj in den um- 

untere I 



I 



( positiv \ 
geformten Fehlergleichungen l t* I ^^'' 



Um nach Formel (1!^) in diesem Falle den richtigen Wert von [pvv] zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Elndgleichungen 

nach Formel (127) für 2 ergebenden Betrage — ^*5?» — ?-58— . . • . noch 

Wt «-8 

r/i 
— -^-^[f] hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (1S4) 

der aus der n + 1 ten Fehlergleichung entspringende Betrag —-—[/] mit in \pff] 

aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (186) [FF] statt [//] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Mit den nach den Formeln (130) oder (134) erhaltenen Werten » , , , , 8 , 
. . . . «^ ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte t>,, v,, rg, v^ der Beob- 
achtungsfehler nach: 

f i = Di ± dj, 

t' 2 = « ±dx, 

t' 8 = » 8 ± <^E , 



(138) 



t„-u„ ±(/j. 



Die Proben nach den Formeln (128) sind: 



(1S9) 



[/>r] = 0, 
[pbv] = 0, 
lpev]=0, 



oder wenn sämt- 
liche Gewichte 
gleich 1 sind: 



(140) 



f [t'] = 0, 

J [bv] = 0, 



16 Formeln. 

2. Die n umgeformten Fehlergleichungen 

V -i = A + adx + bdi)4-cd^-\- 

^' 3 =fi + adr, + hdr) + cdi + .,.. 



Gewicht ^Pi , 

n =Pif 

n =P»t 

• • • 9 



^'n =/n + ndTC + bdr) + edi + ,,,. 

worin a ,= a^ = rt 3 = . ... rt„ = '» , 61 = 62^62 = .. ,.6^^ ^6, Ci=rj = Cj = .... 
c ,^ = c ist, können reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(141) i)===f'Y]' + a(f;r + 6rf9 + crf8 + ...., Gewicht =[/>]. 

S. Die Fehlergleichung 

v=f-\-adTc-\-hdr)-\-ed^-{-,.,., Gewicht ^p 
kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 

(14'^) qv = qf-\-qadi'j-qbdr) + gcdi-{- , Gewicht = ^,; 

4. Die n Fehlergleichungen 

I' 1 =fi ± d^ , Gewicht =Pt, 
r2=f2 ±dx^-{-bdr)-\-cdi + ..,., „ =jo, 

^'z=fi±dx, „ =p», 

f f 

',.=/» :^^?> n =Pnf 

können reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(149) r>^.f,-i"^^}-Z!';f^ + bä, + cdi + Gewicht=/>,-J'-;' = <tHf--^-'>-^. 

Alsdann ist: 

(144) ä,= :f\^n^l^±i,d,:,^-;^cdi^.:.., 

worin das { } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dj in den um- 

I untere J 

{positiv ) 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (130) bis (ISS) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflösung der reduzirten 

Endgleichungen nach Formel (12^) für 2 ergebenden Betrage — 5^5« — S^S» — •••• 
noch —/,[;>/! hinzugesetzt werden, um nach Formel (139) den richtigen Wert 

von \ p r V ] zu erhalten. 

In dem Falle , dafs Pi—pi—ps = Pn — ^ ^^t , vereinfachen sich die 

Formeln (14JJ) und (144) wie folgt: 

(145) D -A-^^J~/' + 6rf9 + «^5 + ...., Gewicht -l-i=-"j^^ 

(1461 dx,= + ^[^ -t \bdx) X Icdj + 

n n n 

worin bezüglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

Der crforderliclie Zusatz zu dem 2 Betrage — L * 5 2 — ^ * 5 » — • • • • J^t hier 

-'^■'[/■]. 

n 
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Bedingte Beobachtungen. 

I , II , III , IV , .... = wahrscheinlichste Werte der beobachteten 

Gröfsen. 
I, 2, 3, 4,....= Beobachtungsergebnisse, 
(i), (2), (3), (4), . . . .= Verbesserungen der Beobachtungsergebnisse 

I, 2, 3, 4, und wahrscheinlichste Beob- 
achtungsfehler, 
•^'a » ^bf *^*c » = durch die wahrscheinlichsten Werte der beob- 
achteten Gröfsen zu erfüllende Sollbeträge. 
2^y 2^, 2^, = Beobachtungsergebnisse für die Sollbeträge. 

(14^) Die Anzahl r der zu erftlllenden Bedingungen ist gleich der Anzahl der 
vorliegenden überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Gröfsen. 

(148) Die zu erfüllenden Bedingungen müssen von einander unabhängig 
sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach in verschiedener Form 
vorkommen kann. 

(149) Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen werden in jedem 
Falle gefunden, indem zuerst die beobachteten Gröfsen ausgewählt werden, die zur 
einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, 
und indem dann für jede der übrigen beobachteten Gröfsen nacheinander festgestellt 
wird, welche unabhängige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu den bereits 
betrachteten beobachteten Gröfsen entsteht. 



Bedingungsgleichungen. 



* 
(150) 



I 



i'',(I, II, III, IV,. ...) = &',, 
F, (1,11, III, IV, ....) = Ä,, 
F^ (I, II, III, IV, ..,.) = S^, 



Die Anzahl 9 der beobachteten 

Gröfsen ist gröfser als die Anzahl r 

der Bedingungsgleichungen. 



(151) 



^\{^f 2, 3» Ay )'-^^ay 

^b (i> 2, 3, 4, ) = 2^, 

/*;(i, 2, 3, 4, ) = 2 



(152) 



c » 



(158) 



I=-i + (i), 

II--=2+(2), 

in-3+(3), 

lV=4 + (4), 



(154) 



a, = 



6,- 



cF, 
ci ' 

a I ' 
ai ' 



'<^F^ 

a 
^ t2 

^F. 
cF^ 

C2 



n 



Co = 



^3 
t F 

a = cT 
^3 



Ca = 



fb = ^b — ^bt 



^F„ 
dF. 



• • • • 



6.= 



«1 = 



84' 



• • } 



KolL 2. Aufl. 
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Umgeformte Bedingungsgleichungen. 



(155) 






ai(i) + «j(2) + «8(3) + Ö4(4) + - 
6i(i) + 6.(2) + 63(3) + 6,(4) + . 

Cl(l)+«8 (2)+C8(3)+C4 (4) + . 



"fbf 
• *J c f 



(15«) 



Korrelatengleichungen. 



(I) 
(2) 

(3) 
(4) 



Pi P% P% 



pi 



-*« + 



Pt 



/*4 P* /'4 



Endgleichungen. 



(157) 



aa 

i> 
a 6 

P 
a e 

P 



K+ 


ab 

P . 


*» + 


K+ 


bb 

P . 


*.+ 


*<•+ 


6c 


*6 + 



be 



I *« "r • • • • 
.PI 

Ä^-f- . . . . 
I *« ~i • • • • 






(158) 



a, = 



a a 
[P 



6t 
6. 



a6 

P 
bb 

P J 



c, — 



Ca = 



ac 

6 c 

P 
ce 

P 



• • • 



• • • > I 

• • • > I 



(15») 



Ci *„ + c2 *» + '«*£-!- f. 



0, 
0, 
0, 



f.= 



f.= 



-h. 
-fc, 



Die Auflösung der Endgleichungen erfolgt wie bei den vermittelnden Beob- 
achtungen. 

Rechenproben. 

(160) [y>(n)(n)] = [/:/]--[M]. 



(161) 
(162) 



= />i(i)(i)+P2(2)(2) + P8(3)(3) + i'4(4)(4) 



(163) Die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) und die Bedingungs- 
gleichungen (150) müssen durch die Zahlenwerte der Verbesserungen ( i ) , ( 2 ) , 
( 3 ) » ( 4 ) » » ^^^ der wahrscheinlichsten Werte I , II , III , I V , der beob- 
achteten Gröfsen erfüllt werden. 
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Mittlere Fehler. 



(164) m 



[i>(n)(n)] 



(165) m , 



=*•■/!• 



m 






Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Bedingungs- 

und Korrelatengleichungen. 



Die Bedingungsgleichungen 

(i)+ (a)+ (3)+ (4) + . 

6.(i) + *.(2) + ft.(3) + >4(4) + - 
«1 Ci) + «> (3) + «>(3) + e« (4) + - 



=fc. 



und die Korrelatengleichungen 

(2) 

(3) 
(4) 



J- *a + ~ *6 + — *c + » 

/*! Pl Pl 

6 



1 



^a "f" ;r" 6 ^" .^ c "^ • • • • ' 



p% 



Ps " P8 *^- *^ ' 



P« 
Pi 



;r *« + ~ *6 + " *<j + — > 

P* P* P4 



worin ni=a, = rta = «4 = = +1 ist, können reduzirt werden auf die Be- 
dingungsgleichungen 

b 
b 



(166) 



6,((i)) + 6,((2)) + 63((3)) + *4((4)) + ....+ „ ((n + l))=/6 



IP 



1 

lP\ 
c 



«. ((!)) + «. ((2)) + «. ((3)) + <'«((4)) + --.-+ l ((n + l))=/, 



c 



fa. 



IPi f 

:P 



und die k^ nicht enthaltenden Korrelatengleichungen 

((3))=^/»+;-^.*.+ 



((n + l))=- Ijij- 



[p_i 

"1 

Lp. 
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Dann ist 



(168) k=- 



und: 
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6 




' c 


« • 


[1 


h- 


[p\ 
[1] 


iC^ • • • • 1 


i 

ril 


-/«-((n+l))+pi 


P. 




P. 




:P. 




[p\ 




(l)-((l))+//a. 


(109) 


(2)-((2)) + ^*„, 

Pi 

(3) = ((3))+J*a. 

Pz 






(4) = ((4)) + ^*<., 





4. Die Formeln (166) bis (169) vereinfachen sich , wenn die Gewichte p , , 
P%, Pzf Pi, sämtlich gleich 1 sind, wie folgt : 

6,((i)) + 6.((2)) + 6,((3)) + 6.((4)) + .... + [6J((n+l))=/-,-W/„ 
(150) { . /,-))_f.e,((2))+c,((3))+c,((4)) + .... + [c]((n+l))=/,-W/., 



I «.((I 



n 



(Kl) 



((3))=*.*«+«.*.+ 

((4)) = *i*64-e4*c+,----, 



((n+l)) = -f^U,-W 



(173) *„ = -!^i 



n 



n 



••••+l-/-a=((»+l))+l/«- 



n 



n 



am 



(2) = ((2))+/:,, 

(3)==((3))+*a. 
(4) = ((4)) + ^a, 



spezielle Regeln für die Berechnung der Anzahl der zu erfüllenden 

Bedingungen. 

(174) In Polygonnetzen ist die Anzahl r der zu erfoUenden Bedingungen, 
wenn /t^ neu zu bestimmende Knotenpunkte durch n^ Züge mit einander 
verbunden sind,: 

'• = «, — '^;,+ l> 

(175) und wenn das Netz aufserdem durch «^, Züge mit gegebenen Anschlufs- 
punkten verbunden ist, so dafs im ganzen N^=zn^-\- «^ Züge vorhanden sind: 

Die Regeln (174) und (175) können in allen Fällen angewendet werden, wo 
Gröfsen aus den beobachteten Unterschieden zwischen denselben zu bestimmen 
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sind, also beispielsweise auch wo Richtungen (= Knotenpunkte) aus den auf einem 
Punkte beobachteten Winkeln (^ Zügen) zu bestimmen sind. 

In Dreiecksnetzen, woraus rückwärts eingeschnittene Punkte und die auf 
diesen beobachteten Winkel oder Richtungen ausgeschieden sind, ist die Gesamt- 
anzahl r der zu erflkllenden Bedingungen: 

(176) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ Winkel vorliegen, : 

*• = »«, — 2np + 4, 

(177) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n Punkten n^ Richtungen auf 
»,j Standpunkten vorliegen,: 

(178) wenn das Netz aufserdem noch an «^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Neigung oder Richtung gegeben und unverändert beizubehalten ist, gleich der 
sich nach (176) oder (177) ergebenden Anzahl plus w ^ — 1 , 

(179) und wenn das Netz aufserdem noch an «^ Dreiecksseiten angeschlossen 
ist, deren Länge gegeben ist, gleich der sich nach (176) oder (177) und (179) 
ergebenden Anzahl plus «„ — 1 . 

Bei Abzahlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden Anschlufs- 
Winkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezählt, wenn die betreffenden Anschlufs- 
Seiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze angehören. 

(180) Im einzelnen ist die Anzahl rj der zu erftlUenden Bedingungsgleichungen 
I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn n^ Winkel zur Bestimmung von 
n^ Richtungen auf n^^ Standpunkten vorliegen,: 

ferner die Anzahl r jj der Bedingungen II. Klasse oder der Netzwinkelbedingungen, 

(181) wenn /i,^ Standpunkte durch n^ Linien verbunden sind, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind, : 

nj = ^i — '^st + 1> 

(185) wenn das Netz aufserdem an w^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, deren 
Neigungen gegeben und unverändert beizubehalten sind , ; 

^11 = ^1 — '^»t + ^a* 

endlich die Anzahl rjj^ der Bedingungen III. Klasse oder der Seitenbedingungen, 

(183) wenn »^ Dreieckspunkte durch n ^ Dreiecksseiten verbunden sind , : 

'•/// = '»* — 2np + 3, 

(184) wenn aufserdem die Längen für a^ Dreiecksseiten des Dreiecksnetzes 
gegeben sind , : 

'•///='»* — 2np + «„ + 2. 

(185) In Liniennetzen ist die Anzahl /• der zu erfüllenden Bedingungen, wenn 
zur Bestimmung von n Punkten «, Strecken gemessen sind und n von diesen 
Strecken in »^ geraden Linien liegen, die gerade bleiben sollen , : 

»• = ", — 2/1^ + 3 + »,^ — n^. 
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(186) 



Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

1. Verfahren. 
Umgeformte Fehlergleichungen. 

r 1 = a 1 d j -f 6 , dp + c 1 da + . . . . + /i , : 
r 2 = rt 2 d]r + 6 2 dy -f c 2 dj + . . . . + /i , 

r 8 = rt a djr + 6 3 dt) 4- c 8 da 4- . . . . + /a , 



% = «n<'^ + *«^V + Cnrf3 + .... + /„. 



Die Anzahl n der Gleichungen 

ist gröfser als die Anzahl q der 

zu bestimmenden Gröfsen. 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 



(187) { B,di-\-B,dx)^B^d^-{-....-fß = 0, 



Die Anzahl q der zu bestim- 
menden Gröfsen ist gröfser 
als die Anzahl r der Beding- 
ungsgleichungen, es ist also 
auch » > 9 > »• . 



(188a) 



Endgleichungen. 

f lp(tO']dlc + [pah]dr) + [pac]di-\- — 

I [P^b]di + \phh]dr) + \pbc]d^Jr''"-' 
[pac]dx^-}-\pbc]dr) +[pee]df^-\- — 



(188b) 



I 



t —Aidjc — 
j -B.rfj - 



^. 


^A- 


-B, 


kß — . . 


■■■}-{P 


«/] = 


= 0, 


A> 


.*^- 


-B, 


' *£ 


,.. + [p 


*/] = 


= 0, 


A, 


,t^- 


-B, 


hg 


•• + [P 


«/•] = 


= 0, 



^ 2 <^ V — A^dfi — + /^ = , 

^2^9- J5,d,^- +/'/, = 0, 



(18») 



z 



9 + ^9, 
3 +^S, 



(190) \pvr] = [pff]J^[paf]di + [pbf]dx^^[pcf]di^ , 

'^ '^A ^A "^ '^£ fß "^ ' • " 



(191) 



m 






2. Verfahren. 



(192) 



^3C=^5o + (l), 
di; = r/9o-f(2), 

^3=<^5o + (3), 



Umgeformte Fehlergleichungen. 



(193) 



" -2 = ^' 2 <^ r + ^ 2 rf 9 + <• 2 «^ 3 -f . . . . / 2 , 
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(IW) 



( 



Endgleichungen. 

\pae]d]Co+[pf>c]dr)o-\- [p c «'J'^So + • • • . [i> «/*] = 0, 



(W5) 



«0 = a + d^o, 



(19«) [i'^ot'o] = [p//l-j|fi~|-^5.-|-* 



(107) 



m 






(108) 



Bedingungsgleichungen. 



(IW) 



(201) 






A, 
B, 



cF 






5, 



cF 






A^ 
B, 






dF 



B 



(302) 



I 



X = 

y= 

z = 



yo + (2), 

*o + (3), 



• • • 



• • • 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

(303) {^i(i) + 5. 2(2) + 5,(3) + ....=/•,, 



(204) 



[/^«6|Qii + [p6M Qr2 + [l>6c]Qi, + .... = 
[P«c] Q,i + [p6r] Qi, + rpcr] Q,s + .... = 

[p«<' I Q21 4- Fp«^] Q22 + [p«*^] Q« -f — = 
[p«MQii + [pftMQ22 + [pft'-] Q2» + .... = 1 

f/^ar] Qsi +[p6c] Q.22+ [p<*^] Q as + = 

[paa] Q 81 + [p« 6] y 82 f [i>acj Qja + ..-. = 
[p«MQai + [pfcM Qa2 + [p6r]Q83 + .... = 

[P«C] y«! +[P^'''1 032 + [P*^^] 0S3 + ....= 1 



u. s. w. 
Die Auflösung der Gleichungen (304) erfolgt nach Schema (219). 
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(305) 



Koeffizienten (?l), (35) 

(9l,) = + ^.Q.. + ^.e«-l-^.Q.. + .. 
{Vt) = + A,Qt, + A,Q„ + AtQ^+.. 



• • t 



(82) = + -ßi Qai+^«Qai + -ß8Q28 + I 

(33 8)= + -»! «81 +^2 0.2 + ^8 «88 + ...., 



(206) 



mn 



Korrelatengleichuagen. 



I (2) 

I (3) 



(a»)*^ + (»2)*B + ---- 

(«,)*^ + {»,)Aß+.... 



oder 

[ 3 ] = + ^ >.*.« + -ß »*/»+•••• . 



(808) 



(d) 

) (2) 

j (3) 



[i]Q.. + |2]ö.« + [3]Q.. + -- 

[i]Q..+|a]Q.> + [3lQ8. + .. 



• * 

• 9 

' f 



(309) 



Endgleichungen . 



(310) 



6, = [B(«)j, 



. . . , 
. . . , 



(211) 



(212) 



a 1 *^ + 6 1 A;j5 + f , = , 

bik^ +bikj^+ f 2 = , 



— ■" f 1 H" cn" 5 2 -f- • • • . 



f. 
ft 



-fa, 



[i/l = _[A-f] 

= (l)[l]+{2)[2]+(3)[3] + ---- 



(213) m., = ±y^''fK 
(3U) |/'"] = [pt., »„] + [*/] 



(315) m^±T/-iP^'^\|--=±-|/[^-^i^^J-±i^J. 
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lewichte und mittlere Fehler der w^ahrscheinlichsten 
Kferte der zu bestimmenden Gröfsen und von Funk- 
tionen derselben. 

1. Für vermittelnde Beobachtungen. 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 

der zu bestimmenden Gröfsen. 

Endgleichungen. 
[p(in]<ix, + [p(ib]d\)-{-[pae]di^-\-...,[paf] = 0, 
lpnh\dj:-^[pbb\dr) + [phe]di-]-....[pbf]^0, 
l p a e] dr^lp b e] dxi -{-[ p r r] dt^ -{-....[ p rf] r= , 



(216) 



(«17 a) 



(217 b) 



(217 c) 



[p^'']Qu + lp"^]Qi2 + [p(i*']Qii + "" = '^ , 

Ip^''] Qu + lpf^^-] Qvi + \p^^] Q.8 + ....--0, 
* 

[paa](^.i^-]-[pab]Qii + [pac]Qin + = 0, 

[pnb]Q,, + [pbb]Q,, + [pbc]Q,,-{-..,. = l, 
[par] Qn+lpf^r] Q,,-^-\prc] Q,3 + ....-0, 

• 

f 

[p(f'^]^^»i + [p<^f>]Q»i + \p^^]Qs3 + — --= , 

[i>«M y81 + [/>^M ÖM + [/>*'•] «8»+.... = 0, 



Auflösung der Gleichungen (217a). 
fi = — 1, f2 = 0, f3 = 0, ...., 

^ Vi- ^ Ci- ^3-^ 

A '.» « ' J ' <V 3 ^" I 1 «f ö « I • • • 

n 1 u 1 sOs 



218 a) 



'2i» — . . . . — 



6 



»3 

6,' 

3 



218 b) 



fi=0, 



ü — — "* * o _ _ ^^ 2 

V 11 =^ — ^ ^12 ~ NC 18 — • • • • " • 

a, dl Ol 

Auflösung der Gleichungen (217b). 

7 2 = 1, 13—-"» ...., 



Q, 



li 



ü — —^^ 

= + |-5« + |^S8.... (Probe). 
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«18 c) 



Auflösung der Gleichungen (t^t^c). 



ffi = 0, f,-0, fa = -l, 



• ■ • • • 

• • • • * 



Q^ = 



• • • • 



5j 

s,' 



5 



= + |-5t + .-.- (Probe). 



u. s. w. 



(319) Schema fOr die Auflösung der Gleichungen (S17). 



f.— 1 


f, = 


fa 


1 

• a • • 

i 


Probe. 

öl 

1 


• 

f.--l 


f. 


• « • • 

• • t • 


Probe. 
+ 8,5' 


f.--l 


Probe. 

••••+6/' 


• ■ t • 


Ol 

«1 


' • f ■ 

n/' •••• 


5,--i 


6..V 
«,'^' 


• ■ • * 


5. 


5« — s. ....i 


5. 


1 




»,'^' 


. • • • 


», 


t^ • .... 


! 

1 

1 




_ 5» 


-5. 


^^^. 


6. 






t 




1 

1 1 




5. 




1 
1 


Qu 


. . . .; — Q» 

i 
1 






1 


»a^" 




1 






Q 82 — Qu . • • • 


-Qm 




1 




= Qn 




1 


. . • • 


= Qu 


1 







(330) 



Q... 



= Q 



ti > 



« 



8S> 



(331) 



3/^=±mT/p^, .Vj,= ±m"|/^ , I ^V.= ±ml/~, 



Gewicht und mittlerer Fetiler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werte der zu bestimmenden Grorsen. 

(333) L = (p(i, s, z, ....) 



(334) 



(335) 



'-'dl' 



_Cg> 






1 



= /i/iQii + 2/i/.Q,a + 2^^«i«+.... 

-\- ^2'2Qaa~T"2t2'8y28'T"«*'' 

I • • • • 



[paa]Qi4-[pa6]Q24-[j)ac](^8 + = '1, 

[pab] (^-f[/>6 6]Q2 + [i>^c]«» + •••• = ^> 
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(33«) S, = ^-^t., 

"l 



(33J) 



8. = ;._i-'z,-J's,, 

a, »1 



1 



+ '. Q. + ',e. + '»Q. + .... = ['Q]. 



i. 



2 



= + r-'. + s^S. + ^ 8. + ---- 



». 



&. 



(838) 



3/, 



= ±m-|/-j-. 



(!S!39) Schema für die Auflösung der Gleichungen (HS) und für die 

Gewichtsberechnung. 



«. 




'» 

-'•'. 

Ol 


Gewicht P/_. 


Cti 
Öl 

«l 


+ |-|8. +/.e, 


8, 

1 




-8, 


+ 2» 




1 


1 


Q. 


-<?, 



2. Für bedingte Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werte der beobachteten Gröfsen. 

(230) /. = y(I, II, III. IV, ....). 



mi) /i = 



Ctp 
c I 



C a> 
t2 






9 



(2»2) 



n a 
P . 


'•a + 


ab 

. P . 


''ö + 


ac 

. P . 


a 61 


66 

. P . 


''b + 


bc 

. P . 


(IC 

/> . 


-.+ 


bc 

. P . 


''b + 


cc 

. p . 



^3' 

C "1 • • • • 



'.= 



c 



^4 



• • • • 



/' 



• • • • 



r -}- .... 



al 

P J 
6/ 

L P 
cl 

P J 



= 0. 
= 0, 



m%) 



La = ^4-ajr„ + 62r^ + (;,r^ + , 

I, , =r / , 4- a 8 r^ + 6 8 r^ + r , r^ + . . . . , 



28 



Formeln. 



(ä$4a) 



Ol — 


n a 

. P . 


, bi 

1 


ab 

P . 

[661 


) 


Ci — 


a c 

. ? . 
r6c] 






. P . 


1 


Cj — 


. i^ . 












Ca — 


p . 



(334b) 



b. 



6, 



©2 = ^2 ^li ,^2 = ^2 Ci, 






LL 



l2 = 



al 

P J 
6/ 

P 
ei 

P 



a. 



Lj^J 1 I -^ 3 -'^ 2 1 -^ 8 -'^ 8 1 -^4 ^^ 4 
i>l i'l i>8 />4 



s,= 


= r. 






• • • 


= 1, 

■ • 


Ol 


• 



L P 
_' II 

~[ P . 
(^6) 



r, 



a 



Ii 



22 



«.^^ 






Mr,= ±my ^-^, 



(287) Schema für die Auflösung der Gleichungen (233) und für 

Gewichtsberechnung. 





al' 

. P . 


1 
1 

• 


6/ 

. p . 


• 

i 


cl 

P . 


• •••••••• 

1 


Gewicht P^. 


I, 


I. I. 

1 






t 




• 




"l 1 


1 

-'■I, 

0, 1 


1 


«1 


— Sa 






;:« —Po 






»2 


1 


'■'•. • 






Sa 
(5,, 


; 


«1 ' , 

1 








b, 


^^. . . . 

»2 ' 1 


• • •••••••• 


1 

i 




= '\ 


X 




r 


1 

b 


*• 


c 



Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Wer 

der beobachteten Gröfsen. 

Für die Gewichte P/, Pjj, Pjjj, P^y, der wahrscheinlichsten Wei 

II , III , IV , .... der beobachteten Gröfsen wird 



(23S) 



r für I 

. II 
. III 

« IV 






» .... I 



... 



• . t • 



• • I 



• • > 



Formeln. 



29 



""<> ferner 



iSSS) 



ibr I: 
. 11: 
. III: 
. IV: 



[^1= 



P 

u 

p 
n 



{•n- 



P 



Pi 
1 

Pt 
1 

P9 
1 

P* 



af 
P 




6/ 
P 


6, 


p 


rt/1 <»2 


bl 
P 


6, 


P 


al 
P 


«8 


bl 
P 


^3 

Pz' 


P 



al 
P 



n 



Pa 



bl 



Pi 



l P 



Pi 
Pt 
Pa 
Pa 



• » 



Im Uebrigen finden die Formeln (t^^) bis (^K) unverändert Anwendung. 



3. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 

1. Verfahren. 

mO) L = fp{j-,y, z, ....). 
tcp Ca) c a> 

(«41) ',=-,,-, '2=. , ' '.= , , 

[^(9l)],_^4-[^(»)]r^ + ....[(«)/] = 0. 
[^l(»)]rj + [i?(»)]r^ + ....[(«)/J = 0, 



• • • • 



(243) 



Auflösung der Gleichungen (•^4*^) nach Schema (251) mit Wcgiassung von 
[/</] in den beiden letzten Spalten. 

[ ^ 1 = ^ + ^ 1 »H + ^^ 1 '*// + , 

(243) -^ 2 = ' 2 4" -^ a ''^ -|~ ^^ « **;/ ~h • • • • > 

1 i>8 = /3+^ir^ + /^8'/;+ , 

Weiter nach den Formeln (224) bis (22S) und Schema (220) . indem L , , A 2 , 
L s , .... für i 1 , / 2 » 's» • . • • genommen werden. 



(245) 



2. Verfahren. 






(240) /- 9(-^,y, 2, ....) 






(241) M— i, 1 '3— c > '3— , 


• • • 


• • 


[p(ta]q,-ir[pnb]qi + [pac]qa+ /,, 

(244) [P^^]^^ + [P^^]li + [P^^]Q>i-T ^ , 

[pnc]q, + [pbc] qi-\-[pcc] 73+.... = /,., 














ai—[paa], 5ii_[yMf6], Ci_[7>«c], ...., 


'., 


bj_[j>66], c. — [pbc], ...., 




'., 


Ca — [i^^-c], , 




'», 


. . . . , 

^2 ^2 ^ ^O 62 C2 - ^\f , ^2 h — 

"1 "l 


6, 

ai 


'm 


C (S 

63 — C3 - C, c» 6ä> f Ös — '3 

• •••■ •••••• 


c, 
eil 

• • 


'•-s!^'^' 



(34C) [/'y]=+'iSi+ '»J.+ 'ag.-f---. 
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Formeln. 



(H7) Schema für die Auflösung der Gleichungen (^44) und für die 

Berechnung von [Iq]. 



(848) 



'. 


/, ;, 


['?]. 




0, a. 


+^li +',9. 

• +«'2, +«,9, 

1 


-:: 






Vi'« 


' + ^'2, +i,g, 

6, 




- ~ O » 





— r/oi — 


Oft!!» LJJ 1 


— 9i 


— ?» ; — j> 


1 



(M8) 






a, = [A{^)]. 



6, = [«(»)], 



• • • t 
' ' ' f 






Ol 



• • • • ■ 

• « • • • 



2« — I« — r~ ^ » > 
«1 



CM9) 



1 



^ L 



= [iq]-[-U 



s. 



i» * .... 



(350) iV, = ±mT/^ . 



(251) Schema zur Auflösung der Gleichungen (34*^) und zur 

Gewichtsberechnung. 



[(«)'] [(«)'] 


Gewicht P,. 


1 

l, ts ' 


l'l] [l'l] 

1 


-N. 


;■ ' -s, ■ 


2. 


». 




j a/*; 


1 


--'■j , ---'u 
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Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 

der zu bestimmenden GrOfsen. 

. der wahrscheinlichsten Werte / , y , 2 , . . . 



Für die Gewichte ^, , -Py . -P, , . 
der zu bestimmenden Gröfeen wird 



(253) 



I 

I.:.- 



für X 



', = 1, 

',=0, 

'.=0, 



;, = o, /,=o, 



• • • • f 



femer : 



(S»8) 



(füri^: [(9l)/] = («.), 






und endlich: 



(«54) 



für r: g, = Qn, 9 » = Q u , q»=<iit, 



• • • « 



• • • • 






I) « : 9 1 = y 11 1 9 « = V «• » 9 1 = '^ 3» > 
••■• > > » ••••> 

Im Uebrigen finden die Formeln («4«) bis («51) unverändert Anwendung. 



